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АНОТАЦIЯ

Микицей О. Я. Граткозначнi предикати на неперервних напiвгратках. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису. Дисертацiя на здобуття на-

укового ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю

01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. — ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний

унiверситет iменi Василя Стефаника”, Iвано-Франкiвськ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню граткозначних монотон-

них предикатiв на неперервних напiвгратках як природних узагальнень дiйсно-

значних та граткозначних неадитивних мiр. Частковим випадком монотонних

предикатiв на неперервних напiвгратках є введенi Г. Шоке ємностi (неадитивнi

мiри), якi широко застосовуються у теорiї прийняття рiшень в умовах невизна-

ченостi.

У першому роздiлi наведено необхiднi вiдомостi з теорiї неперервних

областей, зокрема, означення неперервностi за Скоттом, топологiї Лоусона,

вiдношення апроксимацiї, тощо.

У другому роздiлi обґрунтовано поширення поняття монотонного пре-

диката на функцiї зi значеннями у цiлком дистрибутивних гратках. Доведено,

що для кожного неперервного за Скоттом вiдображення ' W S ! K з областi у

повний неперервнийL-напiвмодуль iснує єдине продовженняˆ W M ŒL�S ! K

до морфiзму у категорiї повних неперервних L-напiвмодулiв та їх неперерв-

них за Скоттом лiнiйних вiдображень. Для областi S з нижнiм елементом iснує

єдине продовження ˆ W MŒL�S ! K неперервного за Скоттом вiдображення

' W S ! K до морфiзму в категорiї повних неперервних L-напiвмодулiв та їх

неперервних за Скоттом афiнних вiдображень. Воно є лiнiйним, якщо i тiльки

якщо ' зберiгає нульовий елемент. Це означає, що L-значнi монотоннi преди-

кати як iдемпотентнi напiвмодулi є вiльними об’єктами над S . I категорiя, з

якої обирається S , i категорiя, до якої належатиме M ŒL�S чи MŒL�S , можуть

бути обранi по рiзному.
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У третьому роздiлi запроваджено поняття сумiсностi P W S �S 0 ! f0; 1g

мiж неперервними напiвгратками S; S 0. У множинi Cw.S; S
0/ всiх таких сумi-

сностей розглянуто рiзнi пiдкласи i дослiджено їх зв’язки з широким колом

об’єктiв.

Зокрема, для цiлком дистрибутивної гратки L пiдклас C�_.S;L/ сумi-

сностей, якi зберiгають попарнi супремуми по другому аргументу, можна ото-

тожнити з множиною MŒL�S L-значних нормованих монотонних предикатiв.

Клас C__.L;L
0/ сумiсностей, для яких вимагаємо збереження попарних су-

премумiв по обох аргументах, як частково впорядкована множина антиiзомор-

фний гратцi контраварiантних зв’язкiв Галуа мiж неперервними граткамиL та

L0. Означено пiдклас C%.S;L/ сумiсностей умовою: для кожних x1; x2 2 S ,

y 2 L виконується P.x1 ^ x2; y/ D min

˚
P.x1; y1/_P.x2; y2/

ˇ̌
y 6 y1 _ y2

	
:

Доведено, що C%.S;L/ можна ототожнити з пiдмножиною M^ŒL�S � MŒL�S

всiх L-значних нормованих монотонних предикатiв на S , що вiдображають по-

парнi iнфiмуми у попарнi супремуми.

Для фiксованих сумiсностей P1 2 Cw.S1; S
0
1/, P2 2 Cw.S2; S

0
2/ введено

вiдображення P1 ˝ P2 W QCw.S1; S2/ � QCw.S
0
1; S

0
2/ ! f0; 1g i показано, що воно

є сумiснiстю мiж цiлком дистрибутивними гратками QCw.S1; S2/ i QCw.S
0
1; S

0
2/,

яка зберiгає супремуми по обох аргументах. Доведено, що така сумiснiсть мiж

сумiсностями визначається зв’язком Галуа, i описано цей зв’язок.

Видiлено пiдклас сильних (що зберiгають попарнi iнфiмуми по обох ар-

гументах) сумiсностей C^^.S; S
0/ i розглянуто їх будову. Запропоновано мо-

дифiкацiю класичної двоїстостi Лоусона i доведено, що кожна вiдокремлююча

сильна сумiснiсть iзоморфна до природної сумiсностi мiж неперервною напiв-

граткою з нулем та її модифiкованою двоїстою за Лоусоном напiвграткою.

Вивчено будову множини ŒS ! S 0� неперервних за Скоттом вiдобра-

жень мiж неперервними напiвгратками. А саме, доведено неперервнiсть час-

тково впорядкованої множини ŒS ! S 0� з повної неперервної напiвгратки S

у неперервну напiвгратку S 0. Її пiдмножина ŒS ! S 0�0, яка складається з усiх
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функцiй, що зберiгають нуль, також є неперервною напiвграткою з нулем. По-

будовано порядковий iзоморфiзм, який ототожнює множину C�^.S; S
0/ всiх

сумiсностей, що зберiгають попарнi iнфiмуми по другому аргументу, та ŒS !

.S 0/^�0. Отже, сумiсностi, що зберiгають попарнi iнфiмуми по другому аргу-

менту, мiж повною неперервною напiвграткою i неперервною напiвграткою з

нулем, утворюють неперервну напiвгратку з нулем. Якщо ж S — повна напiв-

гратка, S 0 – стабiльно неперервна, то C�^.S; S
0/ є повною неперервною напiв-

граткою. Також доведено, що для повних стабiльно неперервних напiвграток

S i S 0 множина C^^.S; S
0/ є повною неперервною напiвграткою.

Для нормованих монотонних предикатiв c � c0 2 MŒL�.S � S 0/ на пов-

них стабiльно неперервних напiвгратках означено тензорний добуток c � c0 W

S � S 0 ! Lop , який є L-значним нормованим монотонним предикатом на

повнiй напiвгратцi S � S 0. Також введено двоїсту в певному сенсi симетри-

чну операцiю c � c0 W S � S 0 ! L i доведено, що c � c0 теж належить до

MŒL�.S � S 0/.

Показано, що вiдома дiя знаходження спряженої до граткозначної ємно-

стi на напiвгратцi, яка узагальнює взяття спряженої до неадитивної мiри на

компактi, є звуженням спряженостi сумiсностей. Доведено, що вiдображення

взяття спряжених до граткозначних мiр в сукупностi утворюють iзоморфiзм

функторiв, що пов’язує двi класичнi двоїстостi у теорiї областей.

У четвертому роздiлi сильнi сумiсностi використано для запроваджен-

ня понять чiткого та L-нечiткого (для цiлком дистрибутивної кванталi L D

.L;˚;�/) неоднозначних зображень з однiєї неперервної напiвгратки у iншу.

Видiлено пiдкласи чiтких та L-нечiтких неоднозначних зображень, для яких

iснують псевдооберненi зображення, i означено композицiї, з якими вони як

стрiлки та неперервнi напiвгратки з нулем як об’єкти утворюють категорiї

CSemPR i CSemPR
�
L (чи CSemPR

O�
L, якщо множити у iншому порядку) вiд-

повiдно. Доведено, що перша категорiя є самодвоїстою щодо контраварiан-

тного функтора .�/` W CSemPR ! CSemPR, який є розширенням функто-
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ра .�/^ в категорiї неперервних напiвграток з нулем CSem0 i продовжується

до контраварiантних функторiв .�/` W CSemPR
�
L ! CSemPR

O�
L i .�/` W

CSemPR
O�
L ! CSemPR

�
L. Обидвi попарнi композицiї цих функторiв iзомор-

фнi до тотожнiх функторiв. Побудовано вкладення категорiї L-нечiтких нео-

днозначних зображень у категорiю неперервнихL-напiвмодулiв. Це вкладення

зiставляє кожнiй неперервнiй напiвгратцi з нулем L-напiвмодуль монотонних

предикатiв на нiй.

Для сильної вiдокремлюючої сумiсностi мiж неперервними напiвгратка-

ми S i S 0 з нулями запропоновано множення .�;�/�P W MŒL�S �MŒL0�S
0 ! L

(де L0 — та ж кванталь L, але з “переставленим” множенням), яке є нескiн-

ченно дистрибутивним i неперервним за Скоттом по кожнiй змiннiй. Показа-

но, що MŒL�S i MŒL0�S
0 з таким множенням утворюють двоїсту пару. Доведе-

но, що дiя псевдообернення .�/` L-нечiтких неоднозначних зображень вiд-

повiдає дiї знаходження ермiтово спряжених L-лiнiйних операторiв. Доведе-

но, що вiдповiднiсть, яка кожнiй неперервнiй напiвгратцi S зiставляє MŒL�S ,

а кожному неперервному за Скоттом вiдображенню S1 ! MŒL�S2 єдине не-

перервне за Скоттом лiнiйне продовження MŒL�S1 ! MŒL�S2, є функтором,

який вкладає категорiю CSemPR
�
L в категорiю неперервних L-напiвмодулiв

.L;˚;�/-CSMod" як повну пiдкатегорiю. Тобто, щоб скомпонувати L-не-

однозначнi зображення у “функцiональному” виглядi, потрiбно спершу про-

довжити їх до лiнiйних вiдображень вiльних напiвмодулiв, тодi скомпонувати

у вiдповiднiй категорiї i обмежити назад до напiвгруп. Наведено iнтерпретацiю

L-нечiтких неоднозначних зображень та вiдповiднихL-лiнiйних операторiв як

трансформерiв монотонних предикатiв. Зокрема, довiльне iзотонне вiдображе-

ння ' W D ! M ŒL�D
0 можна вважати L-нечiтким трансформером станiв.

У п’ятому роздiлi монотоннi предикати застосовано до аналiзу грубих

iгор двох гравцiв. Вважаємо, що елементи неперервних напiвграток описують

неповну iнформацiю про позицiю гравця у грi, що зазвичай моделюють через

подання гри у розширенiй формi — як дерево, у якому вершини не завжди
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розрiзненнi для гравцiв. Показано, що застосування напiвграток дозволяє ча-

сом обмежитись нормальною формою, коли гравцi можуть вибирати елементи

напiвграток, якi розглядаємо як грубi стратегiї. Неоднозначнi зображення вiд-

ображають усi набори виплат, якi можуть бути гарантованi, якщо гравцi мiж

собою домовляться, що дозволяє означити грубi оптимуми Парето.

Однак основна увага у роздiлi придiлена грубим iграм двох гравцiв у роз-

ширенiй формi, коли перший i другий гравцi ходять по черзi, а результат гри є

елементом цiлком дистрибутивної гратки L, i монотонний предикат Ri .xi / D

mxi Ri
2 M

Œ QL�
S�i повнiстю описує позицiю у грi з точки зору другого гравця пi-

сля ходу xi 2 Si першого гравця. I навпаки, R�i .x�i / D mx�i R�i
2 MŒL�SiC1

зображує позицiю першого гравця пiсля ходу x�i другого.

Також за допомогою L-неоднозначних зображень описано, як позицiя

одного гравця залежить вiд попереднього вибору iншого гравця у грi розши-

реної форми, у котрiй два гравцi мають неповну iнформацiю про актуальний

стан речей i не мають повного контролю над дiями.

Побудовано монотоннi предикати виплат Nwi 2 M
Œ QL�
Si i Nw�i 2 MŒL�S�i ,

що описують нижнi обмеження на результати при правильнiй грi. Знайдено ре-

курентнi спiввiдношення, якi дозволяють обчислити цi предикати, рухаючись

вiд останнього можливого ходу гри.

Доведено, що, для грубої скiнченної дiйснозначної гри розширеної фор-

ми з нульовою сумою, найменшою верхньою гранню мiнiмального виграшу пер-

шого гравця є найбiльша нижня грань максимального програшу другого грав-

ця.

Ключовi слова: неперервна напiвгратка, монотонний предикат, нео-

днозначне зображення, спряжена ємнiсть, iдемпотентний напiвмодуль.
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ABSTRACT

Mykytsey O. Ya. Lattice-valued predicates on continuous semilattices. — Quali-

fying scientific work, manuscript. Thesis for a Candidate Degree in Physical and

Mathematical Sciences, speciality 01.01.06 Algebra and Number Theory. — Vasyl

Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2021.

The thesis is devoted to the research of lattice-valued monotonic predicates

on continuous semilattices, which are natural generalizations of non-additive real-

valued and lattice-valued measures. Partial cases of monotonic predicates on conti-

nuous semilattices are are presented with the introduced by G. Choquet capaciti-

es (or non-additive measures), which are widely used in decision making under

uncertainty.

The first chapter provides the necessary information on the theory of conti-

nuous domains, in particular, the definitions of Scott continuity, Lawson topology,

way-below relation, etc.

In the second chapter the author justifies generalization of the notion of mono-

tonic predicate to functions with values in completely distributive lattices. It is

proved that for every Scott continuous mapping ' W S ! K from a domain to

a complete continuous L-semimodule there is a unique extension ˆ W M ŒL�S ! K

to a morphism in the category of complete continuous L-semimodules and their

Scott continuous linear mappings. For domain S with bottom element there exists

a unique extension ˆ W MŒL�S ! K of a Scott continuous mapping ' W S ! K

to a morphism in the category of complete continuous L-semimodules and their

Scott continuous affine mappings. It is linear if and only if ' preserves the bottom

element. This means that the sets of L-valued monotonic predicates are free objects

over the respective S . Both the domain and the target categories can be chosen

differently.

The third chapter introduces the notion of compatibility P W S � S 0 ! f0; 1g

between continuous semilattices S and S 0. Several subclasses of the set Cw.S; S
0/
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of such compatibilities are introduced, and it is shown that many specific kinds of

mathematical objects can be regarded as compatibilities. In particular, for completely

distributive semilattice L the subclass C�_.S;L/ of compatibilities that are join

preserving in the second argument is equivalent to the set MŒL�S of L-valued

normalized monotonic predicates. The class C__.L;L
0/ of all join preserving in

both arguments compatibilities as a partially ordered set is antiisomorphic to the

lattice of contravariant Galois connections between continuous lattices L and L0.

A subclassC%.S;L/ is also defined, of compatibilities such that for any x1; x2 2 S ,

y 2 L we have P.x1 ^ x2; y/ D min

˚
P.x1; y1/ _ P.x2; y2/

ˇ̌
y 6 y1 _ y2

	
: It is

proved that C%.S;L/ is equivalent to the subset M^ŒL�S � MŒL�S of all L-valued

normalized monotone predicates on S which take meets to joins.

For fixed compatibilities P1 2 Cw.S1; S
0
1/, P2 2 Cw.S2; S

0
2/ the mapping

P1 ˝ P2 W QCw.S1; S2/ � QCw.S
0
1; S

0
2/ ! f0; 1g is defined so that it is a compatibi-

lity between the completely distributive lattices QCw.S1; S2/ and QCw.S
0
1; S

0
2/. This

compatibility preserves joins in both arguments. It is proved that the compatibility

between compatibilities can be regarded as Galois connection.

The subclass of strong (i.e., meet preserving in both arguments) compatibili-

ties C^^.S; S
0/ is introduced and investigated. A modification of classical Lawson

duality is proposed, and it is and proved that every separating strong compatibili-

ty is isomorphic to the natural compatibility between a continuous semilattice with

bottom element and its modified Lawson dual.

The structure of the set ŒS ! S 0� of all Scott continuous maps between conti-

nuous semilattices is studied. It is proved that the partially ordered set ŒS ! S 0� is

continuous for a complete continuous semilattice S and a continuous semilattice S 0.

Its subset ŒS ! S 0�0 that consists of all zero-preserving functions is a continuous

semilattice with a zero as well. An order isomorphism between the set C�^.S; S
0/

of all meet preserving in the second argument compatibilities and ŒS ! .S 0/^�0 is

constructed. Hence the set of all meet preserving in the second argument compatibi-

lities between a complete continuous semilattice and a continuous semilattice with
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a zero is a continuous semilattice with a zero. If S is a complete semilattice and S 0 is

stably continuous with a zero, then C�^.S; S
0/ is a complete continuous semilattice.

Also it is proved that for complete stably continuous semilattices S and S 0 the set

C^^.S; S
0/ is a complete continuous semilattice.

For normalized monotonic predicates c � c0 2 MŒL�.S � S 0/ on complete

stably continuous semilattices the tensor product c� c0 W S �S 0 ! Lop is defined.

This product is an L-valued normalized monotonic predicate on the complete semi-

lattice S�S 0. A dual in a certain sense symmetrical operation c�c0 W S�S 0 ! L

is constructed, and it is proved that c � c0 is in MŒL�.S � S 0/ as well.

It is shown that the operation of taking the conjugate to a lattice-valued capaci-

ty, which is a generalization of the conjugate measure to a non-additive measure on

compactum, is a restriction of conjugation for compatibilities. Thus the constructi-

ons of lattices of normalized L-capacities and of normalized QL-capacities on conti-

nuous semigroups with zeros are functorial and linked via two classic dualities

and a functor isomorphism. The components of the latter send each capacity to

its conjugate.

In the fourth chapter strong compatibilities are used to define crisp and L-

fuzzy (for a completely distributive quantaleL D .L;˚;�/) ambiguous representati-

ons between continuous semilattices. Subclasses of pseudoinvertible ambiguous and

pseudoinvertible L-ambiguous representations are defined and characterized. It is

proved that pseudoinvertible representations can be composed so that the categori-

es CSemPR and CSemPR
�
L (or CSemPR

O�
L, if the opposite order of multipli-

cation is chosen) respectively are obtained, with objects being continuous semi-

lattices. It is proved that the first category is self-dual with respect to contravari-

ant functor .�/` W CSemPR ! CSemPR which is an extention of functor

.�/^ in the category of continuous semilattices with zero CSem0. This functor

can be extended to contravariant functors .�/` W CSemPR
�
L ! CSemPR

O�
L and

.�/` W CSemPR
O�
L ! CSemPR

�
L. Both pairwise composition of these functors
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are isomorphic to identity functors. An embedding of the category L-fuzzy ambi-

guous representations into the category of continuousL-semimodules is constructed.

This embedding takes any continuous semilattice with a zero to the L-semimodule

of monotonic predicates.

For a separating strong compatibility between continuous semilattices S and

S 0 with zeros a multiplication .�;�/�P W MŒL�S �MŒL0�S
0 ! L is defined (where

L0 is the same as L but with “swapped” multiplication). This multiplication is infi-

nitely distributive and Scott continuous in both variables. It is shown that MŒL�S

and MŒL0�S
0 with .�;�/�P form a dual pair. It is proved that the operation .�/`

for L-ambiguous representations is nothing but Hermitian conjugation of L-linear

operators. The correspondence which takes any continuous semilattice S to MŒL�S

and any Scott continuous mapping S1 ! MŒL�S2 to the unique Scott continuous

linear extention MŒL�S1 ! MŒL�S2, is a functor. This functor embeds category

CSemPR
�
L into category of continuous L-semimodules .L;˚;�/-CSMod" as

a full subcategory. Thus, to compose L-ambiguous representations in “functional”

form, we need to extend them to linear mappings of free semimodules and compose

them in respective category and restrict back to semigroups. An interpretation of L-

ambiguous representations and respective L-linear operators as predicate transfor-

mers is proposed. In particular, any isotone mapping ' W D ! M ŒL�D
0 can be

regarded as an L-fuzzy state transformer.

In the fifth chapter, monotone predicates are applied to the analysis of two

player rough games. Elements of continuous semilattices are used to describe incom-

plete information of a player on his position, which is usually represented via extensi-

ve form of a game, as a tree with nodes that are not always distinguishable. It is

shown that use of semilattice allows sometimes to reduce this to normal form, if

players choose elements of semilattices, which can be regarded as rough strategies.

Ambiguous representations select then all sets of payoffs that can be ensured if the

player make a deal. Thus rough Pareto optima can be defined.
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The chapter, however, focuses at the rough extensive-form two-player games,

when the first and the second players make moves in turn, and the result of the

game is an element of a completely distributive lattice L. A monotonic predicate

Ri .xi / D mxi Ri
2 M

Œ QL�
S�i fully describes the position in the game from the

viewpoint of the second player after the move xi 2 Si of the first player. Similarly,

R�i .x�i / D mx�i R�i
2 MŒL�SiC1 is the position of the first player after the move

x�i of the second one.

L-ambiguous representation specify also how a player’s position depends on

the previous choice of the other player in an extensive form game, if both player

have incomplete information and control on the actual state and its change.

Monotonic payoff predicates Nwi 2 M
Œ QL�
Si i Nw�i 2 MŒL�S�i are obtained to

describe lower estimates of the game result for rational players. Recurrent formulae

are found, which makes it possible to calculate these predicates backwards from

the last possible move of the game.

It is proved that for a rough extensive-form real-valued zero-sum finite games,

the least upper bound of the minimal gain of the first player is equal to the greatest

lower bound of the maximal loss of the second player.

Keywords: continuous semilattice, monotonic predicate, ambiguous represen-

tation, conjugate measure, idempotent semimodule.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена об’єктам, якi у рi-

зних галузях математики вiдомi пiд рiзними назвами, iнтерпретованi у рiзний

спосiб i дослiджуванi з рiзних точок зору.

Один з шляхiв “дiстатись” до них починається вiд регулярних адитивних

мiр. Якщо вiдмовитись вiд вимоги адитивностi, залишивши iншi властивостi,

ми отримаємо дiйснозначнi функцiї, означенi на сiм’ях пiдмножин фiксованих

множин, переважно топологiчних просторiв [17]. Шоке [18] запровадив їх пiд

назвою ємностей, оскiльки початково їх дослiдження стимулювалось потреба-

ми теорiї потенцiалу, Деннеберг [20] та Сугено [69] пропонували вiдповiдно

термiни “неадитивнi мiри” та “нечiткi мiри”. Хоча застосування у математи-

чнiй фiзицi i надалi є актуальними, фокус теорiї неадитивних мiр переважно

змiстився у бiк математичного моделювання економiчних та соцiальних про-

цесiв (див. [27, 32]). Неадитивнi мiри виступають “замiнниками” адитивних, у

першу чергу ймовiрнiсних мiр, у ситуацiях, коли точний опис умов та зако-

номiрностей експерименту неможливий, тобто має мiсце невизначенiсть, не-

повнота iнформацiї, i “справжнi” ймовiрностi подiй недоступнi [74]. Iнша при-

чина полягає у тому, що, навiть в умовах повної iнформацiї i можливостi ви-

разити можливi результати чисельно, реальнi гравцi чи учасники економiчних

вiдносин приймають рiшення не на основi математичного сподiвання результа-

ту, оскiльки по-рiзному сприймають ризик i непевнiсть. Виявляється, що при

досить необтяжливих припущеннях переваги можна моделювати, замiнивши

iнтеграл за адитивною мiрою (ймовiрнiстю) iнтегралом за неадитивною фун-

кцiєю множин [67]. Отже, неадитивна мiра вживається як суб’єктивна ймовiр-

нiсть, тому часто називається вiрогiднiстю (plausibility) [33].
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Часом неадитивнiсть виникає не внаслiдок суб’єктивностi, а через те, що

можливою є цiла сiм’я ймовiрнiсних (адитивних) розподiлiв, тодi функцiя, що

їх “огортає”, є неадитивною [51]. У будь-якому випадку нова мiра успадковує

вiд ймовiрностi її дiйснозначнiсть i невiд’ємнiсть, i переважно нормованiсть,

тобто мiра вiд “всього” рiвна 1.

Якщо припустити, що вiрогiднiсть подiї A змiнюється залежно вiд зовнi-

шнього параметра, що може набувати n значень a1; a2; : : : ; an, то A вiдповiдає

n чисел p1.A/; p2.A/; : : : ; pn.A/ 2 Œ0; 1�, тому можемо вважати, що вiрогi-

днiсть p.A/ є елементом гратки Œ0; 1�n. Так виникають граткозначнi функцiї

множин, якi природно називати граткозначними ємностями [55].

Аргументи цих функцiй, тим не менш, досi належать до сiмей пiдмно-

жин фiксованих просторiв, на яких визначено вiдношення часткового порядку

— включення. Якщо елементи простору X трактувати як можливi стани се-

редовища чи системи, а довiльну пiдмножину A � X — як iнформацiю, що

актуальний стан системи лежить в A, то менша пiдмножина A � B мiстить

бiльше iнформацiї, бо бiльше звужує сукупнiсть можливих станiв. Отже, при-

родно впорядкувати непорожнi пiдмножини протилежно до включення. Тодi

множина можливих “порцiй iнформацiї” виявляється нижньою напiвграткою,

де iнфiмум A i B , тобто найточнiша iнформацiя, що включає i випадок A, i

випадок B , вiдповiдає об’єднанню A [ B . Весь простiр X є найменшою (най-

слабшою) iнформацiєю — “будь-що можливе”. Тодi вiрогiднiсть подiї A є її

антитонною функцiєю щодо обраного часткового порядку, що природно —

що бiльше (“смiливiше”, вужче) припущення, тобто чим менша множина, що

йому вiдповiдає, тим менша вiрогiднiсть, що воно виявиться правильним. При-

пущення, що можливе все, є найслабшим (найменшим елементом напiвгратки),

але гарантовано правильним, тому має вiрогiднiсть 1.

Не завжди неповна iнформацiя виражається пiдмножиною фiксованої мно-

жини. Розглянемо приклад з [62]. Для скiнченної множини станiв S субiмовiр-
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нiсний розподiл D W S ! Œ0; 1� гарантує, що для кожного стану s 2 S його

ймовiрнiсть не менша за D.s/. Тодi ймовiрнiсть того, що реалiзується стан з

A � S, не менша за
P
s2A

D.s/, звiдки
P
s2S

D.s/ 6 1.

Субiмовiрнiсний розподiл D0 надає точнiшу iнформацiю, нiж D (позна-

чаємо D v D0), якщо D.s/ 6 D0.s/ для всiх s 2 S. Найменша iнформацiя 0,

гарантовано правильна, вiдповiдає функцiїD � 0 i стверджує, що ймовiрнiсть

кожного стану не менша за 0. Тодi множина D.S/ всiх субiмовiрнiсних розпо-

дiлiв на S з поточковим порiвнянням є нижньою напiвграткою з найменшим,

але без найбiльшого елемента. Нехай вiдома реальна ймовiрнiстьP.s/ кожного

стану, тодi функцiя

p.D/ D 1 � maxf
X

s2A

D.s/ �
X

s2A

P.s/ j A � Sg 2 Œ0; 1�

тим менша, чим бiльше помиляється припущення D у оцiнцi справжньої ймо-

вiрностi подiй. Оскiльки p.0/ D 1, можемо вважати p W D.S/ ! Œ0; 1� функцi-

єю вiрогiдностi, яка, очевидно, є антитонною.

Так поступово ми приходимо до окреслення об’єктiв нашого дослiджен-

ня — антитонних функцiй на нижнiх напiвгратках зi значеннями у Œ0; 1� чи iн-

шiй гратцi, переважно цiлком дистрибутивнiй, якi природно назвати ємностя-

ми на напiвгратках. Точне означення буде надано пiзнiше, зауважимо тiльки,

що ємнiсть, яка найменший елемент напiвгратки вiдображає у найбiльший еле-

мент гратки, називається нормованою. Скажiмо, ймовiрнiсна мiра на компактi

є нормованою ємнiстю на напiвгратцi непорожнiх замкнених пiдмножин цього

компакта.

Iнший пiдхiд i вiдповiдно iнший рiвноцiнний термiн для ємностей на на-

пiвгратках беруть початок з денотацiйної семантики мов програмування, а,

точнiше, з пiонерської працi Едсґера Дiйкстри [22]. Вiн зауважив, що змiст ко-

жної програми визначається тим, як iстиннiсть припущень (предикатiв) про

вхiднi данi впливає на iстиннiсть припущень (предикатiв) про результат її ро-
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боти. Всi можливi (ймовiрно, неповнi) “порцiї iнформацiї” про данi чи стан си-

стеми у деякий момент утворюють область обчислення (domain of computati-

on) [26]. На цiй множинi є природний частковий порядок, про який мова вже

була вище. Вiн вiдбиває iєрархiю iнформацiї чи знання: що бiльше iнформацiї

несе елемент (що бiльш обмежуючим/специфiчним вiн є), то бiльшим ми його

вважаємо. У [26] також обґрунтовано, чому природно вимагати, щоб область

обчислення була неперервною напiграткою у сенсi теорiї областей, яку ство-

рив Дана Скотт, див. [35]. Вiдповiдно, функцiю, яка кожнiй “порцiї iнформа-

цiї” зiставляє її “ступiнь правдивостi”, ми, слiдуючи [38], називаємо монотон-

ним предикатом на областi обчислення. Це i є iнший термiн для ємностi на

напiвгратцi, якому ми надаємо перевагу i який ввiйшов у назву дисертацiйної

роботи.

У згаданiй роботi Дiйкстри предикати є бiнарними, тобто зi значеннями

у f0; 1g, часто розглядають також нечiткi предикати, що дiють у Œ0; 1�. Ми по-

ставили за мету вивчити монотоннi предикати на неперервних напiвгратках зi

значеннями у цiлком дистрибутивних гратках i показати, що гратки не просто

є природними, а неминуче виникають у цьому контекстi. Граткозначна теорiя

нечiтких множин є розвиненою i з практичного, i з формально-концептуального

боку [36], граткозначна логiка теж стала класичною [52], однак граткозначнi

предикати [21] є вивченими недостатньо.

Оскiльки по сутi йдеться про тi ж об’єкти, але дослiджуванi у рамках

досить вiддалених теорiй, тема є актуальною i тому, що встановлює зв’язки

мiж ними, а також з iдемпотентною лiнiйною алгеброю [41, 42, 44], про що

далi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-

цiйна робота виконувалась на кафедрi алгебри та геометрiї Прикарпатського

нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника в рамках плану науко-

вих дослiджень за проектом Державного фонду фундаментальних дослiджень
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№25.1/099 “Узагальнення ймовiрнiсних мiр, їх категорнi i фрактальнi власти-

востi, наближення i застосування”. Результати дисертацiї також частково ви-

користанi при виконаннi завдань держбюджетної теми “Проблеми нелiнiйного

аналiзу щодо продовжень вiдображень, якi належать до рiзних функцiональних

класiв на топологiчних i топологiчних векторних просторах” (номер держреє-

страцiї 0118U000097).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-

дження алгебраїчних, топологiчних та категорних властивостей частково впо-

рядкованих множин монотонних предикатiв на неперервних напiвгратках, вiд-

ображень i вiдношень мiж цими множинами, та можливостей їх застосування

у проблемах прийняття рiшень в умовах неповної iнформацiї.

Досягнення поставленої мети пов’язане iз розв’язанням наступних зав-

дань:

– вивчення iдемпотентних напiвмодулiв монотонних предикатiв зi значе-

ннями у цiлком дистрибутивних кванталях;

– формалiзацiя iдеї сумiсностi порцiй неповної iнформацiї у виглядi по-

няття сумiсностi мiж неперервними напiвгратками та дослiдження бу-

дови сумiсностей з додатковими властивостями i утворених ними кла-

сiв;

– узагальнення на неперервнi напiвгратки поняття чiткого таL-нечiткого

неоднозначного зображення мiж компактами, дослiдження категорiй,

складених такими неоднозначними зображеннями;

– з’ясування зв’язку мiж неоднозначними зображеннями та iдемпотен-

тними узагальненнями векторних топологiчних просторiв i їх лiнiйних

та афiнних вiдображень;

– дослiдження застосовностi граткозначних, зокрема, дiйснозначних мо-

нотонних предикатiв на напiвгратках у моделюваннi iгор з неповною

iнформацiєю.
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Об’єктом дослiдження є неперервнi за Скоттом вiдображення з непе-

рервних напiвграток з нулями у цiлком дистрибутивнi гратки.

Предметом дослiдження є властивостi напiвграток, граток та iдемпо-

тентних напiвмодулiв, складених монотонними предикатами, а також вiдобра-

жень та вiдношень мiж цими алгебраїчними об’єктами.

Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи вико-

ристанi методи теорiї неперервних областей, iдемпотентної математики та те-

орiї категорiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi результати,

що виносяться на захист, є новими. У дисертацiї вперше:

доведено, що iдемпотентнi напiвмодулi всiх L-значних монотонних пре-

дикатiв чи нормованих L-значних монотонних предикатiв на областях рiзних

класiв є вiльними об’єктами для вiдповiдних забуваючих функторiв;

введено поняття сумiсностi мiж неперервними напiвгратками i доведено

достатнi умови того, що всi сумiсностi з певними властивостями мiж фiксова-

ною парою напiвграток утворюють цiлком дистрибутивну гратку, неперервну

гратку, двоїсто неперервну гратку чи неперервну напiвгратку з нулем;

описано будову всiх вiдокремлюючих сильних сумiсностей;

побудовано два симетричнi тензорнi добутки монотонних предикатiв зi

значенням у цiлком дистрибутивнiй кванталi L, якi узагальнюють тензорнi до-

бутки адитивних мiр, i запропоновано їх iнтерпретацiю;

описано дiю взяття спряженого до граткозначного предиката, i доведено,

що вона є звуженням контраварiантного зв’язку Галуа, визначеного сумiсно-

стями мiж сумiсностями;

запроваджено чiткi таL-значнi неоднозначнi зображення, видiлено їх пiд-

класи, якi утворюють категорiї, самодвоїстi щодо контраварiантного функто-

ра взяття псевдооберненого неоднозначного зображення;
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доведено, що цi категорiї є повними пiдкатегорiями категорiй неперерв-

них iдемпотентних L-напiвмодулiв, а псевдооберненi зображення вiдповiда-

ють ермiтово спряженим до iдемпотентно лiнiйних операторiв;

введено грубi iгри двох гравцiв у розширенiй формi, заданi через моно-

тоннi предикати та неоднозначнi зображення, дослiджено предикати виплат та

їх антитоннi трансформери, i доведено апроксимативну теорему про мiнiмакс.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї ма-

ють теоретичний характер. Їх можна використати у денотацiйнiй семантицi

мов програмування та теорiї прийняття рiшень в умовах невизначеностi.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться на за-

хист, отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiкованих у спiвавторствi,

до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору. У статтi [53]

спiвавтору належить аналiз поняття неадитивної мiри, означеної на експонен-

тi компакта, та його зв’язку з поняттям монотонного предиката; у спiльних

працях [6, 57, 58, 59, 60] спiвавтору належить постановка задач, обговорення

результатiв та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї апро-

бовано на таких наукових конференцiях та семiнарах:

– VII-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя i аналiз” (смт. Верховина, Iвано-

Франкiвська обл., липень 5 – 16, 2010);

– VIII-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя, аналiз та застосування ” (м. Хер-

сон – смт. Лазурне, липень 5 – 15, 2011);

– мiжнароднiй науковiй конференцiї “International Conference dedicated to

the 120th anniversary of Stefan Banach” (Lviv, September 17 – 21, 2012);

– мiжнароднiй науковiй конференцiї “9-th International Algebraic Conference

in Ukraine” (Lviv, July 8 – 13, 2013);

– IХ-iй лiтнiй школi “Алгебра, топологiя i аналiз ” (с.Поляниця, Iвано-Фран-

кiвська обл., липень 7 – 18, 2014);
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– мiжнароднiй науковiй конференцiї “International Conference of Young

Mathematicians” (Kyiv, June 3 – 6, 2015);

– мiжнароднiй науковiй конференцiї “Infinite Dimensional Analysis and Topo-

logy. International Conference dedicated to the 70th anniversary of Professor

Oleh Lopushansky” (Ivano-Frankivsk, October 16 – 20, 2019).

– звiтних науково-практичних конференцiях ДВНЗ “Прикарпатський на-

цiональний унiверситет iменi Василя Стефаника”;

– наукових семiнарах кафедри алгебри та геометрiї Прикарпатського на-

цiонального унiверситету iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ,

2010 – 2016, 2019 – 2020).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 13

наукових працях: 6 статтях, з яких 3 ([53, 59, 60]) включенi до наукометричних

баз Scopus та Web of Science Core Collection (серед них 2 статтi [59, 60] – у пе-

рiодичних закордонних виданнях, вiднесених вiдповiдно до першого квартиля

(Q1) та другого квартиля (Q2) згiдно класифiкацiї SCImago Journal Rank), 2

([57, 58]) — у фахових виданнях iз перелiку, затвердженого МОН України, та

7 тезах конференцiй рiзного рiвня, з яких 4 ([5, 7, 8, 54]) – тези мiжнародних

конференцiй.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, всту-

пу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує 74

найменування, та двох додаткiв. Обсяг основного тексту дисертацiї – 113 сто-

рiнок, обсяг списку використаних джерел – 7 сторiнок, обсяг додаткiв – 3 сто-

рiнки.
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РОЗДIЛ 1

НЕОБХIДНI ВIДОМОСТI

1.1. Допомiжнi означення i факти

У цiй роботi ми працюватимемо iз нижнiми напiвгратками. Надалi писа-

тимемо напiвгратка, маючи на увазi нижня напiвгратка, якщо не буде вказа-

но iнше. Якщо частково упорядкована множина має нижнiй (верхнiй) елемент,

то позначаємо його 0 (вiдповiдно 1) i називатимемо нулем(одиницею).

Для часткового порядку 6 на множинi X вiдношення Q6, означене як

x Q6 y ” y 6 x для x; y 2 X , є оберненим до 6 частковим по-

рядком, а позначення .X;6/op використовуємо для частково упорядкованої

множини .X; Q6/. Якщо оригiнальний порядок 6 є очевидним, то пишемо про-

сто Xop для позначення оберненої частково упорядкованої множини. Також

для позначення оберненого порядку користуватимемось Q. /, тобто, QX D Xop ,

Qsup D inf, Q0 D 1 i т. п. Для морфiзму f W .X 6/ ! .Y;6/ в категорiї [48]

Poset частково упорядкованих множин та iзотонних (таких, що зберiгають по-

рядок) вiдображень, позначаємо f op ту саму функцiю, але розглядаємо її як

.X; Q6/ ! .Y; Q6/. Очевидно, що функцiя f op також iзотонна, тому можемо

ввести функтор .�/op W Poset ! Poset.

Для пiдмножини A частково упорядкованої множини .X;6/ позначаємо

A" D fx 2 X j iснує a 2 A;що a 6 xg;

A# D fx 2 X j iснує a 2 A;що x 6 ag:

Скорочуємо fxg" � x", fxg# � x#. Якщо A D A" (A D A#), то множину A

називаємо верхньою (вiдповiдно нижньою).
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Пiдграфiком (або гiпографом) вiдображення f з множини T у частково

упорядковану множину L є множина

sub f D f.t; ˛/ 2 T � L j ˛ 6 f .t/g:

Його надграфiком (або епiграфом) є множина

epif D f.t; ˛/ 2 T � L j f .t/ 6 ˛g:

Для частково упорядкованої множини L позначаємо L> частково упо-

рядковану множину L [ f>g, до якої додали новий верхнiй елемент > … L.

Зазначимо, що L> є повною граткою тодi i тiльки тодi, коли L є повною напiв-

граткою.

Топологiчною нижньою (чи верхньою) напiвграткою є напiвгратка L, на

якiй iснує топологiя, для якої вiдображення ^ W L � L ! L (вiдповiдно _ W

L � L ! L) неперервне. Гратка L з топологiєю, в якiй i ^ W L � L ! L, i

_ W L � L ! L є неперервними, називається топологiчною граткою.

Множина A у частково упорядкованiй множинi .X;6/ називається на-

прямленою вгору (напрямленою вниз чи фiльтрованою), якщо для всiх x; y 2

A знайдеться z 2 A таке, що x 6 z, y 6 z (вiдповiдно z 6 x, z 6 y). Час-

тково упорядкована множина називається напрямлено повною, якщо у нiй всi

напрямленi вгору пiдмножини мають найменшу верхню межу.

Частково упорядкована множина .X;6/ називається обмежено повною,

якщо в нiй кожна обмежена зверху непорожня пiдмножина A � X має най-

меншу верхню межу.

Для топологiї � на X означимо передпорядок 6� на X наступним чином:

x 6� y , з x 2 U випливає y 2 U для всiх x 2 �:

Передпорядок 6� називається порядком спецiалiзацiї на X щодо � . Вiн

є частковим порядком тодi i тiльки тодi, коли топологiя � має властивiсть

T0 [28].
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Зафiксуємо частковий порядок 6 на множинi X . Вiн є порядком спецiа-

лiзацiї щодо заданої топологiї � наX , якщо i тiльки якщо з того, що напрямлена

вгору вiдносно 6 множина має найменшу верхню грань в U 2 � , випливає, що i

сама множина перетинається з в U . Тодi таку топологiю називаємо порядково

сумiсною. Найсильнiшою такою топологiєю є топологiя Скотта �.X/. Вона

складається з усiх U � X , для яких x 2 U , U \D ¤ ∅ для всiх напрямле-

них вгору вiдносно 6 множин D � X з найменшою верхньою межею x: Легко

бачити, що U D U ".

Вiдображення f мiж напрямлено повними частково упорядкованими мно-

жинами X та Y є неперервним за Скоттом, тобто неперервним щодо �.X/ i

�.Y /, якщо i тiльки якщо воно зберiгає супремуми напрямлених вгору множин

([35], Твердження II.2-1).

Нижньою топологiєю !.X/ на частково упорядкованiй множинi .X;6/

є найменша топологiя, у якiй усi множини вигляду fxg" замкненi. Точна верх-

ня грань топологiй �.X/ та !.X/ (тобто найменша топологiя, яка мiстить

обидвi) називається топологiєю Лоусона на X та позначається �.X/. Простiр

.X; �.X// ще позначаємо ƒX .

У напрямлено повнiй частково упорядкованiй множинi X нижня множи-

на замкнена за Лоусоном тодi i тiльки тодi, коли вона замкнена за Скоттом,

тобто, замкнена щодо супремумiв напрямлених вгору множин.

Нехай дано частково упорядковану множину L. Кажемо, що елемент

x апроксимує знизу елемент y i пишемо x � y, якщо i тiльки якщо для

всiх напрямлених вгору пiдмножин D � L, для яких iснує supD, з того, що

y � supD випливає iснування елемента d 2 D, такого, що x � d . Вiдношен-

ня “апроксимує знизу” має властивостi транзитивностi та антисиметричностi.

Якщо для елемента виконується x � x, то називаємо його компактним або
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iзольованим щодо апроксимацiї знизу, а множина fxg" у такому випадку є

вiдкритою за Скоттом (значить, i за Лоусоном).

Зазначимо, що елемент > iзольований щодо апроксимацiї знизу вL> тодi

i тiльки тодi, коли кожна напрямлена вгору множинаD � L має верхню грань

в L.

Частково упорядкована множина L називається неперервною, якщо ко-

жен її елемент y є найменшою верхньою гранню напрямленої вгору множини

усiх x 2 L таких, що x � y. Напрямлена вгору повна неперервна частко-

во впорядкована множина називається областю. Неперервною напiвграткою

(неперервною граткою) є область, що має всi попарнi iнфiмуми (попарнi iнфi-

муми i супремуми). Очевидно, що неперервна гратка [73] з нижнiм елементом

є повною граткою, а напiвгратка S є неперервною тодi i тiльки тодi, коли S>

є неперервною напiвграткою з одиницею >, iзольованою щодо апроксимацiї

знизу.

Зi Вправи III.2-19 випливає, що у неперервнiй напiвгратцi операцiя по-

парного iнфiмуму є неперервною щодо топологiї Скотта (ця властивiсть нази-

вається meet continuity).

З Теореми II.1-14 i Твердження III.2-6 [35] випливає, що для напрямлено

повної частково упорядкованої множини S i областi L топологiї �.S � L/ та

�.S/ � �.L/ на S � L збiгаються.

У неперервнiй напiвгратцi S для кожних елементiв y � x множина y ""D

fz 2 S jy � zg є околом x у топологiї Скотта. Щобiльше, множини y "" для

всiх y � x утворюють локальну базу топологiї Скотта у точцi x 2 S . Всi цi

множини у неперервнiй напiвгратцi є вiдкритими фiльтрами, тому кажуть, що

топологiя Скотта на нiй є визначеною фiльтрами (filter defined).

Якщо x � y у неперервнiй напiвгратцi S , то виконано два кориснi фа-

кти. По-перше, iснує вiдкритий фiльтр F � S , для якого y 2 F � fxg" (на-
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приклад, можемо взяти F D fxg ""). По-друге, iснує такий елемент z 2 S , що

x � z � y.

Топологiчна напiвгратка називається напiвграткою Лоусона [43, 49], або

ще кажуть, що вона має малi напiвгратки, якщо для кожної її точки знайде-

ться локальна база з пiднапiвграток. Дистрибутивна топологiчна граткаL на-

зивається граткою Лоусона [35], якщо для кожної її точки iснує локальна база

з пiдграток або, що рiвносильно, якщоL iLop є напiвгратками Лоусона. Згiдно

з фундаментальною теоремою про компактнi напiвгратки ([35], Теорема VI.3-

4) кожна повна неперервна напiвгратка з топологiєю Лоусона є компактною

гаусдорфовою напiвграткою Лоусона, а кожна компактна гаусдорфова напiв-

гратка Лоусона є неперервною напiвграткою, такою, що топологiя, задана на

нiй, є топологiєю Лоусона.

Повна гратка L називається цiлком дистрибутивною [47], якщо для ко-

жного набору множин .Mt /t2T вL виконується рiвнiсть inffsupMt j t 2 T g D

supfinff˛t j t 2 T g j .˛t /t2T 2
Q

t2T Mt g. Iз цiєї властивостi випливає дистри-

бутивнiсть, але не навпаки. Згiдно з результатами, отриманими Raney [64],

повна гратка є цiлком дистрибутивною тодi i тiльки тодi, коли вона є компа-

ктною гаусдорфовою дистрибутивною граткою Лоусона з деякою топологiєю

(яка в цьому випадку спiвпадає з топологiєю Лоусона) [35, Твердження VII-

2.8].

Надалi цiлком дистрибутивнi гратки будемо розглядати iз топологiєю

Лоусона.

Топологiї Лоусона наL таLop узгоджуються мiж собою. Топологiя Скот-

та на L спiвпадає з нижньою топологiєю на Lop i навпаки. Отже, топологiя на

L є супремумом нижнiх топологiй на L та Lop .
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Для пiдмножини R � S1 � S2 � � � � � Sn, iндекса k 2 f1; 2; : : : ; ng та

елементiв ˛1 2 S1, . . . , ˛k�1 2 Sk�1, ˛kC1 2 SkC1, . . . , ˛n 2 Sn, множина

pr1:::.k�1/.kC1/:::n„ ƒ‚ …
усi iндекси, крiм k-го

�
R \ .f˛1g � � � � � f˛k�1g � Sk � f˛kC1g � � � � � f˛ng/

�

D f˛ 2 Sk j .˛1; : : : ; ˛k�1; ˛; ˛kC1; : : : ; ˛n/ 2 Rg � Sk

називаться перерiзом R. Позначаємо його ˛1 : : : ˛k�1R˛kC1 : : : ˛n.

Ми використовуватимемо наступну нескладну властивiсть.

ЛЕМА 1.1.1. Нехай S1, S2, . . . , Sn напрямлено повнi частково упорядко-

ванi множини, R � S1 � S2 � � � � � Sn. Тодi R замкнена за Скоттом тодi i

тiльки тодi, коли такими є її перерiзи.

ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть є очевидною. Щоб довести достатнiсть, за-

значимо, що з того, що R замкнена за Скоттом (отже, нижня) випливає, що i

Si нижня множина. Не зменшуючи загальностi, можемо обмежитись випадком

n D 2. Нехай множина D � R � S1 � S2 напрямлена вгору. Тодi множина

D0 D D# � R також напрямлена вгору i нижня в S1 � S2, а тому є добутком

D1�D2 напрямлених вгору нижнiх множинD1 � S1 iD2 � S2. Для довiльно-

го x 2 D1 множина fxg�D2 мiститься вR, томуD2 мiститься у замкненому за

Скоттом перерiзi xR. Звiдки випливає, що найменша верхня межа b D supD2,

котра iснує тому, що S2 напрямлено повна частково упорядкована множина, є

елементом цього перерiзу. Отже, .x; b/ 2 R для всiх x 2 D1. Тому D1 мiсти-

ться в замкненому за Скоттом перерiзiRb, а значить, a D supD1 в напрямлено

повнiй частково упорядкованiй множинi S1 також належить до цього перерi-

зу. Ми отримали, що .a; b/ D supD0 D supD належить до R для будь-якої

напрямленої вгору пiдмножиниD � R. Тобто, R замкнена за Скоттом. �

Подiбним чином, для пiдмножини R � S1 � S2 � � � � � Sn, iндекса k 2

f1; 2; : : : ; ng i пiдмножин A1 � S1, . . . , Ak�1 � Sk�1, AkC1 � SkC1, . . . ,
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An � Sn позначаємо

A1 : : : Ak�1RAkC1 : : : An D f˛ 2 Sk j iснують ˛1 2 S1; : : : ; ˛k�1 2 Sk�1;

˛kC1 2 SkC1; : : : ; ˛n 2 Sn, для яких .˛1; : : : ; ˛k�1; ˛; ˛kC1; : : : ; ˛n/ 2 Rg:

Розглядаємо кожну пiдмножину P � X � Y як бiнарне вiдношення i

пишемо xPy для .x; y/ 2 P . Також позначаємо xP D fy 2 Y j xPyg,

Py D fx 2 X j xPyg для всiх x 2 X , y 2 Y . Характеристичне вiдображення

вiдношення позначатимемо тiєю ж лiтерою, що i саме вiдношення:

P.x; y/ D

8
<̂

:̂
1; .x; y/ 2 P;

0; .x; y/ … P;

x 2 X; y 2 Y:

Також позначимо NP доповнення .X � Y / n P . Очевидно, що NP.x; y/ D 1 �

P.x; y/.
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РОЗДIЛ 2

МОНОТОННI ПРЕДИКАТИ

Метою цього невеликого роздiлу є строге окреслення предмету нашого

дослiдження — монотонних предикатiв, висвiтлення їх зв’язку з дiйснозначни-

ми i граткозначними неадитивними мiрами на компактах, а також демонстра-

цiя того, що простори монотонних предикатiв на неперервних напiвгратках є

вiльними iдемпотентними напiвмодулями над ними, подiбно до того, як про-

стори ймовiрнiсних мiр на компактах є вiльними опуклими компактами.

2.1. Монотоннi предикати на напiвгратках

Надалi неперервне за Скоттом вiдображення мiж областями D i D0 по-

начатимемо D ! D0, а множину усiх таких вiдображень ŒD ! D0�. Для не-

перервних (нижнiх) напiвграток S та S 0 неперервне за Скоттом вiдображення,

яке зберiгає попарнi iнфiмуми, позначаємо S � S 0, вiдповiдно ŒS � S 0� є

множиною всiх таких вiдображень. Якщо згаданi вище частково упорядкованi

множини мають нульовi (нижнi) елементи, то ŒD ! D0�0 i ŒS � S 0�0 є пiдмно-

жинами, якi мiстять лише тi вiдповiднi вiдображення, котрi зберiгають нижнi

елементи.

Нехай L — компактна гаусдорфова гратка Лоусона. Для неперервної

напiвгратки S з леми II.2-5 та теореми II.2-12 [35] випливає, що множина

ŒS ! L� всiх неперервних за Скоттом (отже, iзотонних) вiдображень з S в

L є повною неперервною граткою щодо природнього порядку: f 6 g, якщо

f .s/ 6 g.s/ в L для всiх s 2 S . Попарнi iнфiмуми i супремуми в ŒS ! L� та

iнфiмуми у ŒS � L� обчислюються поаргументно: f ^ g.s/ D f .s/ ^ g.s/,
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f _ g.s/ D f .s/ _ g.s/. Тому ŒS ! L� з топологiєю Лоусона є компактною

гаусдорфовою граткою Лоусона, а ŒS � L� — її нижньою пiднапiвграткою.

Те, що дiйснозначнi ємностi утворюють гратки, було зауважено вже давно [40].

Щобiльше, з [30, Теорема 4] випливає (хоча названо “фольклорним зна-

нням” у [38]), що для областi S i цiлком дистрибутивної гратки L множина

ŒS ! L� є цiлком дистрибутивною граткою. Якщо ж у S є найменший еле-

мент, то i ŒS ! L�0 є цiлком дистрибутивною граткою. Оскiльки тодi Lop

теж цiлком дистрибутивна гратка, то такою ж є i множина ŒS ! Lop�op . Згi-

дно з [38] її елементи називаємо L-нечiткими монотонними предикатами на

S . Зауважимо що порядок на множинi нечiтких предикатiв поточковий, тобто

m1 6 m2 тодi i тiльки тодi, колиm1.a/ 6 m2.a/ вL (не уLop!) для всiх a 2 S .

Водночас m 2 ŒS ! Lop�op є антитонним вiдображенням S ! L.

Розглянемо практичний змiст L-нечiтких монотонних предикатiв на S .

Ми використовуватимемо базовi поняття денотацiйної семантики мов програ-

мування. Розглянемо систему станiв обчислювального процесу. Всеможливi

(можливо, неповнi) порцiї iнформацiї, яку ми можемо отримати про стан про-

цесу, утворюють область обчислення S [26]. На цiй множинi введемо частко-

вий порядок 6, який вiдображає iєрархiю iнформацiї: бiльший елемент мiстить

бiльше iнформацiї, тобто описує стан процесу точнiше. Найменший елемент

позначаємо 0 2 S (жодної iнформацiї, нiчого не вiдомо), а для довiльних a i

b в S їх iнфiмум a ^ b можна (хоча не обов’язково) розумiти як “a або b є

iстиною”.

Надалi вважаємо L цiлком дистрибутивною граткою [35]. Позначимо 0,

1, ˚ i ˝ вiдповiдно нижнiй елемент, верхнiй елемент, попарнi супремум та

iнфiмум в L. Елементи цiєї (довiльної, проте фiксованої в данiй роботi) гра-

тки ми використовуватимемо для визначення мiри iстинностi. Операцiя ˚ є

диз’юнкцiєю, хоча кон’юнкцiя не обов’язково спiвпадає з ˝.



33

Тодi для m 2 ŒS ! Lop�op та a 2 S розглядаємо m.a/ як значен-

ня iстинностi (ступiнь певностi) для a, виражений у шкалi L. Зрозумiло, що

при a 6 b (iнформацiя b бiльше звужує можливi стани системи, нiж a) маємо

m.a/ > m.b/, тобто певнiсть у b поступається певностi у a. Природно також,

що припущення 0 2 S (“трапитись може будь-що”) не може бути помилковим,

тому варто вимагатиm.0/ D 1 2 L, тобтоm.0/ D Q0 2 Lop . Такий монотонний

предикат m належить до ŒS ! Lop�
op
0 , i називаємо його нормованим.

Вiдомо (див. впр. VI.3-18 [35]), що топологiя Вiєторiса [50] на множи-

нi expX всiх непорожнiх замкнених пiдмножин компактного гаусдорфового

простору X є топологiєю Лоусона на .expX/op , тобто на expX , впорядко-

ванiй обернено до включення. Ми позначатимемо цю множину exp� X . З да-

ною топологiєю вона утворює компактну гаусдорфову напiвгратку Лоусона,

а тому є повною неперервною (нижньою) напiвграткою. Звiдси, елемент f 2

Œexp� X ! Lop� є iзотонним вiдображенням, що зберiгає супремуми напрям-

лених вгору множин, тобто iзотонним вiдображенням f W expX ! L, що збе-

рiгає iнфiмуми фiльтрованих наборiв множин: f .
T

A/ D infff .A/ j A 2 Ag

для всiх напрямлених вниз наборiв A замкнених непорожнiх пiдмножин X . Це

не що iнше, як � -гладка (тобто напiвнеперервна згори) Lop-значна ємнiсть на

X [55]. Якщо додатково вiдомо, що f .X/ D 1 2 L для найменшого елемента

X 2 exp� X , то ємнiсть f є нормованою, тому термiнологiя для ємностей i

предикатiв є узгодженою.

Отже, монотоннi предикати є узагальненням граткозначних ємностей на

компактi, подiбно до того, як � -адитивна мiра на повнiй булевiй алгебрi є

узагальненням � -адитивної мiри, означеної на � -алгебрi множин. Тому надалi

для L-нечiтких монотонних предикатiв на неперервнiй напiвгратцi S вжива-

ємо рiвносильний термiн L-значна ємнiсть на напiвгратцi S , i позначаємо

M ŒL�S D ŒS ! Lop�op множину всiх предикатiв (L-ємностей) i MŒL�S D
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ŒS ! Lop�
op
0 її пiдмножину, що складається з нормованих предикатiв (для

напiвгратки S з найменшим елементом).

Прикладом найпростiшої нормованої ємностi є c0 W S ! Lop :

c0.s/ D

8
<̂

:̂
1 D Q0; s D 0;

0 D Q1; s ¤ 0;

s 2 S:

Ємнiсть c 2 M ŒL�S є нормованою тодi i тiльки тодi, коли c0 6 c. Тому множи-

на MŒL�S всiх нормованих L-ємностей на Sop є не що iнше, як fc0g" в M ŒL�S .

Зi сказаного вище зрозумiло:

ТВЕРДЖЕННЯ 2.1.1. Частково впорядкованi множиниM ŒL�S таMŒL�S

є цiлком дистрибутивними гратками, тому є компактними гаусдорфовими

гратками Лоусона з вiдповiдними топологiями Лоусона.

В цьому роздiлi для функцiй f; g зi спiльною областю визначення, ста-

лої ˛ i бiнарної операцiї � через f � g, ˛ � f i f � ˛ позначатимемо функцiї

зi спiльною областю визначення, отриманi поточковим застосуванням операцiї

�. Надалi для сiм’ї функцiй, що мають спiльну область визначення i дiють у

частково упорядковану множину, користуватимемось supp та infp для позна-

чення поточкових супремумiв та iнфiмумiв вiдповiдно.

Для елемента d0 2 S позначатимемо �ŒL�S.d0/ функцiю S ! L, яка

кожному d 2 S ставить у вiдповiднiсть 1, якщо d 6 d0, та 0 в iншому випад-

ку. Легко бачити, що �ŒL�S.d0/ 2 MŒL�S � M ŒL�S i �ŒL�S.0/ є мiнiмальним

елементом в MŒL�S .

ЛЕМА 2.1.2 (1.1, [62]). Вiдображення �ŒL�S W S ! M ŒL�S є вкладенням

щодо топологiй Скотта та щодо нижнiх топологiй.

ЗАУВАЖЕННЯ. Якщо у S є найменший елемент, то MŒL�S є повною пiд-

граткою у M ŒL�S . Тодi �ŒL�S як вiдображення W S ! MŒL�S є вкладенням

щодо топологiй Скотта та щодо нижнiх топологiй.
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Тому ми розглядаємо S як пiдпростiр iMŒL�S , iM ŒL�S по вiдношенню до

нижньої топологiї та топологiї Скотта, а тому i лоусонової, на обох множинах.

Якщо S є неперервною напiвграткою, то вона також є нижньою пiднапiвгра-

ткою в MŒL�S та M ŒL�S .

Попарнi iнфiмуми i супремуми повних граток M ŒL�S i MŒL�S обчислю-

ються поточково. Розглянемо як обчислюються довiльнi супремуми. Для фун-

кцiї f W S ! L покладемо

f u.b/ D infff .a/ j a 2 S; a � bg; for all b 2 S:

Зазначимо, що f u завжди є монотонним предикатом. Бiльше того [71, Ле-

ма I.4]:

ЛЕМА 2.1.3. Для антитонної функцiї f W S ! L функцiя f u є наймен-

шим монотонним предикатом f 0, таким, що f 6 f 0 поточково.

Отже, для сiм’ї F � M ŒL�S (або F � MŒL�S) маємо inf F D infp F ,

supF D .supp F/u. У випадку скiнченної сiм’ї F останнє u непотрiбне.

Користуватимемось символами N̊ та N̋ для позначення вiдповiдно по-

парних супремумiв та iнфiмумiв у M ŒL�S i MŒL�S .

Зауважимо, що для f 2 ŒS ! Lop� пiдграфiк sub f D f.s; ˛/ 2 S � L j

˛ 6 f .s/g є нижньою множиною, замкненою щодо напрямлених супремумiв, а

тому, замкненою за Скоттом � Лоусоном в ƒ.S � L/. Оскiльки S i L є обла-

стями, звiдки ƒ.S � L/ D ƒS �ƒL, то для множини F D sub c виконується

наступне:

(1) F є замкненою нижньою пiдмножиною множиниƒS �ƒL;

(2) для всiх s 2 S множина f˛ 2 L j .s; ˛/ 2 F g є непорожньою (оскiльки

мiстить minL) i напрямленою вгору (тому, що мiстить найбiльший елемент).
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ТВЕРДЖЕННЯ 2.1.4. Кожна пiдмножина F � S � L, яка задовольняє

описанi вище умови (1),(2), є пiдграфiком єдиного вiдображення f 2 ŒS !

L�.

ДОВЕДЕННЯ. Якщо таке вiдображення f iснує, то воно породжується

рiвнiстю f .s/ D supf˛ 2 L j .s; ˛/ 2 F g для s 2 S . Найменша верхня

грань iснує, оскiльки множина справа напрямлена вгору, а L є повною щодо

напрямлених вгору множин граткою. Тому f може бути означене останньою

формулою. Припустимо, що множина D � S напрямлена вгору i f .d/ > ˛

для всiх d 2 D. Тодi f.d; ˛/ j d 2 Dg є напрямленою вгору пiдмножиною F

i супремумом такої множини є .s; ˛/, де s D supD. Iз замкненостi F маємо

.s; ˛/ 2 F . Отже, f .s/ > ˛. З цього слiдує, що f .supD/ D sup f .D/ в Lop .

Таким чином, f є неперервним за Скоттом вiдображенням. �

2.2. Напiвмодулi монотонних предикатiв

Надалi вимагатимемо, щоб L була кванталлю з одиницею [65], тобто

iснувала бiнарна нескiнченно дистрибутивна по вiдношенню до супремуму по

обох змiнних операцiя � W L � L ! L, для якої 1 — двостороння одини-

ця. Отже, � є неперервною щодо до топологiї Скотта на L. Зазначимо, що

для � нескiнченна дистрибутивнiсть також i вiдносно iнфiмумiв означає не-

перервнiсть щодо до топологiї Лоусона на L. Нагадаємо, що ми розумiємо ˚

як диз’юнкцiю, а � вважатимемо (можливо, некомутативною) кон’юнкцiєю в

L-значнiй нечiткiй логiцi [37]. У випадку L D f0; 1g маємо ˚ D _ i � D ^.

Нагадаємо, що (лiвим iдемпотентним) .L;˚;�/-напiвмодулем [11] є мно-

жина X з операцiями N̊ W X � X ! X i N� W L � X ! X , такими, що для всiх

x; y; z 2 X , ˛; ˇ 2 L :

(1) x N̊ y D y N̊ x;
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(2) .x N̊ y/ N̊ z D x N̊ .y N̊ z/;

(3) iснує (очевидно, єдиний) елемент N0 2 X , такий, що x N̊ N0 D x для всiх

x;

(4) ˛ N� .x N̊ y/ D .˛ N� x/ N̊ .˛ N� y/, .˛ ˚ ˇ/ N� x D .˛ N� x/ N̊ .ˇ N� x/;

(5) .˛ � ˇ/ N� x D ˛ N� .ˇ N� x/;

(6) 1 N� x D x; i

(7) 0 N� x D N0.

З даних аксiом випливає, що .X; N̊ / є верхньою напiвграткою з нижнiм

елементом N0, порядок на якiй означується як x 6 y ” x N̊ y D y i

˛ N� N0 D N0 для всiх ˛ 2 L. Операцiя N� iзотонна по обох змiнних.

Тому .L;˚;�/-напiвмодуль є аналогом векторного простору. Подiбно,

аналоги iснують для лiнiйних та афiнних вiдображень. Вiдображення f W X !

Y мiж .L;˚;�/-напiвмодулями називається лiнiйним, якщо для будь-яких

x1; : : : ; xn 2 X та ˛1; : : : ; ˛n 2 L виконуєтся рiвнiсть

f .˛1 N� x1 N̊ � � � N̊ ˛n N� xn/ D ˛1 N� f .x1/ N̊ � � � N̊ ˛n N� f .xn/:

Якщо остання рiвнiсть має мiсце лише у випадку, коли ˛1 ˚ : : :˚˛n D 1,

то f називаємо афiнним. Зазначимо, що афiнне вiдображення f зберiгає по-

парнi супремуми, тобто f .x1 N̊ x2/ D f .x1/ N̊ f .x2/ для всiх x1; x2 2 X .

Афiнне вiдображення є лiнiйним тодi i тiльки тодi, коли воно зберiгає наймен-

ший елемент.

Називаємо трiйку .X; N̊ ; N�/ неперервним .L;˚;�/-напiвмодулем, якщо

.X; N̊ ; N�/ є .L;˚;�/-напiвмодулем, для якого .X;˚/ – область, а операцiя N�

є нескiнченно дистрибутивною по обох змiнних (отже, неперервною за Скот-

том). Якщо .X;˚/ має супремуми всiх пiдмножин, то .X; N̊ ; N�/ називається

повним неперервним .L;˚;�/-напiвмодулем. Якщо частково впорядкована

множина .X;˚/ є цiлком дистрибутивною граткою, то називаємо .X; N̊ ; N�/

цiлком дистрибутивним .L;˚;�/-напiвмодулем. Це рiвносильне тому, що
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X має компактну гаусдорфову топологiю, для якої верхня напiвгратка .X; N̊ /

є дистрибутивною лоусоновою граткою i операцiя N� W L � X ! X напiвне-

перервна знизу. Тому ми використовуємо рiвносильний термiн “компактний

гаусдорфовий лоусоновий .L;˚;�/-напiвмодуль” — це iдемпотентний аналог

векторного топологiчного простору [66].

Нехай маємо область S . Для m 2 M ŒL�S означимо ˛ Ň m як найменший

предикат m0 W S ! L, для якого ˛ � m.b/ 6 m0.b/ для всiх b 2 S , тобто

˛ Ň m D .˛ �m/u. Тодi:

.˛ Ň m/.b/ D inff˛ �m.a/ j a 2 S; a � bg:

Якщо S має найменший елемент, тодi для m 2 MŒL�S потрiбно “пiдкоригува-

ти” результат:

.˛ N~m/.b/ D .˛ Ň m/.d/ N̊ ıS
L D

8
<̂

:̂
.˛ Ň m/.b/; b ¤ 0I

1; b D 0:

ТВЕРДЖЕННЯ 2.2.1 (1.7, [62]). Трiйки .M ŒL�S; N̊ ; Ň / та .MŒL�S; N̊ ; N~/ є

компактними гаусдорфовими лоусоновими .L;˚;�/-напiвмодулями.

Ми розглядатимемо категорiї, якi можуть бути означенi як у топологi-

чних термiнах, так i з використанням порядково-теоретичних властивостей.

Категорiю всiх областей та їх неперервних за Скоттом вiдображень по-

значаємо Dom. Її повна пiдкатегорiя, об’єктами якої є всi областi з нульовими

елементами, позначається Dom?. Якщо вимагати, щоб морфiзми зберiгали ни-

жнi елементи, то отримаємо пiдкатегорiю Dom0.

Категорiя, яка складається з усiх неперервних напiвграток та неперерв-

них за Скоттом напiвграткових морфiзмiв, позначається CSem. Ширша кате-

горiя, яка складається з усiх неперервних напiвграток та неперервних за Скот-

том вiдображень, котрi не обов’язково зберiгають попарнi iнфiмуми, познача-

ється CSem". Позначимо CSem0" пiдкатегорiю CSem", яка виникає, коли ми
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розглядаємо тiльки напiвгратки з нижнiми елементами та їх вiдображення, що

зберiгають нижнi елементи. Нарештi, позначаємо CSem? категорiю усiх на-

пiвграток з нижнiми елементами та їх неперервних за Скоттом вiдображень

(не обов’язково зберiгаючих 0).

Нагадаємо, що згiдно з фундаментальною теоремою про компактнi на-

пiвгратки [35, Теорема VI-3.4] неперервна напiвгратка є повною тодi i тiльки

тодi, коли вона (з деякою, заданою на нiй компактною гаусдорфовою тополо-

гiєю) є топологiчною напiвграткою, у кожнiй точцi якої iснує локальна база з

пiднапiвграток, тобто, вона є компактною гаусдорфовою граткою Лоусона i

топологiя на нiй спiвпадає з топологiєю Лоусона. Зазначимо, що всi такi напiв-

гратки мають нижнi елементи.

Отже, позначимо LLaws категорiю усiх компактних гаусдорфових ни-

жнiх напiвграток Лоусона та їх неперервних вiдображень, якi зберiгають ну-

льовий елемент, або, що рiвносильно, усiх повних неперервних напiвграток та

їх вiдображень, якi зберiгають усi iнфiмуми i напрямленi вгору супремуми.

Це досить вузька категорiя, тому позначимо LLaws" категорiю з тими самими

об’єктами, але з неперервними за Скоттом вiдображеннями в ролi морфiзмiв.

Її пiдкатегорiю, яка складається тiльки з тих неперервних за Скоттом вiдобра-

жень, котрi зберiгають 0, позначимо LLaws0".

Також розглянемо категорiї .L;˚;�/-CSMod" та .L;˚;�/-CSA�", ко-

трi складаються з усiх повних неперервних .L;˚;�/-напiвмодулiв та їх непе-

рервних за Скоттом вiдповiдно лiнiйних та афiнних вiдображень. Такi вiдобра-

ження зберiгають усi супремуми. Розглядаючи тiльки цiлком дистрибутивнi

.L;˚;�/-напiвмодулi, отримаємо повнi пiдкатегорiї

.L;˚;�/-LwSMod" та .L;˚;�/-LwSA�" вiдповiдно.



40

ТЕОРЕМА 2.1. [58] Для кожного неперервного за Скоттом вiдобра-

ження ' W S ! K з областi у повний неперервний L-напiвмодуль iснує єдине

продовження ˆ W M ŒL�S ! K до морфiзму у .L;˚;�/-CSMod".

ДОВЕДЕННЯ. Для всiх ˛ 2 L, d 2 S вiдображення ˛��ŒL�S.d/ W S ! L

є монотонним предикатом, отже, ˛ � �ŒL�S.d/ D ˛ Ň �ŒL�S.d/. Зауважи-

мо також, що m 2 M ŒL�S є найменшою верхньою гранню множини fm.d/ �

�ŒL�S.d/ j d 2 Sg:

Тому, якщо таке продовження ˆ iснує, то воно задається формулою

ˆ.m/ D supfˆ.m.d/ Ň �ŒL�S.d// j d 2 Sg

D supfm.d/ Ň ˆ.�ŒL�S.d// j d 2 Sg

D supfm.d/ Ň '.d/ j d 2 Sg

для всiх m 2 M ŒL�S .

Оскiльки супремуми в M ŒL�S обчислюються поточково, то неважко по-

бачити, що вiдображення ˆ зберiгає довiльнi супремуми. Продовжимо ˆ за

формулою, заданою вище, на множину усiх антитонних функцiй m W S ! L.

Очевидно, що з m 6 mu випливає ˆ.m/ 6 ˆ.mu/. З iншого боку, для

будь-яких k 2 K, k � ˆ.mu/ iснують d1; : : : ; dn 2 S такi, що k � mu.d1/ Ň

'.d1/ N̊ � � � N̊ mu.dn/ Ň '.dn/. Нехай d 0
1 � d1, . . . , d 0

n � dn i кожне d 0
i прямує

до вiдповiдного di . Користуючись неперервнiстю за Скоттом ' i Ň , маємо

mu.d1/ Ň '.d 0
1/ N̊ � � � N̊ mu.dn/ Ň '.d 0

n/ ! mu.d1/ Ň '.d1/ N̊ � � � N̊ mu.dn/ Ň '.dn/:

Отже, iснують d 0
1 � d1, . . . , d 0

n � dn такi, що

k 6 mu.d1/ Ň '.d 0
1/ N̊ � � � N̊ mu.dn/ Ň '.d 0

n/

6 m.d 0
1/ Ň '.d 0

1/ N̊ � � � N̊ m.d 0
n/ Ň '.d 0

n/ 6 ˆ.m/:

З неперервностi K отримуємо ˆ.m/ > ˆ.mu/. Тому ˆ.m/ D ˆ.mu/.
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Тепер для всiх ˛ 2 L, m 2 M ŒL�S :

ˆ.˛ Ň m/ D ˆ..˛ �m/u/ D ˆ.˛ �m/ D supf.˛ �m.d// Ň '.d/ j d 2 Sg

D supf˛ Ň .m.d/ Ň '.d// j d 2 Sg

D ˛ Ň
supfm.d/ Ň '.d/ j d 2 Sg

D ˛ Ň ˆ.m/:

�

ТЕОРЕМА 2.2. Для кожного неперервного за Скоттом вiдображен-

ня ' W S ! K з областi з нижнiм елементом у повний неперервний L-

напiвмодуль iснує єдине продовження ˆ W MŒL�S ! K до морфiзму

в .L;˚;�/-CSA�". Це продовження є лiнiйним, тобто морфiзмом у кате-

горiї .L;˚;�/-CSMod", якщо i тiльки якщо ' зберiгає нульовий елемент.

ДОВЕДЕННЯ є аналогiчним, тiльки продовження означується за форму-

лою

ˆ.m/ D '.0/ N̊
supfm.d/ Ň '.d/ j d 2 Sg

для всiх m 2 MŒL�S .

ЗАУВАЖЕННЯ. Формально кажучи, два останнi твердження означають,

що M ŒL�S (вiдповiдно MŒL�S) є вiльним об’єктом [13] над S . I категорiя, з

якої обирається S , i категорiя, до якої належатиме M ŒL�S чи MŒL�S , можуть

бути обранi по рiзному, оскiльки M ŒL�S i MŒL�S є цiлком дистрибутивними

гратками, а, “забуваючи” множення на них, отримуємо не просто областi, а

також неперервнi i навiть повнi неперервнi напiвгратки. Тому маємо три твер-

дження, еквiвалентнi до двох попереднiх.

ТВЕРДЖЕННЯ 2.2.2. Для об’єкта S категорiї Dom (або CSem", або

LLaws") повний неперервний L-напiвмодуль M ŒL�S є вiльним об’єктом над

S в .L;˚;�/-CSMod" (або в .L;˚;�/-LwSMod").
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ТВЕРДЖЕННЯ 2.2.3. Для об’єкта S категорiї Dom? (або CSem?, або

LLaws") повний наперервний L-напiвмодуль MŒL�S є вiльним об’єктом над

S в .L;˚;�/-CSA�" (або в .L;˚;�/-LwSA�").

ТВЕРДЖЕННЯ 2.2.4. Для об’єкта S категорiї Dom0 (або CSem0, або

LLaws0") повний неперервний L-напiвмодульM ŒL�S є вiльним об’єктом над

S в .L;˚;�/-CSMod" (або в .L;˚;�/-LwSMod").

Висновки до роздiлу 2.

У другому роздiлi обґрунтовано поширення поняття монотонного пре-

диката на функцiї зi значеннями у цiлком дистрибутивних гратках i доведено,

що L-значнi монотоннi предикати утворюють iдемпотентнi напiвмодулi, якi є

вiльними об’єктами над неперервними напiвгратками i цiлком дистрибутив-

ними гратками у категорiях неперервних L-напiвмодулiв та цiлком дистрибу-

тивних L-напiвмодулiв.

Результати роздiлу опублiковано у працях [3, 58].
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РОЗДIЛ 3

СУМIСНОСТI I СПРЯЖЕНIСТЬ

Як було сказано, граткозначнi монотоннi предикати можна (але не обо-

в’язково) iнтерпретувати як оцiнки ступеня вiрогiдностi чи застосовностi “пор-

цiй часткової iнформацiї” про стан процесу або системи. При цьому природно

виникає питання про сумiснiсть рiзних порцiй iнформацiї, як i про сумiснiсть

рiзних оцiнок їх вiрогiдностi.

Хоча можна дослiджувати сумiснiсть кiлькох припущень чи тверджень,

ми обмежимось “попарними” сумiсностями, якi є функцiями двох аргументiв i

набувають два значення — 0 i 1, якi, знову ж, можна розумiти як “можливо” або

“цiлком неможливо”. Залежно вiд потреб можна накладати рiзнi обмеження на

цi функцiї, видiляючи рiзнi їх класи.

3.1. Сумiсностi

3.1.1. Поняття сумiсностi.

ОЗНАЧЕННЯ 3.1.1. Нехай маємо неперервнi напiвгратки S; S 0 з нульови-

ми елементами 0; 00 вiдповiдно. Вiдображення P W S � S 0 ! f0; 1g назвемо

сумiснiстю мiж S i S 0, якщо

(1) P зберiгає нулi по обох змiнних, тобто P.0; y/ D P.x; 00/ D 0 для

всiх x 2 S , y 2 S 0;

(2) P неперервне за Скоттом.

Множину усiх сумiсностей на S � S 0 позначимо Cw.S; S
0/.

Якщо ж додатково виконується
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(3) P вiдокремлює елементи S i S 0, тобто,

(3a) для будь-яких x1; x2 2 S з того, що P.x1; y/ D P.x2; y/ для всiх

y 2 S 0, випливає x1 D x2;

(3b) для будь-яких y1; y2 2 S 0 з того, що P.x; y1/ D P.x; y2/ для всiх

x 2 S , випливає y1 D y2,

то називаємо P вiдокремлюючою сумiснiстю.

Означення (вiдокремлюючої) сумiсностi є симетричним у тому сенсi, що

вiдображення P 0 W S 0 � S ! f0; 1g, P 0.y; x/ D P.x; y/ також є (вiдокремлю-

ючою) сумiснiстю, яку ми називаємо оберненою сумiснiстю. Для сумiсностей

ми використовуємо також позначення xPy � P.x; y/.

Ми можемо розглядати сумiснiсть P W S � S 0 ! f0; 1g як характеристи-

чне вiдображення бiнарного вiдношення P � S � S 0, а тому природно позна-

чати xP D fy 2 S 0 j xPy D 1g, Py D fx 2 S j xPy D 1g для всiх x 2 S ,

y 2 S 0.

Iнтерпретуємо P.x; y/ D 1 як “порцiї iнформацiї x та y несумiснi (не

можуть виконуватись одночасно)”. Тому, ймовiрно, термiн “несумiснiсть” був

би вiдповiднiшим. Сумiснiсть P W S � S 0 ! f0; 1g є вiдокремлюючою, якщо

для всiх x1 ¤ x2 в S знайдеться y 2 S 0, для якого рiвно один з xi несумiсний

з y по вiдношенню до P , аналогiчно для y1 ¤ y2 в S 0 i x 2 S . Тодi елементи

S 0 можуть розглядатись як “негативнi твердження” про стан системи, спосте-

режуваний у S : маючи y 2 S 0 i вiдокремлюючу сумiснiсть P , ми оголошуємо

неможливим виконання усiх x 2 S , для яких xPy D 1.

Неважко переконатися, що найбiльшою з усiх сумiсностей мiж S i S 0 є

R0, де

R0.x; y/ D

8
<̂

:̂
0; якщо x D 0 або y D 0;

1; якщо x ¤ 0 i y ¤ 0:
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Отже, Cw.S; S
0/ D R0 # у множинi ŒS � S 0 ! f0; 1g�, тобто

ff W S � S 0 ! f0; 1g j f – неперервне за Скоттомg;

яка є цiлком дистрибутивною граткою згiдно Теореми 4 [30]. Тодi iCw.S; S
0/ є

цiлком дистрибутивною граткою, аR0 — її найбiльшим елементом. Вiдповiдно

у множинi QCw.S; S
0/ з протилежним порядком R0 є найменшим елементом

(нулем).

3.1.2. Види i приклади сумiсностей. Зауважимо, що вiд сумiсностi по

кожному аргументу при фiксованому iншому вимагається тiльки неперерв-

нiсть за Скоттом i збереження нуля. Накладаючи додатковi обмеження, отри-

маємо вужчi класи сумiсностей. Кажемо, що сумiснiсть P W S �S 0 зберiгає по-

парнi iнфiмуми (meets) по першому аргументу, якщо для кожних x1; x2 2 S ,

y 2 S 0 виконано P.x1 ^ x2; y/ D P.x1; y/ ^ P.x2; y/. Пiдмножину таких

сумiсностей позначаємо C^�.S; S
0/ � Cw.S; S

0/. Аналогiчно C�^.S; S
0/ �

Cw.S; S
0/ позначено пiдмножину сумiсностей, що зберiгають попарнi iнфiму-

ми по другому аргументу. Елементи множини C^^.S; S
0/ � Cw.S; S

0/, тобто

сумiсностi, що зберiгають попарнi iнфiмуми по обох аргументах, називаємо

сильними сумiсностями. Збереження попарних iнфiмумiв по першому аргу-

менту означає, що якщо x1 та x2 несумiснi (не можуть виконуватись одноча-

сно) з y, то й “x1 або x2” несумiсне з y, аналогiчно для другого аргумента. Це,

мабуть, найважливiший клас, який далi буде розглянуто окремо.

У довiльнiй напiвгратцi iснування попарних супремумiв (joins) не гаран-

тується. Якщо у неперервнiй напiвгратцiL з нулем вони завжди iснують, тобто

вона є неперервною граткою, звiдки є повною граткою i мiстить одиницю 1, то

кажемо, що сумiснiсть P W S �L ! f0; 1g зберiгає попарнi супремуми по дру-

гому аргументу, якщо P.x; y1 _ y2/ D P.x; y1/ _ P.x; y2/ для всiх x 2 S ,

y1; y2 2 L. Позначимо C�_.S;L/ множину таких сумiсностей. Тодi для ко-

жного x 2 S множина fy 2 L j P.x; y/ D 0g мiстить нуль, є замкненою за
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Скоттом i напрямленою вгору. Звiдси випливає, що вона має найбiльший еле-

мент y0, i fy 2 L j P.x; y/ D 0g D y0#. Функцiя P однозначно визначається

вiдображенням p W S ! L, яке кожному x зiставляє вiдповiдний y0, а саме

P.x; y/ D

8
<̂

:̂
0; y 6 p.x/;

1; y 66 p.x/;

x 2 S; y 2 L:

Неважко довести, що p є антитонною, вiдображає 0 2 S у 1 2 L, i не-

перервна за Скоттом як вiдображення S ! Lop . Для цiлком дистрибутивної

гратки L це означає, що p є L-значним нормованим монотонним предикатом

на S .

I навпаки, кожна неперервна за Скоттом функцiя p W S ! Lop , що вiд-

ображає 0 у 1 D Q0, за формулою вище визначає сумiснiсть P 2 C�_.S;L/.

Отже, можна ототожнити C�_.S;L/ та множину ŒS ! Lop�
op
0 , яка для цiл-

ком дистрибутивноїL є множиноюMŒL�S L-значних нормованих монотонних

предикатiв.

З’ясуємо змiст вужчого класуC^_.S;L/ сумiсностей, якi зберiгають meets

по першому аргументу i joins по другому. Для кожного P 2 C^_.S;L/ вiд-

повiдна функцiя p W S ! L повинна мати властивiсть: якщо x1; x2 2 S ,

y 2 L, y 66 p.x1/ i y 66 p.x2/, то y 66 p.x1 ^ x2/. Оскiльки p антитонне,

то p.x1/ 6 p.x1 ^ x2/, p.x2/ 6 p.x1 ^ x2/, звiдки y D p.x1/ _ p.x2/ 6

p.x1 ^ x2/. Отже, для цього y повинно бути або y 6 p.x1/, або y 6 p.x2/,

тобто або p.x1/ 6 p.x2/, або p.x2/ 6 p.x1/. Це означає, що P 2 C^_.S;L/,

якщо i тiльки якщо p.S/ � L є ланцюгом (лiнiйно впорядкованою пiдмно-

жиною). Зокрема, якщо L є лiнiйно впорядкованою, наприклад, L D I , то

C^_.S;L/ D C�_.S;L/.

Пiдемо далi i розглянемо двi неперервнi гратки L;L0 та сумiснiсть P 2

C__.L;L
0/, тобто вимагаємо збереження попарних супремумiв по обох аргу-

ментах. Згiдно сказаного вище iснує така антитонна функцiя p W L ! L0, яка
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вiдображає 0 2 L у 10 2 L0, супремуми напрямлених вгору множин у iнфiму-

ми вiдповiдних напрямлених вниз множин, i P.x; y/ D 0 ” y 6 p.x/.

Однак аналогiчно можна знайти антитонну функцiю q W L0 ! L, теж непе-

рервну за Скоттом як вiдображення L0 ! Lop , для якої 00 2 L0 7! 1 2 L, i

P.x; y/ D 0 ” x 6 q.x/.

ОЗНАЧЕННЯ 3.1.2. [35] Якщо S; S 0 є частково впорядкованими множи-

нами, а функцiї p W S ! S 0 i q W S 0 ! S такi, що для всiх s 2 S та s0 2 S 0

виконується

s 6S q.s
0/ тодi i тiльки тодi, коли p.s/ 6S 0 s0;

то називаємо p нижнiм спряженим до q, вiдповiдно q верхнiм спряженим

до p, а четвiрку .S; p; q; S 0/ називаємо зв’язком Галуа (або спiввiдношенням

Галуа).

Такi p; q є iзотонними вiдображеннями i кожне вiдображення зi спряже-

ної пари .p; q/ єдиним чином породжується iншим.

Якщо для p1 W S ! S 0op i p2 W S 0op ! S четвiрка .S; p1; p2; S
0op/ утво-

рює зв’язок Галуа, то .S; p1; p2; S
0/ називаємо контраварiантним зв’язком

Галуа [16]. Дамо еквiвалентне означення:

ОЗНАЧЕННЯ 3.1.3. Якщо множини S; S 0 частково впорядкованi, а фун-

кцiї p W S ! S 0 i q W S 0 ! S такi, що для всiх s 2 S i s0 2 S 0

s 6S q.s
0/ тодi i тiльки тодi, коли s0

6S 0 p.s/;

то називаємо .S; p; q; S 0/ контраварiантним зв’язком Галуа.

Такi p; q антитоннi, а останнє означення симетричне в тому розумiннi,

що .S 0; q; p; S/ також контраварiантний зв’язок Галуа.

Оскiльки для побудованих вище функцiй p W L ! L0 i q W L0 ! L

виконано y 6 p.x/ ” x 6 q.y/, то .L; p; q;L0/ — контраварiантний
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зв’язок Галуа. I навпаки, кожний контраварiантний зв’язок Галуа .L; p; q;L0/

мiж неперервними гратками L та L0 визначає у описаний спосiб сумiснiсть

P 2 C__.L;L
0/.

Найпростiший приклад такої сумiсностi виникає з довiльної цiлком дистри-

бутивної гратки L та гратки L0 D Lop з оберненим порядком. Тодi p D 1L W

L ! Lop та q D 1L W Lop ! L — контраварiантний зв’язок Галуа, який

визначає стандартну сумiснiсть

P.x; y/ D

8
<̂

:̂
0; x 6 y;

1; x 66 y;

x 2 L; y 2 Lop :

Зокрема, для L D .I;6/ маємо Lop D .I;>/ Š .I;6/, де iзоморфiзм

зiставляє 1�x кожному x 2 I . Тому можемо покласти L0 D .I;6/, P.x; y/ D

0 ” y 6 1 � x, тобто

P.x; y/ D

8
<̂

:̂
0; x C y 6 1;

1; x C y > 1;

x; y 2 I:

Ми можемо трактувати P.x; y/ як сумiснiсть претензiй x та y на подiл ви-

грашу: якщо перший гравець хоче отримати частку x, а другий — частку y, i

x C y > 1, то одночасно задовольнити обох неможливо.

Попереднi класи було означено через властивостi перерiзiв функцiї P ,

тобто її залежностi вiд одного аргумента, коли iнший зафiксовано. Задамо клас

C%.S;L/ � Cw.S;L/ сумiсностей умовою, яка вживає одночасно обидва ар-

гументи: для кожних x1; x2 2 S , y 2 L

P.x1 ^ x2; y/ D min

˚
P.x1; y1/ _ P.x2; y2/

ˇ̌
y 6 y1 _ y2

	
:

Iнакше кажучи, P.x1 ^x2; y/ D 0, якщо i тiльки якщо iснують такi y1; y2 2 L,

що y 6 y1 _ y2, P.x1; y1/ D P.x2; y2/ D 0.

З цiєї умови випливає

P.x; y/ D min

˚
P.x; y1/ _ P.x; y2/

ˇ̌
y 6 y1 _ y2

	
;
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тобто P.x; y1/ D P.x; y2/ D 0 H) P.x; y1 _ y2/ D 0, i P зберiгає по-

парнi супремуми по другому аргументу. Отже, P визначається антитонною

функцiєю p W S ! L, причому ця функцiя має властивiсть p.x1 ^ x2/ D

p.x1/ _ p.x2/, тобто як вiдображення p W S ! Lop є морфiзмом нижнiх

напiвграток. I навпаки, кожний неперервний за Скоттом морфiзм нижнiх на-

пiвграток p W S ! Lop , який зберiгає нуль, у описаний вище спосiб визна-

чає сумiснiсть з C%.S;L/. Отже, C%.S;L/ можна ототожнити з пiдмножиною

M^ŒL�S � MŒL�S всiх L-значних нормованих монотонних предикатiв на S , що

вiдображають попарнi iнфiмуми у попарнi супремуми.

Бачимо, що сумiсностi охоплюють широке коло рiзних об’єктiв — моно-

тоннi предикати, зв’язки Галуа, цiлком дистрибутивнi гратки (насправдi до-

статньо подвiйної неперервностi) тощо.

3.1.3. Сумiсностi мiж сумiсностями. Для неперервних напiвграток S1,

S2, S 0
1, S 0

2 з нулями зафiксуємо сумiсностi P1 2 Cw.S1; S
0
1/, P2 2 Cw.S2; S

0
2/:

Задамо вiдображення P1 ˝ P2 W QCw.S1; S2/ � QCw.S
0
1; S

0
2/ ! f0; 1g так: для

кожних R 2 Cw.S1; S2/; R
0 2 Cw.S

0
1; S

0
2/ покладемо

P1 ˝ P2.R;R
0/ D supfP1.x; x

0/ � P2.y; y
0/ j x 2 S1; x

0 2 S 0
1; y 2 S2; y

0 2 S 0
2;

xRy D 0; x0R0y0 D 0g:

ТЕОРЕМА 3.1. Вiдображення P1 ˝ P2 є сумiснiстю мiж гратками

QCw.S1; S2/ i QCw.S
0
1; S

0
2/, яка зберiгає супремуми по обох аргументах.

ДОВЕДЕННЯ. ПозначимоP D P1˝P2. Тодi для нуляR0 гратки QCw.S1; S2/

i довiльного R0 маємо :

P.R0; R
0/ D supfP1.x; x

0/�P2.y; y
0/ j .x D 0 або y D 0/ i P2.x

0; y0/ D 0g D 0;

тобто P зберiгає нуль по першому i, аналогiчно, по другому аргументах.
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Перевiримо, чи P є неперервним за Скоттом, наприклад, по першому ар-

гументу. Для довiльної напрямленої вгору множини D � QCw.S1; S2/ покладе-

мо D0 D QsupD: Тодi D0 D inf D в Cw.S1; S2:/ Для x 2 S1 i y 2 S2 маємо

D0.x; y/ D supfinffD.x0; y0/ j D 2 Dg j x0 � x; y0 � yg:

Порiвняємо P.D0; R
0/ та supfP.D;R0/ j D 2 Dg.

З того, що supfP.D;R0/;D 2 Dg D 1, випливає iснування D1 2 D,

x0 2 S1; x
0
0 2 S 0

1; y0 2 S2; y
0
0 2 S 0

2, для яких D1.x0; y0/ D 0, R0.x0
0; y

0
0/ D

0, P1.x0; x
0
0/ D 1, P2.y0; y

0
0/ D 1. Тодi inffD.x0; y0/ j D 2 Dg D 0 i, з

iзотонностi всiх D 2 D, inffD.x; y/ j D 2 Dg D 0 для всiх x � x0, y � y0.

Звiдси supfinffD.x; y/ j D 2 Dg j x � x0; y � y0g D 0, тобто D0.x0; y0/ D

0. Отже, P.D0; R
0/ D 1.

Нехай тепер, навпаки, P.D0; R
0/ D 1, тобто iснують x0 2 S1, x0

0 2 S 0
1,

y0 2 S2, y0
0 2 S 0

2, для яких D0.x0; y0/ D 0, R0.x0
0; y

0
0/ D 0, P1.x0; x

0
0/ D 1,

P2.y0; y
0
0/ D 1. Оскiльки P1 i P2 неперервнi за Скоттом, то знайдуться такi

x � x0, y � y0, x0 � x0
0, y0 � y0

0, що P1.x; x
0/ D P2.y; y

0/ D 1. Тодi за

побудовоюD0 знайдеться таке D1 2 D; що D1.x; y/ D 0. За монотоннiстюR0

маємо також R0.x0; y0/ D 0, тому P.D1; R
0/ D 1, звiдки supfP.D;R0/;D 2

Dg D 1.

Отже, P.D0; R
0/ та supfP.D;R0/ j D 2 Dg або одночасно рiвнi 1, або

одночасно рiвнi 0, тобто збiгаються.

Ми показали, що P є неперервним за Скоттом за першим i, аналогiчно, за

другим аргументом, тому неперервне за Скоттом в сукупностi. Цим доведено,

що P D P1 ˝ P2 — сумiснiсть.

Нехай R;Q 2 Cw.S1; S2/, R0 2 Cw.S
0
1; S

0
2/. Зауважимо, що R Q_ Q у

QC.S1; S2/— це R ^Q у C.S1; S2/, тобто поточковий мiнiмум функцiй P i Q.

Для P D P1 ˝ P2 потрiбно довести рiвнiсть P.R ^Q;R0/ D maxfP.R;R0/;

P.Q;R0/g. Оскiльки P.R ^Q;R0/ > P.R;R0/, P.R ^Q;R0/ > P.Q;R0/, то
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P.R^Q;R0/ > maxfP.R;R0/; P.Q;R0/g. Залишається довести неможливiсть

P.R ^Q;R0/ D 1, maxfP.R;R0/; P.Q;R0/g D 0.

Iнакше iснують x 2 S1, x0 2 S 0
1, y 2 S2, y0 2 S 0

2, для яких R.x; y/ ^

R0.x; y/ D 0, R0.x0; y0/ D 0, P1.x; x
0/ D 1, P2.y; y

0/ D 1. Повинна вико-

нуватись принаймнi одна з рiвностей R.x; y/ D 0 або R0.x; y/ D 0, напри-

клад, перша. Оскiльки за припущенням P.R;R0/ D 0, то для кожних x 2 S1,

x0 2 S 0
1, y 2 S2, y0 2 S 0

2 з P1.x; x
0/ D 1, R.x; y/ D R0.x0; y0/ D 0 випливає

P2.y; y
0/ D 0 — суперечнiсть. Аналогiчно неможливий випадок R0.x; y/ D 1.

Отже, P зберiгає попарнi супремуми за першим, а подiбно i за другим, аргу-

ментами. �

Згiдно сказаного вище сумiснiсть P D P1 ˝ P2 задається контраварiан-

тним зв’язком Галуа з антитонних вiдображень p W QCw.S1; S2/ ! QCw.S
0
1; S

0
2/,

q W QCw.S
0
1; S

0
2/ ! QCw.S1; S2/, таких, що P.R;R0/ D 0 ” R0 Q6 p.R/ ”

R Q6 q.R0/. Розглянемо вигляд, наприклад, вiдображення p :

p.R/ D QsupfR0 2 QCw.S
0
1; S

0
2/ j .P1 ˝ P2/.R;R

0/ D 0g D

D inffR0 2 Cw.S
0
1; S

0
2/ j R0.x0; y0/ D 1 для всiх x 2 S1; y 2 S2;

x0 2 S 0
1; y

0 2 S 0
2 таких, що

P1.x; x
0/ D 1; P2.y; y

0/ D 1;R.x; y/ D 0g

D inffR0 2 Cw.S
0
1; S

0
2/ j R0.x0; y0/ > bR.x0; y0/ для всiх x0 2 S 0

1; y
0 2 S 0

2g;

де bR.x0; y0/ означено формулою

bR.x0; y0/ D

8
ˆ̂̂
<̂
ˆ̂̂
:̂

1; якщо iснують такi x 2 S1; y 2 S2;

що P1.x; x
0/ D 1; P2.y; y

0/ D 1;R.x; y/ D 0;

0; якщо таких x 2 S1; y 2 S2 не iснує.

Iзотоннiсть i неперервнiсть за Скоттом bR по обох аргументах випливає з iзо-

тонностi i неперервностi P1 i P2. Неважко перевiрити, що bR зберiгає нуль по
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обох аргументах. Отже, bR — сумiснiсть, тому

p.R/ D inffR0 2 Cw.S
0
1; S

0
2/ j R0.x0; y0/ > bR.x0; y0/ для всiх x0 2 S 0

1; y
0 2 S 0

2g

збiгається з bR. Аналогiчно q.R0/ D bR0, де

bR0.x; y/ D

8
ˆ̂̂
<̂
ˆ̂̂
:̂

1; якщо iснують такi x0 2 S 0
1; y

0 2 S 0
2;

що P1.x; x
0/ D 1; P2.y; y

0/ D 1;R0.x0; y0/ D 0;

0; якщо таких x0 2 S 0
1; y

0 2 S 0
2 не iснує.

Назвемо bR i bR0 спряженими сумiсностями до сумiсностей вiдповiдно

R i R0. За побудовою R Q6 q.p.R//, тобто R > q.p.R//. Сумiсностi вигляду

R D q.R0/, i тiльки вони, задовольняють рiвнiсть q ı p.R/ D R.

3.2. Сильнi сумiсностi

3.2.1. Двоїстiсть за Лоусоном. Надалi нам буде потрiбна класична дво-

їстiсть Лоусона та її модифiкацiя.

Фiльтром у частково впорядкованiй множинi називається напрямлена

вниз верхня множина. Для частково впорядкованої множиниX позначимоX4

множину, двоїсту за Лоусоном до X , що складається з усiх непорожнiх вiд-

критих за Скоттом фiльтрiв в X . Вважаємо X4 впорядкованою за включен-

ням.

Категорiя, об’єктами якої є всi неперервнi напiвгратки з одиницями (верх-

нiми елементами), а стрiлками морфiзми напiвграток, що зберiгають одиницi

та напрямленi супремуми (тобто неперервнi за Скоттом), позначається CSem1.

Теорема двоїстостi на неперервних напiвгратках [35, Теорема IV-2.16] ствер-

джує, що для неперервної напiвгратки S з одиницею множина S4 також є не-

перервною напiвграткою з одиницею, а для морфiзму f W S ! S 0 в CSem1

формула f 4.F / D f �1.F /, де F 2 S 04, означує морфiзм f 4 W S 04 ! S4 в
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CSem1. Тому можна розлядати функтор .�/4 W CSem1 ! CSem
op
1 , причому

композицiя .�/4 ı .�/4 є iзоморфною до тотожнього функтора 1CSem1
. Iзо-

морфiзм U W 1CSem1
! .�/4 ı .�/4 складається з усiх вiдображень US W S !

S44, якi кожному s 2 S зiставляють множину fF 2 S4 j s 2 F g. Отже, згi-

дно зi згаданою вище теоремою, категорiя CSem1 є двоїстою до себе вiдносно

контраварiантного функтора .�/4. Очевидно, що maxS4 D S .

Позначимо CSem0 категорiю неперервних напiвграток, якi мають нижнiй

елемент, i неперервних за Скоттом напiвграткових морфiзмiв, що зберiгають

нижнi елементи. Для кожного об’єкта S категорiї CSem0 множина S> D S [

f>g є об’єктом CSem1, причому її верхнiй елемент є iзольованим вiдносно

апроксимацiї знизу.

Вiзьмемо морфiзм f W S ! S 0 в CSem0. Нехай f > W S> ! S 0> кожному

s 2 S ставить у вiдповiднiсть f .s/ 2 S 0, а одиницi в S> – одиницю в S 0>.

Зауважимо, що вiдображення f > є морфiзмом у CSem1, а функтор .�/> W

CSem0 ! CSem1 вкладає категорiю CSem0 у категорiю CSem1.

Тодi (див. впр. IV.2-21 [35]), двоїста за Лоусоном .S>/4 є неперервною

напiвграткою з одиницею S>, iзольованою вiдносно апроксимацiї знизу, та ни-

жнiм елементом f>g. Отже, частково упорядкована множина

S^ D .S>/4 n fS>g:

також є об’єктом категорiї CSem0. Ця вiдповiднiсть продовжується до кон-

траварiантного функтора .�/^ W CSem0 ! CSem0. Жоден елемент F 2

.S 0>/4, де F ¤ S 0>, не мiстить нижнього елемента 00 2 S 0. Тому вiдображе-

ння .f >/4 W .S 0>/4 ! .S>/4 переводить F у вiдкритий фiльтр .f >/�1.F /,

який також не мiстить 0 2 S . Отже, .f >/4.F / ¤ S>. З iншого боку,

.f >/4.S 0>/ D S>. Тому ми означуємо f ^ W S 0^ ! S^ як обмеження вiд-

ображення .f >/4. Вiдповiдно до сказаного вище, вiдповiднiсть s 7! fF 2
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S^ j s 2 F g є iзоморфiзмом uS W S ! S^^, що є компонентою природньо-

го перетворення u W 1CSem0
! .�/^^. Тому категорiя CSem0 є двоїстою до

самої себе вiдносно контраварiантного функтора .�/^. Отже, ми розглядає-

мо цю самодвоїстiсть як обмеження самодвоїстостi для CSem1 через .�/4 до

пiдкатегорiї CSem0 � CSem1.

3.2.2. Будова сильних вiдокремлюючих сумiсностей. Важливе мiсце

займає наступне твердження [57]:

ТЕОРЕМА 3.2. Нехай S; S 0 є неперервними нижнiми напiвгратками з

нижнiми елементами 0; 00 вiдповiдно. Якщо вiдношення P � S � S 0 є силь-

ною вiдокремлюючою сумiснiстю, то вiдображення i , яке переводить x 2

S в xP [f>g є iзоморфiзмом S ! S 0^. I навпаки, кожен iзоморфiзм i W S !

S 0^ породжується єдиною сильною вiдокремлюючою сумiснiстюP � S�S 0

за вказаною формулою.

ДОВЕДЕННЯ. (H)) Нагадаємо, що згiдно з лемою II.2-8 [35] неперерв-

нiсть за Скоттом вiдношення P є рiвносильною до його неперервностi за Скот-

том по кожнiй змiннiй окремо. Вiдповiдно до (1),(2) xP та Py є вiдкритими за

Скоттом фiльтрами (можливо, порожнiми), якi не спiвпадають з S 0 i S вiдпо-

вiдно. Тодi, i.x/ D xP [ f>g 2 S 0^ для всiх x 2 S . Подiбним чином означимо

i 0: y 7! Py [ f>g для всiх y 2 S 0. Тодi i та i 0 є iн’єктивними вiдображеннями

S ! S 0^ i S 0 ! S^ вiдповiдно, якi зберiгають попарнi iнфiмуми. З властиво-

стей (1) i (2) робимо висновок, що i зберiгає напрямленi супремуми та нижнiй

елемент, а тому є неперервним за Скоттом. Отже, i є морфiзмом в катего-

рiї CSem0. Застосуємо до i контраварiантний функтор .�/^. Вiдображення

i^ W S 0^^ ! S^ кожний непорожнiй вiдкритий за Скоттом фiльтр F ( .S 0>/4
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переводить в i�1.F/ [ f>g. Тодi i^ ı uS 0 W S 0 ! S^ кожному y зiставляє

fx 2 S> j x D > або i.x/ 3 yg D

D fx 2 S> j x D > або y 2 xP g D Py [ f>g D i 0.y/:

Оскiльки uS 0 є iзоморфiзмом, а i 0 згiдно з (3) iн’єктивне, то вiдображення i^

також є iн’єкцiєю. Отже, i – сюр’єкцiя. Беручи до уваги те, що i зберiгає по-

парнi iнфiмуми, приходимо до висновку, що i є порядковим iзоморфiзмом.

Зауважимо, що так само i 0^ ı uS W S ! S 0^ спiвпадає з i . Тому i 0 теж є

iзоморфiзмом.

((H) Нехай маємо iзоморфiзм i W S ! S 0^. Неважко перевiрити, що

вiдношення P D f.x; y/ 2 S � S 0 j y 2 i.x/g задовольняє властивостi (1)–(3)

та визначає i , як описано вище. �

Надалi, якщо iснують такi S 0 i P , то можемо вважати, що S 0 D S^, а

також, що P D f.s;F/ 2 S � S^ j s 2 Fg. Важливо, що для S D exp� X

можемо покласти S 0 D S . Потрiбне нам P � exp� X � exp� X утворюється

наступним чином: .F;G/ 2 P тодi i тiльки тодi, коли F \G D ∅.

Нас цiкавить випадок, коли S i S^ є компактними i гаусдорфовими щодо

топологiї Лоусона. Неперервну напiвгратку S називаємо стабiльно неперерв-

ною, якщо для всiх x; y; z 2 S з x � y; z випливає x � y ^ z. Неперервна

напiвграткаL є неперервною граткою (див. впр. IV-2.23 [35]) тодi i тiльки тодi,

коли L4 є стабiльно неперервною з верхнiм елементом, iзольованим вiдносно

апроксимацiї знизу.

ЛЕМА 3.2.1. Для неперервної напiвгратки S з нижнiм елементом, час-

тково впорядкована множина .S>/4 є неперервною граткою (тобто, S^ є

повною напiвграткою) тодi i тiльки тодi, коли S стабiльно неперервна.
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НАСЛIДОК 3.2.2. Для неперервної напiвгратки S з нижнiм елементом,

топологiї Лоусона на S та S^ є компактними i гаусдорфовими тодi i тiльки

тодi, коли S повна i стабiльно неперервна.

Отже, повна пiдкатегорiя CSCSem0 категорiї CSem0 повних стабiльно

неперервних напiвграток з 0 є самодвоїстою вiдносно обмеження функтора

.�/^.

Зазначимо, що для кожного компакта X напiвгратка exp� X є повною,

стабiльно неперервною i має нижнiй елемент.

3.3. Порядковi властивостi класiв сумiсностей

Як було сказано, множина Cw.S; S
0/ всiх сумiсностей мiж неперервни-

ми напiвгратками S i S 0 з природним (поточковим) впорядкуванням є цiлком

дистрибутивною граткою. Аналогiчно цiлком дистрибутивною граткою є мно-

жина C�_.S;L/ всiх сумiсностей мiж неперервною напiвграткою S та цiлком

дистрибутивною граткою L, що зберiгають попарнi супремуми по другому ар-

гументу, оскiльки її можна ототожнити з множиною MŒL�S D ŒS ! Lop�
op
0

всiхL-значних нормованих монотонних предикатiв на S . Розглянемо iншi кла-

си сумiсностей.

3.3.1. Множина неперервних за Скоттом вiдображень мiж неперерв-

ними напiвгратками. Для подальшого нам потрiбно уточнити будову мно-

жини ŒS ! S 0� множини неперервних за Скоттом вiдображень мiж неперерв-

ними напiвгратками.

Зауважимо, що у [29] неперервнiсть i вiдношення апроксимацiї знизу роз-

глядається дуже детально для загальнiшого випадку множини неперервних

вiдображень з топологiчного простору X у область L, однак майже вiдразу
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на X i L накладаються досить сильнi обмеження —- X переважно повинен бу-

ти локально компактним, а L — обмежено повною, тобто повинна мати точнi

верхнi гранi всiх обмежених згори множин, що надто обтяжливо для нас.

ЛЕМА 3.3.1. Нехай I — це нижня впорядкована за включенням сiм’я

непорожнiх пiдмножин множини f1; 2; : : : ; ng, тобто з ∅ ¤ A � B 2 I

випливаєA 2 I, всi множини fig, де 1 6 i 6 n, належать до I, b — iзотонне

вiдображення з I у неперервну напiвгратку S (для зручностi позначаємо

b.fi1; i2; : : : ; ikg/ D bi1;i2;:::;ik , де 1 6 i1 < i2 < : : : < ik 6 n, зокрема, b.fig/ D

bi ), i для всiх 1 6 i 6 n у S зафiксовано елементи ai � bi . Тодi iснує таке

iзотонне вiдображення a W I ! S (знову позначаємо a.fi1; i2; : : : ; ikg/ D

ai1;i2;:::;ik , зокрема, a.fig/ D ai вже задано), що ai1;i2;:::;ik � bi1;i2;:::;ik для

всiх iндексiв fi1; i2; : : : ; ikg 2 I.

ДОВЕДЕННЯ. Побудуємо вiдображення a iндуктивно за потужнiстю пiд-

множин з I. Нехай значення aA, що задовольняють умову, вже побудовано

для всiх A 2 I, jAj 6 k (на початку k D 1). Щоб побудувати aA для A D

fi1; i2; : : : ; ik ; ikC1g 2 I, позначимо Al D fi1; i2; : : : ; ik ; ikC1g n filg для всiх

1 6 l 6 k C 1. Тодi Al 2 I, i aAl
� bAl

6 bA, звiдки aAl
� bA. Оскiль-

ки множина всiх елементiв way below bA напрямлена вгору, то iснує елемент

c 2 S , c � bA, що слiдує за всiма aAl
, де l D 1; 2; : : : ; k C 1. Його i прийме-

мо за aA. Так поступово отримаємо всi значення aA, A 2 I, так, що вимога у

формулюваннi буде задоволена. �

Неважко зауважити, що для напрямлено повної нижньої напiвгратки S з

iснування x _ y для всiх таких елементiв x; y 2 S , що fx; yg" ¤ ∅, випли-

ває, що множина нижнiх граней довiльної непорожньої пiдмножини A � X є

напрямленою вгору, тому має точну верхню грань, яка, очевидно, рiвна inf A.
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Отже, напiвгратка S з такою властивiстю є повною. I навпаки, для повної на-

пiвгратки з непорожньостi fxg" \ fyg" випливає, що ця множина напрямлена

вниз i має точну верхню грань, тобто x _ y. Отже, “умовне” iснування попар-

них супремумiв для напрямлено повної нижньої напiвгратки рiвносильне до

повноти.

ТЕОРЕМА 3.3. Нехай S — повна неперервна напiвгратка, S 0 — неперерв-

на напiвгратка з нулем. Тодi частково впорядкована множина ŒS ! S 0� та

її пiдмножина ŒS ! S 0�0 з усiх функцiй, що зберiгають нуль, є неперервними

напiвгратками з нулями.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай f W S ! S 0 — неперервне за Скоттом вiдображе-

ння. Оберемо довiльнi x1; x2; : : : ; xn 2 S та a1 � f .x1/, a2 � f .x2/, . . . ,

an � f .xn/ у S 0. Оскiльки ai ""D fz 2 S 0 j ai � zg є околом f .xi /, то за

неперервнiстю f iснує x0
i � xi , для якого ai � f .x0

i /. Далi, iснує вiдкритий

фiльтр Fi � S 0, для якого xi 2 Fi � x0
i "". Утворимо сiм’ю I з усiх множин

fi1; i2; : : : ; ikg натуральних чисел, для яких 1 6 i1 < i2 < : : : < ik 6 n, i

x0
i1

" \ x0
i2

" \ : : : \ x0
ik

" ¤ ∅. За припущенням для кожної fi1; i2; : : : ; ikg 2 I

iснує точна верхня грань x0
i1;i2;:::;ik

D x0
i1

_x0
i2

_ : : :_x0
ik

, i I є нижньою сiм’єю

непорожнiх множин.

Вiдображення b W I ! S 0, b.fi1; i2; : : : ; ikg/ D f .x0
i1;i2;:::;ik

/ є iзотон-

ним, i ai � bi для всiх 1 6 i 6 n. Тодi за попередньою лемою iснують такi

aA � bA для всiх A 2 I, що a W I ! S 0 — iзотонне вiдображення. Позна-

чимо Fi1;i2;:::;ik D Fi1 \ Fi2 \ : : : \ Fik , тодi Fi1;i2;:::;ik � x0
i1;i2;:::;ik

", звiдки

Fi1;i2;:::;ik ¤ ∅ H) fi1; i2; : : : ; ikg 2 I.

Очевидно також, що з x 2 FA i x 2 FB випливає x 2 FA[B , i A [ B 2 I.

Тому задамо вiдображення f0 W S ! S 0 так :

(1) якщо x 2 FA для деякої A 2 I, то f0.x/ D aA для найбiльшої такої

A 2 I;
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(2) якщо x … FA для всiх A 2 I, то f0.x/ D 0.

Очевидно, що f0 — неперервне за Скоттом, i f0.x/ 6 f .x/ для всiх

x 2 S 0. Доведемо, що f0 � f у ŒS ! S 0�. Нехай .g˛/˛2A напрямлена вгору

сiм’я неперервних за Скоттом вiдображень S ! S 0, для якої супремум (нага-

даємо, що вiн обчислюється поточково) є > f . Тодi для кожноїA 2 A напрям-

лена вгору сiм’я значень g˛.x
0
A/ має супремум, що слiдує за f .x0

A/. Оскiльки

aA � f .x0
A/, то iснує такий iндекс ˛A 2 A, що g˛A

.x0
A/ > aA. Оскiльки сiм’я

.g˛/˛2A напрямлена вгору, iснує такий iндекс ˛0 2 A, що g˛0
.x0

A/ > aA для

всiх A 2 I.

Нехай x 2 S , i f0.x/ ¤ 0, тодi f0.x/ D aA для найбiльшого такого

A 2 I, що x 2 FA. Тодi x0
A � x, звiдки

g˛0
.x/ > g˛0

.x0
A/ > g˛A

.x0
A/ > aA D f0.x/:

Цим показано g˛0
> f0 для деякого ˛0 2 A, отже, f0 � f у ŒS ! S 0�.

Доведемо, що множина всiх функцiй f0, якi можна побудувати у такий

спосiб, є напрямленою вгору. Нехай при побудовi функцiй f 0
0 та f 00

0 виходили

вiдповiдно з x0
1; x

0
2; : : : ; x

0
m 2 S i a0

1 � f .x0
1/, a

0
2 � f .x0

2/, . . . , a0
n � f .x0

m/

та x00
1 ; x

00
2 ; : : : ; x

00
n 2 S i a00

1 � f .x00
1 /, a

00
2 � f .x00

2/, . . . , a00
n � f .x00

n/, i обра-

ли елементи x00
A , a0

A 2 S 0, A 2 I 0, x000
B , a00

B 2 S 0, B 2 I 00, для яких вiдповiдно

x00
i � x0

i , x
000
j � x00

j , a0
A � f .x00

A /, a
00
B � f .x000

B /. Тодi вiзьмемо за основу скiн-

ченну множину fx00
A j A 2 I 0g [ fx000

B j B 2 I 00g i вiдповiднi a0
A та a00

B , за якими

у описаний вище спосiб побудуємо функцiю f0 � f . Неважко перевiрити, що

f0 > f 0
0 , f0 > f 00

0 .

Крiм того, для кожної точки x 2 S i довiльного a � f .x/ можна взяти x

за одну з xi , а a — за вiдповiдне ai , тодi для побудованої функцiї f0 матимемо

f0.x/ > a. Отже, супремум значень f0.x/ всiх таких функцiй f0 у кожнiй

точцi x за побудовою слiдує за всiма a � f .x/, тому з неперервностi S слiдує

за f .x/. Оскiльки всi f0 передують f , то їх супремум збiгається з f .
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Цього достатньо, щоб стверджувати, що множина всiх елементiв ŒS !

S 0� way below f напрямлена вгору, i її супремум рiвний f . Отже, ŒS ! S 0� —

неперервна напрямлено повна частково впорядкована множина, тобто область.

Нагадаємо, що у неперервнiй напiвгратцi завдяки meet continuity пото-

чковий iнфiмум двох неперервних за Скоттом функцiй теж є неперервним за

Скоттом, тому ŒS ! S 0� є неперервною напiграткою. Зрозумiло, що наймен-

шим елементом ŒS ! S 0� є функцiя S ! S 0, що вiдображає всi елементи у

найменший елемент.

Крiм того, функцiї, що зберiгають нуль, утворюють пiднапiвгратку ŒS !

S 0�0 � ŒS ! S 0�, у якiй точнi верхнi i нижнi гранi збiгаються з обчисленими у

ŒS ! S 0�, тому ŒS ! S 0�0 — теж неперервна напiвгратка з нулем. �

ЗАУВАЖЕННЯ. Теорема II-2.12 з [35] дає досить близький результат, при

слабших вимогах до S , яка має бути всього лише областю, однак вiд S 0 вима-

гається бути неперервною (тому повною) граткою. Тодi ŒS ! S 0� теж є непе-

рервною граткою, що дещо надмiрно для нас.

3.3.2. Зображення сумiсностi через вiдображення мiж напiвгратка-

ми. Нехай P належить до множини C�^.S; S
0/ всiх сумiсностей мiж неперерв-

ними напiвгратками S i S 0, що зберiгають попарнi iнфiмуми по другому аргу-

менту. Тодi для кожного x 2 S функцiя Px W S 0 ! f0; 1g, Px.x
0/ D P.x; x0/

для всiх x0 2 S 0, є морфiзмом напiвграток, що зберiгає найменший елемент,

тобто елементом .S 0/^. I навпаки, задання всiх Px одночасно визначає P .

Перевiрка наступного твердження є прямолiнiйною.

ТВЕРДЖЕННЯ 3.3.2. Для кожної сумiсностi P 2 C�^.S; S
0/ вiдповiд-

нiсть p W x 7! Px є неперервним за Скоттом вiдображенням S ! .S 0/^,

що зберiгає нуль. I навпаки, для кожного неперервного за Скоттом вiдобра-
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ження p W S ! .S 0/^, що зберiгає нуль, вiдображення P W S � S 0 ! f0; 1g,

означене формулою P.x; x0/ D p.x/.x0/, є сумiснiстю з C�^.S; S
0/.

Вiдповiднiсть P 7! p вище, очевидно, є порядковим iзоморфiзмом, тому

можна ототожнити множини C�^.S; S
0/ та ŒS ! .S 0/^�0. Оскiльки .S 0/^ є

неперервною напiвграткою з нулем, негайно отримуємо :

ТВЕРДЖЕННЯ 3.3.3. Нехай S i S 0 — неперервнi напiвгратки з нулями,

S — повна. Тодi частково впорядкована множина C�^.S; S
0/ є неперервною

напiвграткою з нулем.

Питання про будову множини C�^.S; S
0/ D ŒS ! .S 0/^�0 для довiльних

неперервних напiвграток залишається вiдкритим. У [35] було сформульовано

проблему з’ясування, коли неперервнi вiдображення з топологiчного простору

X у область S з топологiєю Скотта утворюють область. Ця проблема досi не

має повного розв’язання.

Щоб вивчити будову частково впорядкованої множини C^^.S; S
0/ всiх

сумiсностей, що зберiгають попарнi iнфiмуми по обох аргументах, нагадаємо,

як обчислюється iнфiмум f0 W S � S 0 ! f0; 1g довiльної пiдмножини .fi /i2I

у ширшiй множинi — цiлком дистрибутивнiй гратцi Cw.S; S
0/ � ŒS � S 0 !

f0; 1g�. Маємо f0.x; y/ D 1, якщо i тiльки якщо iснують такi x0 � x, y0 � y,

що fi .x0; y0/ D 1 для всiх i 2 I.

ЛЕМА 3.3.4. Якщо S — повна неперервна напiвгратка, S 0 — стабiльно

неперервна напiвгратка з нулем, i всi fi W S �S 0 ! f0; 1g, i 2 I, неперервнi за

Скоттом i зберiгають iнфiмуми по другому аргументу, то iнфiмум f0 всiх

fi у множинi ŒS�S 0 ! f0; 1g�теж зберiгає iнфiмуми по другому аргументу.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай f0.x; y
0/ D f0.x; y

00/ D 1. Потрiбно довести, що

f0.x; y
0 ^ y00/ D 1. Як було сказано, iснують такi x0

0 � x, y0
0 � y0, що
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fi .x
0
0; y

0
0/ D 1 для всiх i 2 I. Аналогiчно iснують такi x00

0 � x, y00
0 � y00,

що fi .x
00
0 ; y

00
0 / D 1 для всiх i 2 I. Покладемо x0 D x0

0 _ x00
0 . Цей супре-

мум iснує, оскiльки S повна, i обидва елементи x0
0 та x00

0 передують x, що-

бiльше, очевидно, що x0 � x. Тодi за iзотоннiстю кожного fi отримуємо

fi .x0; y
0
0/ D fi .x0; y

00
0 / D 1 для всiх i 2 I, звiдки fi .x0; y

0
0 ^ y00

0/ D 1

(за припущенням всi fi зберiгають iнфiмуми по другому аргументу). Оскiль-

ки S 0 — стабiльно неперервна, y0
0 ^ y00

0 � y0 ^ y00, що доводить рiвнiсть

f0.x; y
0 ^ y00/ D 1. �

ЛЕМА 3.3.5. Якщо S , S 0 — неперервнi напiвгратки з нулями, i .fi W

S � S 0 ! f0; 1g/i2I — напрямлена вгору сiм’я неперервних за Скоттом вiд-

ображень, що зберiгають iнфiмуми по другому аргументу, то супремум f 0

всiх fi у множинi ŒS � S 0 ! f0; 1g� теж зберiгає iнфiмуми по другому аргу-

менту.

Нагадаємо, що супремуми у множинi ŒS � S 0 ! f0; 1g� обчислюються

поточково.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай f 0.x; y0/ D f 0.x; y00/ D 1, тодi iснують i; j 2 I,

для яких fi .x; y
0/ D fj .x; y

00/ D 1. Оскiльки дана сiм’я множин напрямлена

вгору, то iснує fk , що слiдує i за fi , i за fj , звiдки fk.x; y
0/ D fk.x; y

00/ D 1,

отже, fk.x; y
0 ^ y00/ D 1, з чого випливає f 0.x; y0 ^ y00/ D 1. �

Звiдси :

НАСЛIДОК 3.3.6. Нехай S i S 0 — неперервнi напiвгратки з нулями, S

— повна, S 0 — стабiльно неперервна. Тодi частково впорядкована множина

C�^.S; S
0/ є повною неперервною напiвграткою.
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ДОВЕДЕННЯ. Розглянемо сiм’ю .Pi /i2I елементiв C�^.S; S
0/ i знайдемо

їх iнфiмум P0 у множинi Cw.S; S
0/, яка є повною пiднапiвграткою ŒS � S 0 !

f0; 1g�. Тодi за попередньою лемою P0 2 C�^.S; S
0/.

Аналогiчно для напрямленої вгору сiм’ї .Pi /i2I елементiв C�^.S; S
0/ їх

супремум P0 у множинi Cw.S; S
0/ теж теж належить до C�^.S; S

0/.

Отже, C�^.S; S
0/ є пiдмножиною цiлком дистрибутивної гратки

Cw.S; S
0/, замкненою щодо напрямлених вгору супремумiв та довiльних iн-

фiмумiв, тому є повною неперервною напiвграткою [35]. �

Це твердження дає сильнiший наслiдок, нiж попереднє, однак його вимо-

ги теж сильнiшi.

Водночас цiкавiше застосувати цей метод до множини C^^.S; S
0/.

ТВЕРДЖЕННЯ 3.3.7. Нехай S i S 0 — повнi стабiльно неперервнi напiв-

гратки, тодi частково впорядкована множина C^^.S; S
0/ є повною непе-

рервною напiвграткою.

ДОВЕДЕННЯ. Досить зауважити, що для напрямленої вгору сiм’ї еле-

ментiв C^^.S; S
0/ їх супремум у Cw.S; S

0/ зберiгає попарнi iнфiмуми по обох

аргументах, як i iнфiмум у Cw.S; S
0/ довiльної сiм’ї елементiв C^^.S; S

0/. �

Важливо, що повною стабiльно неперервною напiграткою є кожна напiв-

гратка exp� X непорожнiх замкнених множин довiльного компактаX , впоряд-

кованих протилежно до включення.

На жаль, поки що невiдомо, чи є в умовах останнього твердження напiв-

гратка C^^.S; S
0/ стабiльно неперервною.

3.3.3. Зв’язки Галуа i тензорнi добутки. РозглянемоC__.L;L
0/— мно-

жину всiх сумiсностей мiж неперервними гратками L та L0, що зберiгають по-

парнi iнфiмуми по обох аргументах. Як було сказано, кожна така сумiснiсть P
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визначається контраварiантним зв’язком Галуа .L; p; q;L0/, де

p.x/ D supfy 2 L0 j P.x; y/ D 0g; q.y/ D supfx 2 L j P.x; y/ D 0g

для всiх x 2 L, y 2 L0, i, навпаки, контраварiантний зв’язок Галуа .L; p; q;L0/

визначає сумiснiсть P 2 C__.L;L
0/ за формулою

P.x; y/ D 0 ” y 6 p.x/ ” x 6 q.y/:

Тому можна ототожнити множину C__.L;L
0/ сумiсностей з множиною

контраварiантних зв’язкiв Галуа, але з наступним застереженням : якщо P1 6

P2 у C__.L;L
0/, i P1, P2 визначено вiдповiдно контраварiантними зв’язками

Галуа .L; p1; q1; L
0/ та .L; p2; q2; L

0/, то p1.x/ > p2.x/, q1.y/ > q2.y/ для

всiх x 2 L, y 2 L0. Тому C__.L;L
0/ є порядково оберненою до множини

всiх контраварiантних зв’язкiв Галуа мiж L i L0, впорядкованих поточково за

значеннями p чи q (що, як легко бачити, рiвносильне).

Давно вiдомо (див., наприклад, [68]), що контраварiантнi зв’язки Галуа

мiж фiксованими повними гратками самi утворюють повнi гратки. Кожен кон-

траварiантний зв’язок Галуа .L; p; q;L0/ мiж L i L0 визначає множину T D

f.x; y/ 2 L � L0 j y 6 p.x/ ” x 6 q.y/g з властивостями :

(1) для кожного x 2 L множина xT D fy 2 L0 j .x; y/ 2 T g має вигляд

y0# для деякого y0 2 L0 (є головним iдеалом);

(2) для кожного y 2 L0 множина Ty D fx 2 L j .x; y/ 2 T g має вигляд

x0# для деякого x0 2 L0 ( теж є головним iдеалом).

Кожна пiдмножина T � L � L0 з властивостями (1), (2) називається тен-

зором (двостороннiм тензором у термiнологiї [31]), а сукупнiсть всiх тензорiв

— тензорним добутком L i L0, який позначається L˝L0. Очевидно, як за ко-

жним тензором вiдновити вiдповiдний контраварiантний зв’язок Галуа, тому

L˝L0 можна ототожнити з граткою всiх контраварiантних зв’язкiв Галуа мiж

L i L0, i вiдповiдно C__.L;L
0/ Š .L ˝ L0/op . Легко бачити, що сумiсностi
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P вiдповiдає тензор T D f.x; y/ 2 L � L0 j P.x; y/ D 0g. Як було доведе-

но Бандельтом (разом з анонiмним рецензентом його працi [12], Теорема 2.1),

для неперервних граток L i L0 тензорний добуток L ˝ L0 теж є неперервною

граткою. Отже :

НАСЛIДОК 3.3.8. Для неперервних граток L i L0 множина C__.L;L
0/

всiх сумiсностей, що зберiгають попарнi супремуми по обох аргументах, є

двоїсто неперервною граткою 1.

Крiм того, ми можемо отримати iнформацiю про будову C�_.S;L/, коли

L не обов’язково є цiлком дистрибутивною граткою, а тiльки неперервною

граткою, а S — довiльною неперервною напiвграткою з нулем. Нагадаємо, що

ця множина iзоморфна до ŒS ! L�0. Зауважимо, що елементам P 2 C�_.S;L/

вiдповiдають множини T D f.x; y/ 2 L � L0 j P.x; y/ D 0g, якi за [31] є

правими тензорами, тобто замкненi за Скоттом у S � L, i для кожного x 2 S

множина xT D fy 2 L0 j .x; y/ 2 T g непорожня, нижня, i з кожними y0; y00

мiстить y0 _ y00. Звiдси випливає, що xT є головним iдеалом, тобто виконано

умову (1) вище, але не обов’язково (2).

Користуючись методом доведення Теореми 2.1 з [12], можна довести

ТВЕРДЖЕННЯ 3.3.9. Для неперервної напiвгратки S з нулем i неперерв-

ної гратки L множина S ˝r L правих тензорiв у S � L є неперервною гра-

ткою.

ДОВЕДЕННЯ. Зрозумiло, що перетин довiльної кiлькостi правих тензо-

рiв є правим тензором, i iнфiмум довiльної сiм’ї елементiв S ˝r L збiгається з

їх iнфiмумом у цiлком дистрибутивнiй гратцi всiх замкнених за Скоттом пiд-

множин S � L.

1Тобто порядково оберненою до неперервної гратки.
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Розглянемо напрямлену вгору сiм’ю .Ti//i 2 I елементiв S ˝r L i позна-

чимо T0 D Cl.
S

i2I Ti / (замикання беремо щодо топологiї Скотта). Доведемо,

що T0 � S � L — теж правий тензор.

Нехай .x; y0/; .x; y00/ 2 T0, тодi iснують напрямленi вгору множини A0;

A00 � S ,B 0; B 00 � L, для якихA0 �B 0 �
S

i2I Ti ,A00 �B 00 �
S

i2I Ti , supA0 D

supA00 D x, supB 0 D y0, supB 00 D y00. Оскiльки S — неперервна напiвгратка,

то у нiй виконано meet continuity, i supfa0 ^ a00 j a0 2 A0; a00 2 A00g D x.

Неважко перевiрити, що множина

f.a0 ^ a00; b0 _ b00/ j a0 2 A0; a00 2 A00; b0 2 B 0; b00 2 B 00g � S � L

напрямлена вгору, i її супремум рiвний .x; y0 _ y00/. Для кожних a0 2 A0, a00 2

A00, b0 2 B 0, b00 2 B 00 iснують i; j 2 I, для яких .a0; b0/ 2 Ti , .a00; b00/ 2 Tj , тодi

для такого k 2 I, що Ti ; Tj � Tk , маємо

.a0 ^ a00; b0/ 2 Ti ; .a
0 ^ a00; b00/ 2 Tj H) .a0 ^ a00; b0 _ b00/ 2 Tk;

отже, .x; y0 _ y00/ 2 Cl.
S

i2I Ti / D T0. Тому T0 — теж правий тензор, i су-

премум напрямленої вгору сiм’ї елементiв S ˝r L збiгається з їх супремумом

у цiлком дистрибутивнiй гратцi всiх замкнених за Скоттом пiдмножин S � L.

Тому пiдмножина S ˝r L цiєї гратки замкнена щодо напрямлених вгору су-

премумiв i довiльних iнфiмумiв, i сама є неперервною граткою. �

Отже :

НАСЛIДОК 3.3.10. Для неперервної напiвгратки S з нулем i неперерв-

ної гратки L множина C�_.S;L/ всiх сумiсностей, що зберiгають попарнi

супремуми по другому аргументу, є двоїсто неперервною граткою.
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3.4. Тензорне множення монотонних предикатiв

Розглянемо наступну конструкцiю для нетривiальних (неодноелементних)

повних стабiльно неперервних напiвграток з нулями S i S 0. Як вiдомо, двоїстi

напiвгратки S^ та S 0^ теж повнi i стабiльно неперервнi, тому згiдно доведено-

го вище множина C^^.S
^; S 0^/ всiх сумiсностей мiж S^ та S 0^, що зберiгають

iнфiмуми по обох аргументах, є повною неперервною напiвграткою, яку по-

значимо S � S 0. Задамо вiдображення � W S ! S � S 0 формулою

�.x/.F;F0/ D

8
<̂

:̂
0; F

0 D ∅ або x 2 F;

1; F

0 ¤ ∅ i x … F;

F 2 S^; F0 2 S 0^;

(нагадаємо, що F i F0 — вiдкритi фiльтри, що не мiстять нуля, вiдповiдно у S i

S 0). Неважко перевiрити збереження всiх iнфiмумiв та супремумiв вiдображе-

нням � , як i аналогiчним вiдображенням � 0 W S 0 ! S � S 0, де

� 0.y/.F;F0/ D

8
<̂

:̂
0; F D ∅ або y 2 F

0;

1; F ¤ ∅ i y … F

0;

F 2 S^; F0 2 S 0^:

Отже, можна вважати, що S � S 0 мiстить S i S 0.

Варто розглянути будову S � S 0, якщо S D exp� X , S 0 D exp� Y для

компактiв X та Y . Кожний елемент S^ визначений деякою множиною F 2

exp� X i має вигляд FF D fA 2 exp�X j A \ F D ∅g, зокрема, порожнiй

фiльтр — це FX . Аналогiчно елементи S 0^ збудованi як F

0
G D fB 2 exp� Y j

B \ G D ∅g для всiх G 2 exp� Y , i ∅ D F

0
Y . Тодi елемент P 2 S � S 0 — це

функцiя з властивостями

(1) P.FX ;F
0
G/ D P.FF ;F

0
Y / D 0 для всiх F 2 exp� X , G 2 exp� Y ;

(2) P.FF1
\ FF2

;F0
G/ D P.FF1

;F0
G/ ^ P.FF2

;F0
G/ для всiх F1; F2 2

exp� X , G 2 exp� Y ;
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(3) P.FF ;F
0
G1

\F

0
G2
/ D P.FF ;F

0
G1
/^P.FF ;F

0
G2
/ для всiх F 2 exp� X ,

G1; G2 2 exp� Y .

Якщо позначимо P.FF ;F
0
G/ D Q.F;G/, то умови вище набудуть про-

стiшого вигляду :

(1) Q.X;G/ D Q.F; Y / D 0 для всiх F 2 exp� X , G 2 exp� Y ;

(2)Q.F1 [F2; G/ D minfQ.F1; G/;Q.F2; G/g для всiх F1; F2 2 exp� X ,

G 2 exp� Y ;

(3) Q.F;G1 [ G2/ D minfQ.F;G1/;Q.F;G2/g для всiх F 2 exp� X ,

G1; G2 2 exp� Y .

Оскiльки функцiяQ W exp�X � exp� Y ! f0; 1g неперервна за Скоттом,

то для кожних таких F;G, що Q.F;G/ D 1, iснують замкненi околиOF � F ,

G � G, такi, що Q.OF ;OG/ D 1. Звiдси випливає, що об’єднання

U D
[

fF �G j F 2 exp� X; G 2 exp� Y; Q.F;G/ D 1g

є вiдкритою власною пiдмножиною X � Y . Бiльше того, для довiльних F 2

exp� X , G 2 exp� Y з F �G � U , або, що рiвносильно, .F �G/\H D ∅ для

H D .X �Y /nU 2 exp.X �Y /, випливаєQ.F;G/ D 1. Отже,Q визначається

формулою

Q.F;G/ D

8
<̂

:̂
1; .F �G/ \H D ∅;

0; .F �G/ \H ¤ ∅;

F 2 exp� X; G 2 exp� Y:

З iншого боку, кожна H 2 exp.X � Y / за формулою вище задає функцiю Q

з властивостями (1), (2). Вiдповiдна функцiя P W .exp� X/
^ � .exp� Y /

^ !

f0; 1g задається як

Q.F;F0/ D

8
<̂

:̂
1; iснують такi A 2 F; B 2 F

0; що .A � Y / [ .X � B/ � H;

0; для всiх A 2 F; B 2 F

0 маємо .A � Y / [ .X � B/ 6� H;

F 2 .exp� X/
^, F0 2 .exp� Y /

^.
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Отже :

S � S 0 D exp� X � exp� Y Š exp�.X � Y /:

Повернемось до загального випадку повних стабiльно неперервних на-

пiвграток S; S 0 з нулями i приймемо, як i ранiше, що L D .L;˚;�/ — цiлком

дистрибутивна кванталь з одиницею, операцiя � W L � L ! L (узагальнена

трикутна норма [23]) — неперервна щодо топологiї Лоусона.

Для довiльних монотонних предикатiв c 2 MŒL�S D ŒS ! Lop�
op
0 та

c0 2 MŒL�S
0 D ŒS 0 ! Lop�

op
0 задамо функцiю c � c0 W S � S 0 ! L формулою

c � c0.P / D sup

˚
c.x/ � c0.y/

ˇ̌
якщо x … F 2 S^; y … F

0 2 S 0^;

то P.F;F0/ D 0
	

для кожної сумiсностi P 2 S � S 0.

“Розшифруємо” цю формулу для S D exp� X , S 0 D exp� Y i P , визна-

ченої множиноюH вище. Тодi

c � c0.P / D sup

˚
c.A/ � c0.B/

ˇ̌
якщо A \ F ¤ ∅; B \G ¤ ∅;

то .F �G/ \H ¤ ∅;

D sup

˚
c.A/ � c0.B/

ˇ̌
A � B � H g:

Якщо трактувати елементи x 2 S та y 2 S 0 як гомоморфiзми напiгруп

S^ ! f0; 1g та S 0^ ! f0; 1g, а саме

x.F/ D

8
<̂

:̂
1; x 2 F;

0; x … F;

F 2 S^; y.F0/ D

8
<̂

:̂
1; y 2 F

0;

0; y … F

0;

F

0 2 S 0^;

то формула набуде вигляду

c � c0.P / D sup

˚
c.x/ � c0.y/

ˇ̌
x.F/ _ y.F0/ > P.F;F0/

для всiх F 2 S^; F0 2 S 0^
	
:
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ЛЕМА 3.4.1. Множина

MP D f.x; y/ 2 S � S 0 j x.F/ _ y.F0/ > P.F;F0/ для всiх F 2 S^; F0 2 S 0^g

є замкненою у нижнiй топологiї на S � S 0.

ДОВЕДЕННЯ. Очевидно, що ця множина є верхньою. Припустимо, що

.x0; y0/ … MP , тобто iснують F0 2 S^, F0
0 2 S 0^, для яких x0.F0/ D y0.F

0
0/ D

0, P.F0;F
0
0/ D 1. Оскiльки P неперервне за Скоттом, iснують такi F1 � F0,

F

0
1 � F

0
0, що P.F1;F

0
1/ D 1. Згiдно опису вiдношення � на неперервних

напiвгратках iснують такi x1 2 S , y1 2 S 0, що x1 2 F0, F1 � x1", y1 2 F

0
0,

F

0
1 � y1", звiдки x0 � x1, y0 � y1. Зауважимо, що .x1; y1/ … MP i для всiх

x … x1", y … y1" маємо x … F1, y … F

0
1, звiдки .x; y/ … MP . Це означає, що

.x0; y0/ 2 W D .S � S 0/ n f.x1; 0/; .0; y1/g" � .S � S 0/ nMP :

Множина W є елементом бази нижньої топологiї на S � S 0, отже, доповнення

до множини MP вiдкрите, а сама вона є замкненою. �

ЗАУВАЖЕННЯ. Надалi використаємо вiдомий з [35] (Вправа III.3-28)

факт, що для довiльної верхньої пiдмножини A повної неперервної напiвгра-

тки S наступнi твердження рiвносильнi :

— A замкнена у нижнiй топологiї;

— A замкнена у топологiї Лоусона;

— A компактна у топологiї Лоусона;

— A компактна у топологiї Скотта.

НАСЛIДОК 3.4.2. Для довiльних монотонних предикатiв c 2 MŒL�S D

ŒS ! Lop�
op
0 та c0 2 MŒL�S

0 D ŒS 0 ! Lop�
op
0 i кожної сумiсностi P 2 S�S 0

множина

MP;c;c0 D .c � c0/.MP /" � Lop � L0op
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компактна у топологiї Лоусона, а для напрямленої вгору сiм’ї сумiсностей

Pi 2 S � S 0, i 2 I, та точної верхньої гранi P0 D supi2I Pi виконано

MP0;c;c0 D
\

i2I

MPi ;c;c0

ДОВЕДЕННЯ. Оскiльки функцiя c�c0 W S �S 0 ! Lop �L0op неперервна

за Скоттом, то образ .c � c0/.MP / � Lop �L0op компактної множиниMP теж

компактний за Скоттом, як i його “верхня тiнь” MP;c;c0 D .c � c0/.MP /", а

тодi згiдно зауваження вище MP;c;c0 компактна у топологiї Лоусона.

Очевидно, що MP0
D

T
i2I MPi

. Для кожних ˛; ˇ 2 Lop множина D D

f.x; y/ 2 S � S 0 j c.x/ 6 ˛; c0.y/ 6 ˇ у Lopg нижня i замкнена за Скоттом,

тому компактна у топологiї Лоусона. Отже,MP0
\D ¤ ∅, якщо i тiльки якщо

MPi
\D ¤ ∅ для всiх i 2 I. Це означає, що

.˛; ˇ/ 2 .c � c0/.MP0
/" ” .˛; ˇ/ 2

\

i2I

.c � c0/.MPi
/";

тобтоMP0;c;c0 D
T

i2I MPi ;c;c0 . �

Отже :

ТЕОРЕМА 3.4. Для кожних монотонних предикатiв c 2 MŒL�S та c0 2

MŒL�S
0 функцiя c � c0 належить до MŒL�.S � S 0/.

ДОВЕДЕННЯ. З доведеного вище випливає, що для напрямленої вгору

сiм’ї сумiсностей Pi 2 S � S 0, i 2 I, та точної верхньої гранi P0 D supi2I Pi

напрямлена вниз сiм’я з компактних множин MPi ;c;c0 збiгається у топологiї

Вiєторiса на expfLg до їх перетину MP0;c;c0 . У цiлком дистрибутивнiй гратцi

супремум та iнфiмум непорожньої замкненої множини залежать вiд неї непе-

рервно щодо топологiї Вiєторiса, звiдки

c � c0.Pi / D sup

�
exp.�/.MPi ;c;c0/

�
„ ƒ‚ …

у L

! sup

�
exp.�/.MP0;c;c0/

�
„ ƒ‚ …

у L

D c � c0.P0/
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у топологiї Лоусона, тому (враховуючи напрямленiсть вгору у Lop) i у топо-

логiї Скотта.

Отже, c � c0 W S � S 0 ! Lop — неперервна за Скоттом функцiя, яка

зберiгає найменший елемент, тобто c � c0 2 MŒL�.S � S 0/. �

Цим доведено, що для нормованих монотонних предикатiв на повних

стабiльно неперервних напiвгратках S i S 0 можна означити тензорний добу-

ток, який є нормованим монотонним предикатом на повнiй напiвгратцi S�S 0.

Щоб змiстовно поставити запитання про його асоцiативнiсть, потрiбно або зня-

ти вимогу стабiльної неперервностiS i S 0, або довести стабiльну неперервнiсть

S � S 0, що ми маємо намiр зробити у майбутньому.

Однак побудована операцiя є комутативною у тому розумiннi, що c�c0 D

.c0 � c/ ı i , де i W S 0 � S ! S � S 0 — очевидний iзоморфiзм. Цим на-

ше тензорне множення вiдрiзняється вiд пари несиметричних (але симетри-

чних мiж собою) тензорних множень неадитивних мiр, породжених монада-

ми [70]. Як було сказано, для S D exp� X i S 0 D exp� Y можемо ототожнити

S � S 0 та exp�.X � Y /. Тодi симетричний добуток визначається формулою:

.c � c0/.H/ D supfc.A/ � c0.B/ j A � X;B � Y;A � B � H g для кожної

замкненої H � X � Y та ємностей c 2 MX , c0 2 MY . Цей добуток ближчий

до тензорного добутку (адитивних) ймовiрнiсних мiр [10].

Двоїста у певному сенсi симетрична операцiя тензорного множення �

для свого означення потребує неперервної щодо топологiї Лоусона узагальне-

ної трикутної конорми Q� W L ! L (тобто трикутної норми на Lop) [23].

Для кожних монотонних предикатiв c 2 MŒL�S D ŒS ! Lop�
op
0 та c0 2

MŒL�S
0 D ŒS 0 ! Lop�

op
0 задамо функцiю c � c0 W S � S 0 ! L формулою

c � c0.P / D inf

˚
c.x/ Q� c0.y/

ˇ̌
якщо x 2 F 2 S^; y 2 F

0 2 S 0^;

то P.F;F0/ D 1
	
;
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або ж

c � c0.P / D inf

˚
c.x/ Q� c0.y/

ˇ̌
x.F/ ^ y.F0/ 6 P.F;F0/

для всiх F 2 S^; F0 2 S 0^
	

для кожної сумiсностi P 2 S � S 0.

Якщо S D exp� X , S 0 D exp� Y , i сумiснiсть P визначено множиноюH ,

як описано вище, то

c � c0.P / D inf

˚
c.A/ Q� c0.B/

ˇ̌
якщо A \ F D ∅; B \ G D ∅

для F 2 exp� X; G 2 exp� Y; то .F �G/ \H D ∅
	

D inf

˚
c.A/ Q� c0.B/

ˇ̌
.A � Y / [ .X � B/ � H

	
:

ЛЕМА 3.4.3. Для кожної сумiсностi P 2 S � S 0 множина

NP D f.x; y/ 2 S � S 0 j x.F/ ^ y.F0/ 6 P.F;F0/ для всiх F 2 S^; F0 2 S 0^g

є замкненою у топологiї Скотта на S � S 0.

Для довiльної напрямленої вгору сiм’ї сумiсностей Pi 2 S � S 0, i 2

I, та її точної верхньої гранi P0 D supi2I Pi множина NP0
збiгається з

замиканням щодо топологiї Скотта об’єднання
S

i2I NPi
.

ДОВЕДЕННЯ. Зрозумiло, що множинаNP є нижньою, i для довiльної на-

прямленої вгору сiм’ї .xj ; y/ 2 NP елемент .supj xj ; y/ теж належить до NP ,

аналогiчно для фiксованого першого елемента пар, звiдки маємо замкненiсть

NP щодо топологiї Скотта.

Зрозумiло, що множинаNP0
мiстить об’єднання

S
i2I NPi

. Нехай .x0; y0/ 2

NP0
, x1 � x0, y1 � y0, тодi iснують F0 2 S^, F0

0 2 S 0^, для яких x0 2 F0 �

x1", y0 2 F

0
0 � y1". За побудовою з .x0; y0/ 2 NP випливає P0.F0;F

0
0/ D

1 D supi2I Pi .F0;F
0
0/, тому iснує i 2 I, для якого Pi .F0;F

0
0/ D 1. Тодi для

всiх F 3 x1, F0 3 y1 виконано F > F0, F0 > F

0
0, тому Pi .F;F

0/ D 1, тобто
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.x1; y1/ 2 NPi
. Цим доведено, що .x0; y0/ є точкою дотику щодо топологiї

Скотта об’єднання
S

i2I NPi
. �

З цього випливає :

ТЕОРЕМА 3.5. Для кожних монотонних предикатiв c 2 MŒL�S та c0 2

MŒL�S
0 функцiя c � c0 належить до MŒL�.S � S 0/.

ДОВЕДЕННЯ. Якщо P0 D supi2I Pi для напрямленої вгору сiм’ї сумi-

сностей Pi 2 S � S 0, i 2 I, то

c � c0.P0/ D supf˛ Q� ˇ j ˛ 6 c.x/; ˇ 6 c0.y/ для деякого .x; y/ 2 NP0
g„ ƒ‚ …

у Lop

D supf˛ Q� ˇ j ˛ 6 c.x/; ˇ 6 c0.y/ для деякого .x; y/ 2
[

i2I

NPi
g

„ ƒ‚ …
у Lop

D sup

i2I

supf˛ Q� ˇ j ˛ 6 c.x/; ˇ 6 c0.y/ для деякого .x; y/ 2 NPi
g„ ƒ‚ …

у Lop

D sup

i2I

c � c0.Pi /;

тому функцiя c � c0 W S � S 0 ! Lop — неперервна за Скоттом.

Ми використали той факт, що для неперервної функцiї f i множини A

завжди f .A/ � f .ClA/ � Clf .A/, а для пiдмножини B цiлком дистрибутив-

ної гратки supClB D supB , де замикання — щодо топологiї Скотта. �

Щоб продемонструвати практичну значущiсть запропонованих констру-

кцiй, ми надамо їм теоретико-iгрову iнтерпретацiю, бiльше уваги якiй буде

придiлено у останньому роздiлi.

ПРИКЛАД 3.4.4. Для простоти покладемо L D I , S D exp� X , S 0 D

exp� Y для компактiв X;Y , тодi вважаємо, що S � S 0 D exp�.X � Y /.

Розглянемо кооперативну гру двох гравцiв, яким арбiтр пропонує непо-

рожню замкнену пiдмножинуH добуткуX�Y . Перший гравець обiцяє арбiтру
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можливiсть вибору будь-якої точки x з непорожньої замкненої пiдмножини

A � X , а другий — будь-якої точки y з непорожньої замкненої пiдмножи-

ни B � Y . Якщо арбiтр, маючи повну iнформацiю, обере точку .x; y/ … H ,

x 2 A, y 2 B , то гравцi не отримують нiчого, iнакше їх спiльний виграш тим

бiльший, чим бiльшi множини A i B , i визначається добутком c.A/ � c0.B/, де

c 2 MŒI � exp� X D MX , c0 2 MŒI � exp� Y D MY , тобто c i c0 — регулярнi

нормованi неадитивнi мiри (ємностi) вiдповiдно на X та Y . Тодi максимально

можливий виграш (з мiркувань вище бачимо, що вiн досяжний) визначається

значенням c � c0.H/.

ПРИКЛАД 3.4.5. Знову L D I , S D exp� X , S 0 D exp� Y для компактiв

X;Y , S � S 0 D exp�.X � Y /, однак тепер гравцi вiдповiдно обiцяють, що при

будь-якому виборi арбiтром точки .x; y/ 2 H буде виконано x 2 A �

l

X чи

y 2 B �

l

Y . Якщо жодна з цих обiцянок не буде виконана, вони сплачують

арбiтровi максимально можливий штраф, рiвний 1, а, якщо хоча б одна з них

здiйсниться, то їх спiльний штраф тим менший, чим меншi A i B , i рiвний

c.A/ Q�c0.B/, де c i c0 — знову регулярнi нормованi неадитивнi мiри вiдповiдно

наX та Y . Тодi точна нижня грань штрафiв, якi можуть обрати для себе гравцi,

(не обов’язково досяжна) визначається значенням c � c0.H/.

3.5. Спряженi ємностi на неперервних напiвгратках

3.5.1. Поняття спряженої ємностi. Нагадаємо, як означується спряже-

на ємнiсть до нормованої дiйснозначної ємностi c на компактi X [2], тобто до

iзотонної функцiї c W expX [ f∅g ! I , що вiдображає ∅ у 0, X у 1, i для

кожної напрямленої вниз сiм’ї .Fi /i2I замкнених пiдмножин X задовольняє

рiвнiсть c.
T

i2I Fi / D infi2I c.Fi /.
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Для кожної G �

l

X покладаємо Qc.G/ D 1 � supfc.F / j F �

l

X;F \

G D ∅g. Неважко перевiрити, що QQc � c, i для ймовiрнiсної (тобто нормованої

адитивної) мiри виконано Qc D c, i всi ймовiрнiснi мiри є самоспряженими.

Поняття спряженої мiри природно узагальнюється на граткозначнi ем-

ностi, тобто функцiї з expX [ f∅g у цiлком дистрибутивну гратку L з наве-

деними вище властивостями. Вiдмiннiсть тiльки у тому, що спряжена ємнiсть

має значення у QL D Lop i визначається формулою Qc.G/ D supfc.F / j F �

l

X;F \G D ∅g.

Нагадаємо, що множина expX , впорядкована протилежно до включення,

є неперервною граткою exp� X , i L-значна ємнiсть c на компактi X по сутi є

неперервним за Скоттом вiдображенням c W exp� X ! Lop , що вiдображає

найменший елемент X у Q0 D 1 2 L (нехтуємо значенням c.∅/, яке завжди

рiвне 0 2 L).

Якщо замiнити exp� X довiльною неперервною граткою S з нулем, то

для означення спряженого до неперервного за Скоттом вiдображення c W S !

Lop потрiбно знайти замiнник умови F \ G D ∅ вище для елементiв S . Ми

використаємо для цього сильну вiдокремлюючу сумiснiсть.

Нам будуть також потрiбнi контраварiантнi hom-функтори у категорiї

CSem0" неперервних напiвграток з найменшими елементами i неперервних за

Скоттом вiдображень, що зберiгають найменшi елементи. З Леми II.2-9 [35]

випливає, що для морфiзму f W S1 ! S2 в CSem0" вiдображення Œf ! L� W

ŒS2 ! L� ! ŒS1 ! L�, Œf ! L�.c/ D c ı f , де c 2 ŒS2 ! L�, є неперервним

за Скоттом гратковим морфiзмом. Тому отримуємо контраварiантний фун-

ктор Œ� ! L� з CSem0" в категорiю Sup повних граток i вiдображень, якi

зберiгають усi супремуми. Для кожного об’єкта S категорiї CSem0" пiдмно-

жина ŒS ! L�0 D fc 2 ŒS ! L� j c.0/ D 0g замкнена вiдносно довiльних

iнфiмумiв i супремумiв. Тому вона також є об’єктом Sup. Включення ŒS !
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L�0 ,! ŒS ! L� є морфiзмом у Sup, а Œf ! L�
�
ŒS2 ! L�0

�
� ŒS1 ! L�0

для вказаного вище вiдображення f W S1 ! S2. Тому, означуємо вiдобра-

ження Œf ! L�0 W ŒS2 ! L�0 ! ŒS1 ! L�0 як обмеження Œf ! L� та

отримуємо контраварiантний функтор Œ� ! L�0 W CSem0" ! Sup. Нагада-

ємо, що множину ŒS ! L� ототожнюємо з оберненою до множини M ŒLop�S

усiх Lop-ємностей на S . Легко бачити, що ŒS ! L�0 є оберненою до частково

впорядкованої множини MŒLop�S всiх нормованих Lop-ємностей на S .

Зафiксуємо неперервнi напiвгратки з нулями S; S 0 i сильну вiдокремлю-

ючу сумiснiсть P � S � S 0. Для неперервної за Скоттом функцiї c W S ! L

(тобто для Lop-ємностi c W S ! Lop), означимо спряжену до неї функцiю

Qc W S 0 ! QL наступним чином:

Qc.s0/ D inffc.s/ j s 2 S; .s; s0/ 2 P g в L; s0 2 S 0:

В частковому “канонiчному” випадку, коли S 0 D S^, P D f.s;F/ 2

S � S^ j s 2 Fg, спряжена функцiя Qc 2 ŒS 0 ! QL/ має вигляд

Qc.F/ D inffc.s/ j s 2 F; s ¤ >g в L; F 2 S^:

ТВЕРДЖЕННЯ 3.5.1. [57] Функцiя Qc є неперервною за Скоттом, перево-

дить нульовий елемент в нульовий елемент, а для її надграфiка виконується

рiвнiсть

f
epi Qc D f.s0; ˛0/ 2 S 0 � QL j .s; s0/ 2 P або ˛0

6 ˛ для всiх .s; ˛/ 2 epi cg:

Iстинне також наступне:

QQc.s/ D

8
<̂

:̂
c.s/; s ¤ 0;

0; s D 0;

s 2 S:

ЗАУВАЖЕННЯ. Поняття спряженостi та останнє твердження можна сфор-

мулювати у термiнах ємностей. Якщо c W S ! L є L-ємнiстю, то функцiя
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Qc W S 0 ! QL, така, що

Qc.s0/ D supfc.s/ j s 2 S; .s; s0/ 2 P g в L; s0 2 S 0;

є нормованою QL-ємнiстю, пiдграфiк якої утворюється за формулою

e
sub Qc D f.s0; ˛0/ 2 S 0 � QL j .s; s0/ 2 P або ˛ 6 ˛0 для всiх .s; ˛/ 2 sub cg:

Називаємо її ємнiстю, спряженою до c. Також QQc D c_ c0, де c0 є найменшою

нормованою ємнiстю, що переводить 0 2 S в 1 2 L, а всi iншi елементи S

переводить в 0.

Щоб довести останнє твердження i дослiдити природу взаємовiдношення

мiж c та Qc, скористаємось зв’язком Галуа.

Зафiксуємо сильну вiдокремлюючу сумiснiсть P � S � S 0, функцiю f 2

ŒS ! L� i означимо вiдображення p.f / W S 0 ! QL формулою

p.f /.s0/ D esupff .s/ Q̂ NP.s; s0/ j s 2 Sg; s0 2 S 0:

Для f 0 2 ŒS 0 ! QL� вiдображення q.f 0/ W S ! L означується подiбно:

q.f 0/.s/ D supff 0.s0/ ^ P.s; s0/ j s 2 Sg; s 2 S:

Для всiх s 2 S функцiя S 0 ! QL, яка кожному s0 ставить у вiдповiднiсть

f .s/ Q̂ NP.s; s0/, є неперервною за Скоттом, а значить, поточковий супремум

усiх таких функцiй теж є неперервним за Скоттом. Очевидно, що p.f /.0/ D

1 D Q0, а тому p.f / 2 ŒS 0 ! QL�0. Так само q.f 0/ 2 ŒS ! L�0. Зауважимо, що

для f 2 ŒS ! L� i f 0 2 ŒS 0 ! QL� виконання обох нерiвностей p.f / Q6 f 0 та

q.f 0/ 6 f є еквiвалентним наступному:

f .s/ > f 0.s0/ для всiх s 2 S; s0 2 S 0; таких, що sP s0:

Отже, четвiрка .ŒS ! L�op; p; q; ŒS 0 ! QL�op/ утворює контраварiантний зв’язок

Галуа. З того, що вiдношення P вiдокремлює точки в S та S 0, випливає, що

обмеження p0 W ŒS ! L�0 ! ŒS 0 ! QL�0 вiдображення p є iн’єкцiєю. Так само
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i обмеження q0 W ŒS 0 ! QL�0 ! ŒS ! L�0 вiдображення q є iн’єктивним. Тому

p0 i q0 є взаємно оберненими порядковими антиiзоморфiзмами.

Тепер, зауваживши, що p.f / D Qf , q.f 0/ D Qf 0, скористаємось твердже-

нням 3.5.1. Якщо S 0 D S^, а P D f.s;F/ 2 S � S^ j s 2 Fg, то такий

антиiзоморфiзм p0 W ŒS ! L�0 ! ŒS^ ! QL�0 позначатимемо κŒL�S .

Якщо S D S 0 D exp� X , P D f.F;G/ 2 .exp� X/
2 j F \ G ¤ ∅g,

c 2 M ŒL�S , то

Qc.F / D supfc.G/ j F \G D ∅g; F 2 exp� X;

що насправдi є означенням спряженої QL-ємностi до L-ємностi c на компактi

X , див. [55]. Отже, доречно називати Qc W S 0 ! QL спряженим вiдображенням

до c W S ! L, а ємнiсть Qc W S 0op ! QL спряженою ємнiстю до c W Sop ! L.

Зi сказаного вище отримуємо

ТЕОРЕМА 3.6. Для компактної гаусдорфової гратки Лоусона L i не-

перервної напiвгратки S з нижнiм елементом частково впорядкованi мно-

жини ŒS ! L�0 i ŒS^ ! QL�0 порядково антиiзоморфнi.

Частково впорядкованi множини MŒL�S i M
Œ QL�
.S^/ теж порядково

антиiзоморфнi.

3.5.2. Спряженiсть ємностей як частковий випадок спряженостi су-

мiсностей. Нагадаємо, що кожна нормована L-значна ємнiсть c на неперерв-

нiй напiвгратцi S з нулем (тобто монотоннийL-значний предикат на S) отото-

жнюється з сумiснiстю R мiж S та L, означеною як

R.x; ˛/ D

8
<̂

:̂
0; якщо ˛ 6 c.x/;

1; якщо ˛ 66 c.x/:
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Якщо зафiксовано сильну вiдокремлюючу сумiснiсть P W S�S 0 ! f0; 1g,

то аналогiчно довiльну нормовану QL-значну ємнiсть c0 на S 0 з нулем (монотон-

ний QL-значний предикат на S 0) ототожнюємо з сумiснiстю R0 мiж S 0 та L0 :

R0.x0; ˇ/ D

8
<̂

:̂
0; якщо ˇ Q6 c0.y/;

1; якщо ˇ 6 Q6 c0.y/:

Нагадаємо, що мiж L i QL iснує стандартна сумiснiсть

PL.x; y/ D

8
<̂

:̂
0; x 6 y;

1; x 66 y;

x 2 L; y 2 QL:

ТодiP˝PL є сумiснiстю мiжMŒL�S Š C�_.S;L/ таM
Œ QL�
S 0 Š C�_.S

0; QL/,

i P ˝ PL.R;R
0/ D 0, якщо i тiльки якщо c.x/ 6 c0.x0/ для всiх таких x 2 S ,

x0 2 S 0, що P.x; x0/ D 1. Тодi кажемо, що c i c0 є сумiсними. Спряжена єм-

нiсть Qc є найбiльшою найбiльшою нормованою QL-значною ємнiстю, сумiсною з

c, i вона вiдповiдає bR — найбiльшiй сумiсностi, що зберiгає попарнi супрему-

ми по другому аргументу i сумiсна з R. Отже :

ТВЕРДЖЕННЯ 3.5.2. Якщо нормована L-значна ємнiсть c на неперерв-

нiй напiвгратцi S з нулем визначає сумiснiсть R мiж S i L, P — сильна

вiдокремлююча сумiснiсть мiж S i S 0, PL — стандартна сумiснiсть мiж

L i QL, тодi спряжена ємнiсть Qc W S 0 ! QL визначає сумiснiсть bR мiж S 0 i QL,

спряжену до R щодо P ˝ PL.

Отже, спряженiсть ємностей (монотонних предикатiв) є звуженням спря-

женостi сумiсностей.

3.5.3. Спряженiсть як природне перетворення мiж двома класични-

ми двоїстостями. Вiзьмемо “стандартнi” сильнi вiдокремлюючi сумiсностi

P1 � S1 � S^
1 i P2 � S2 � S^

2 . Тобто, Pi D f.s;F/ 2 Si � S^
i j s 2 Fg,
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i D 1; 2, а контраварiантнi зв’язки Галуа .ŒSi ! L�
op
0 ; pi ; qi ; ŒS

^
i ! QL�

op
0 /,

i D 1; 2 такi, як описано вище.

Для морфiзму f W S1 ! S2 у CSem0 розглянемо дiаграму:

ŒS1 ! L�0

p1 //
ŒS^

1 ! QL�0
q1

oo

Œf ^! QL�0

��

ŒS2 ! L�0

p2 //

Œf !L�0

OO

ŒS^
2 ! QL�0

q2

oo

ЛЕМА 3.5.3. [57] Четвiрка .ŒS1 ! L�
op
0 ; Œf

^ ! QL�0 ı p1; Œf ! L�0 ı

q2; ŒS
^
2 ! QL�

op
0 / утворює контраварiантний зв’язок Галуа.

ДОВЕДЕННЯ. Зауважимо, що для всiх ' 2 ŒS1 ! L�0,  2 ŒS^
2 ! QL�0

нерiвнiсть Q' ı f ^ Q6  еквiвалентна

 .y/ 6 '.x/ для всiх x 2 S1; y 2 S^
2 ; для яких .x; f ^.y// 2 P1;

а нерiвнiсть Q ı f 6 ' еквiвалентна

 .y/ 6 '.x/ для всiх x 2 S1; y 2 S^
2 ; для яких .f .x/; y/ 2 P2:

Оскiльки .x; f ^.y// 2 P1 тодi i тiльки тодi, коли .f .x/; y/ 2 P2, то ми при-

ходимо до потрiбного висновку. �

НАСЛIДОК 3.5.4. Вiдображення q2 ı Œf ^ ! QL�0 ı p1 W ŒS1 ! L�0 !

ŒS2 ! L�0 є верхнiм спряженим до Œf ! L�0 W ŒS2 ! L�0 ! ŒS1 ! L�0.

Для вiдображення повних граток ' W L ! L0 позначаємо '� нижнє

обернене до нього, тобто, таке вiдображення L0 ! L, для якого

'�.y/ D supfx 2 L j '.x/ 6 yg; y 2 L0:

Нагадаємо, що за теоремою спряження для порядкових структур [35] будь-яке

вiдображення повних граток ' W L ! L0, що зберiгає всi супремуми, є нижнiм

спряженим до єдиного зв’язку Галуа мiж цими гратками, а верхнiм спряженим

є '�.
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З теореми IV.1-3 [35] випливає, що категорiя Sup всiх повних граток i

вiдображень, якi зберiгають усi супремуми, є самодвоїстою вiдносно контра-

варiантного функтора QD, що кожнiй гратцi L ставить у вiдповiднiсть Lop , а

кожному морфiзму f W L1 ! L2 спiвставляє .f �/op W L
op
2 ! L

op
1 .

Дiаграма

Sup
QD // Sup

CSem0

Œ�!L�0

OO

.�/^

// CSem0

Œ�! QL�0

OO

в загальному не є комутативною, але двi попарнi композицiї iзоморфнi [48]

(зауважимо, що функтори контраварiантнi).

Склавши разом усi твердження, отримуємо один з головних результатiв

цього роздiлу.

ТЕОРЕМА 3.7. Набiр κŒL� всiх iзоморфiзмiв κŒL�S W ŒS ! L�
op
0 !

ŒS^ ! QL�0 для всiх об’єктiв категорiї CSem0 є iзоморфiзмом функторiв

QD ı Œ� ! L�0 ! Œ� ! QL�0 ı .�/^.

Тому, конструкцiї граток нормованих L-ємностей i нормованих

QL-ємностей на неперервних напiвгратках з нулем є функторiальними i пов’язанi

з допомогою двох класичних двоїстостей та функторiального iзоморфiзму.

Компоненти останнього зiставляють кожнiй ємностi спряжену до неї.

Висновки до роздiлу 3.

У третьому роздiлi запроваджено поняття сумiсностi мiж неперервними

напiвгратками i показано, що пiдкласи класу сумiсностей вiдповiдають непе-

рервним за Скоттом вiдображенням, зв’язкам Галуа, iзотонним вiдображенням

з лiнiйно впорядкованими образами. Видiлено пiдклас сильних сумiсностей i
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доведено, що всi вони iзоморфнi до природних сумiсностей мiж неперервни-

ми напiвгратками з нулями та їх модифiкованими двоїстими за Лоусоном на-

пiвгратками. Доведено твердження про неперервнiсть частково впорядкованої

множини неперервних за Скоттом вiдображень з повної неперервної напiвгра-

тки у неперервну напiвгратку, з якої отримано, що сумiсностi, що зберiгають

попарнi iнфiмуми по другому аргументу, мiж повною неперервною напiвгра-

ткою i неперервною напiвграткою з нулем, утворюють неперервну напiвгратку

з нулем, як i сумiсностi мiж повними стабiльно неперервними напiвгратками,

що зберiгають попарнi iнфiмуми по обох аргументах. Доведено, що частко-

во впорядкованi множини сумiсностей, що зберiгають попарнi супремуми по

одному чи двох аргументах, є двоїсто неперервними гратками. Побудовано

двi симетричнi операцiї тензорного множення предикатiв, що є аналогами тен-

зорного множення адитивних мiр. Доведено, що пари сумiсностей мiж непе-

рервними напiвгратками з нулем задають сумiснiсть мiж цiлком дистрибутив-

ними гратками сумiсностей, визначену зв’язком Галуа, i описано цей зв’язок.

Показано, що вiдома дiя знаходження спряженої до граткозначної ємностi на

напiвгратцi, яка узагальнює взяття спряженої до неадитивної мiри на компа-

ктi, є частковим випадком цього зв’язку Галуа. Доведено, що вiдображення

взяття спряжених до граткозначних мiр в сукупностi утворюють iзоморфiзм

функторiв, що пов’язує двi класичнi двоїстостi у теорiї областей.

Результати роздiлу опублiковано у працях [6, 7, 53, 57].
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РОЗДIЛ 4

НЕОДНОЗНАЧНI ЗОБРАЖЕННЯ

Бiльшiсть цього роздiлу буде присвячена вивченню спецiальних класiв

вiдношень — чiтких та граткозначних (нечiтких) неоднозначних зображень

мiж неперервними напiвгратками. Вже було сказано, що сукупностi монотон-

них предикатiв можна розумiти як аналоги вiльних векторних топологiчних

просторiв чи вiльних опуклих компактiв. Тодi неоднозначнi зображення, ра-

зом з доречно означеними їх композицiями, вiдповiдають неперервним лiнiй-

ним чи афiнним вiдображенням. Крiм того, ми доводимо, що можна означити

“скалярний добуток” предикатiв так, що для лiнiйних вiдображень iснують ер-

мiтово спряженi, вiдповiднi псевдооберненим неоднозначним зображенням.

4.1. Категорiя неоднозначних зображень

ОЗНАЧЕННЯ 4.1.1. Нехай S1; S2 неперервнi напiвгратки з нулями 01 та

02 вiдповiдно. Неоднозначним зображенням S1 в S2 є бiнарне вiдношення

R � S1 � S2, для якого виконуються умови:

(1) якщо .x; y/ 2 R, x 6 x0 в S1, а y0 6 y в S2, то .x0; y0/ 2 R;

(2) для всiх x 2 S1 множина xR D fy 2 S2 j .x; y/ 2 Rg непорожня i

замкнена за Скоттом в S2.

З означення випливає, що .x; 02/ 2 R для всiх x 2 S . Всi замкненi

за Скоттом множини є нижнiми, отже, з (2) випливає, що .x; y0/ 2 R, якщо

.x; y/ 2 R i y0 6 y. Тому умову (1) можна розглядати у такому видi: .x0; y/ 2

R для .x; y/ 2 R та x 6 x0.
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Зафiксуємо сильнi вiдокремлюючi сумiсностi P1 W S1 � OS1 ! f0; 1g i

P 0 D S2 � OS2 ! f0; 1g.

Для неоднозначного зображенняR � S1�S2 означимо вiдношенняR` �

OS2 � OS1 формулою

R` D
˚
. Oy; Ox/ 2 OS2 � OS1 j з того, що xP1 Ox D 1 для деякого x 2 S1;

випливає iснування y 2 xR; для якогоyP2 Oy D 1
	

або, що рiвносильно,

R` D
˚
. Oy; Ox/ 2 OS2 � OS1 j якщо x 2 S1 таке, що yP2 Oy D 0

для всiх y 2 xR; то xP1 Ox D 0
	
:

Очевидно, що R` теж є неоднозначним зображенням. Отже, ми можемо

обчислити R`
`

D .R`/` � S � S 0, ще раз застосувавши сумiсностi.

ТЕОРЕМА 4.1. [60] Для кожного неоднозначного зображенняR � S1 �

S2 виконується включення R`
`

� R. Рiвнiсть R D R`
`

еквiвалентна до умов

(3) якщо .x; y/ 2 R i y0 � y в S2, то iснує x0 � x в S1, для якого

.x0; y0/ 2 R;

(4) якщо .01; y/ 2 R, то y D 02.

ДОВЕДЕННЯ. Зауважимо, що має мiсце формула

OyR` D
˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR/?

	?
:

Тому

NxR`
`

D
˚

Oy 2 OS2

ˇ̌
Nx 2 . OyR`/?

	?
D

˚
Oy 2 OS2

ˇ̌
Nx 2 fx 2 S1 j Oy 2 .xR/?g??

	?
:

Беручи до уваги

Nx 2 fx 2 S j Oy 2 .xR/?g?? ( Oy 2 . NxR/?;

отримаємо

NxR`
`

�
˚

Oy 2 OS2 j Oy 2 . NxR/?
	?

D . NxR/?? D NxR
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для всiх Nx 2 S1. Отже, включення виконується.

Якщо .O02; Ox/ 2 R`, то для кожного x 2 S1 i всiх y 2 xR виконано

yP2
O02 D 0, звiдки xP1 Ox D 0 теж повинно виконуватись для всiх x 2 S1,

тому Ox D O01. Отже, (4) iстинне для всiх вiдношень R`, тому i для R`
`

. Звiдси

виконання (4) для R необхiдне для рiвностi R D R`
`

.

Припустимо, що (4) виконано. Множина fx 2 S1 j Oy 2 .xR/?g нижня

i непорожня (бо згiдно (4) мiстить 01), тому подвiйна трансверсаль для неї є

замиканням. Тому

NxR`
`

D
˚

Oy 2 OS2

ˇ̌
Nx 2 Clfx 2 S1 j Oy 2 .xR/?g

	?

D
˚

Oy 2 OS2

ˇ̌
Oy 2 .xR/? для всiх x � Nx

	?

D
�\

f.xR/? j x � Nxg
�?
:

Сiм’я ffxR/? j x � Nxg замкнених нижнiх множин є фiльтрованою. Отже,

трансверсаль їх перетину дорiвнює

Cl

�[
f.xR/?? j x � Nxg

�
D Cl

�[
fxR j x � Nxg

�
;

а рiвнiсть R`
`

D R еквiвалентна до

NxR D Cl

�[
fxR j x � Nxg

�
;

що, фактично, є умовою (3). �

З рiвностi R`
` D R випливає .R`/`

`

D R`. Отже, якщо (3) виконується

для R, то вона виконується i для R`. Тому на таких неоднозначних зображен-

нях операцiя . /` iнволютивна i називаємо R та R` псевдооберненими одне

до одного. Неоднозначнi зображення, для яких R`
` D R, називаються псевдо-

оборотними.

Одна з причин розглядати цей пiдклас полягає в тому, що якщо ми ском-

понуємо неоднозначнi зображення як вiдношення, тобто, для R � S1 � S2,
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Q � S2 � S3 розглянемо

RQ D f.x; z/ 2 S1 � S3 j iснує y 2 S2; для якого .x; y/ 2 R; .y; z/ 2 Qg;

то в результатi отримаємо вiдношення, яке не обов’язково є замкненим, як

цього вимагає умова (2) в означеннi неоднозначного зображення. Отже, нео-

днозначнi зображення не утворюють категорiю з такою композицiєю.

Щоб це виправити, переозначимо композицiю

RIQ D f.x; z/ 2 S1 � S3 j z 2 Cl.xRQ/g D

D f.x; z/ 2 S1 � S3 j для всiх z0 � z

iснує таке y 2 S2, шо .x; y/ 2 R; .y; z0/ 2 Qg:

Тепер маємо замкненiсть, але композицiя “I” не є асоцiативною.

ЛЕМА 4.1.2. [60] Для всiх неоднозначних зображень R � S1 � S2, Q �

S2 � S3 виконується включення Q`IR` � .RIS/`.

ДОВЕДЕННЯ. Оскiльки OzQ`IR` D Cl. OzQ`R`/ для всiх Oz 2 OS3, а

Oz.RIQ/` замкнене в S1, то достатньо довести Q`R` � .RIQ/`.

Нехай маємо . Oz; Ox/ 2 Q`R`. Виберемо Oy 2 OS2, для якого . Oz; Oy/ 2 Q` i

. Oy; Ox/ 2 R`. Тодi

1/ якщо xP1 Ox D 1 для деякого x 2 S1; то iснує y 2 xR; yP2 Oy D 1;

2/ якщо yP2 Oy D 1 для деякого y 2 S2; то iснує z 2 yQ; zP3 Oz D 1:

А це означає, що

якщо xP1 Ox D 1 для деякого x 2 S1; то iснує z 2 xRQ; zP3 Oz D 1:

Бiльше того, останнє z належить xRIQ. Отже, . Oz; Ox/ 2 .RIQ/`. �

НАСЛIДОК 4.1.3. Нехай неоднозначнi зображення R � S1 � S2, Q �

S2 � S3 є псевдооборотними. Тодi Q`IR` D .RIQ/`, а композицiя RIQ

також є псевдооборотною.
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ДОВЕДЕННЯ. Беручи до уваги сказане вище, а також те, що вiдображе-

ння .�/` антитонне, маємо:

RIQ D R`
`

IQ`
`

� .Q`IR`/` � .RIQ/`
`

:

Оскiльки, як вiдомо, виконується i обернене включення, то RIQ D .RIQ/`
`

D

.Q`IR`/`, тобто, зображенняRIQ є псевдооборотним. Далi застосуємо .�/`

ще раз i отримаємо .RIQ/` D .Q`IR`/`
`

D Q`IR`. �

ТВЕРДЖЕННЯ 4.1.4. Композицiя “;” псевдооборотних неоднозначних

зображень асоцiативна.

ДОВЕДЕННЯ. Нагадаємо, що для неоднозначних зображеньR � S1�S2,

Q � S2 � S3 композицiя обчислюється наступним чином:

RIQ D f.x; z/ 2 S1 � S3 j для всiх z0 � z iснує y 2 S2;

для якого .x; y/ 2 R; .y; z0/ 2 Qg:

Також важливо те, що для елементiв a � c у неперервнiй напiвгратцi iснує

елемент b такий, що a � b � c.

Нехай .x; t/ 2 RI.QIT /. Для довiльного t 0 � t виберемо t 00 таке, що

t 0 � t 00 � t . Тодi iснує y 2 S2, для якого .x; y/ 2 R, .y; t 00/ 2 QIT . З цього

випливає iснування z 2 S3, для якого .y; z/ 2 Q, .z; t 0/ 2 T .

Нехай тепер .x; t/ 2 .RIQ/IT , тодi для всiх t 0 � t виберемо t 0 � t 00 � t .

Для нього iснує z0 2 S3 таке, що .x; z0/ 2 RIQ, .z0; t 00/ 2 T . Iз псевдооборо-

тностi T випливає iснування z � z0, для якого .z; t 0/ 2 T . Також iснує y 2 S2

такий, що .x; y/ 2 R, .y; z/ 2 Q.

З iншого боку, якщо для x 2 S1, t 2 S4 елементи y 2 S2, z 2 S3 iснують

для всiх t 0 � t , для яких .x; y/ 2 R, .y; z/ 2 Q, .z; t 0/ 2 T , то .x; t 0/ 2 RQT .

Отже, .x; t 0/ 2 R.QIT / i .x; t 0/ 2 .RIQ/T , звiдки випливає .x; t/ 2 RI.QIT / i

.x; t/ 2 .RIQ/IT . Тому RI.QIT / D .RIQ/IT . �
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Неважко перевiрити, що для неперервної напiвгратки S з нулем вiдно-

шення ES D f.x; y/ 2 S � S j y 6 xg є псевдооборотним неоднозначним

зображенням, яке є нейтральним елементом для композицiї. Тому:

ТЕОРЕМА 4.2. [60] Усi неперервнi напiвгратки з нульовими елемента-

ми i усi псевдооборотнi неоднозначнi зображення утворюють категорiю

CSemPR, яка мiстить CSem0 як пiдкатегорiю.

Очевидним є вкладення CSem0 ! CSemPR: IS D S для об’єкта S i

If D f.x; y/ 2 S1 � S2 j y 6 f .x/g для стрiлки f W S1 ! S2.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.1.5. Вiдповiднiсть .�/` є iнволютивним контраварi-

антним функтором (самодвоїстiстю) у CSemPR, який є продовженням

функтора .�/^ в CSem0.

4.2. Категорiя L-нечiтких неоднозначних зображень

Тепер продовжимо поняття неоднозначних зображень до граткозначних

вiдношень в дусi [72], як було зроблено у [55] та [57].

ОЗНАЧЕННЯ 4.2.1. Нехай маємо неперервнi напiвгратки S1; S2 з нулями

01 i 02 вiдповiдно i цiлком дистрибутивну гратку L з нижнiм елементом 0 та

верхнiм елементом 1. L-нечiтким неоднозначним зображенням (чи просто

L-неоднозначним зображенням) S1 у S2 є тернарне вiдношення R � S1 �

S2 � L таке, що

(1) якщо .x; y; ˛/ 2 R, x 6 x0 в S1, y0 6 y в S2 i ˛0 6 ˛ в L, то

.x0; y0; ˛0/ 2 R;

(2) для будь-якого x 2 S1 множина xR D f.y; ˛/ 2 S2�L j .x; y; ˛/ 2 Rg

замкнена за Скоттом в S2 � L i мiстить усi елементи виду .02; ˛/ та .y; 0/;
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(3) для всiх x 2 S1, y 2 S2, ˛; ˇ 2 L з того, що .x; y; ˛/ 2 R, .x; y; ˇ/ 2 R

випливає .x; y; ˛ _ ˇ/ 2 R.

Наступне означення рiвносильне.

ОЗНАЧЕННЯ 4.2.2. Для неперервних напiвграток S1; S2 з нулями i цiл-

ком дистрибутивної гратки L тернарне вiдношення R � S1 � S2 � L є L-

неоднозначним зображенням S1 в S2, якщо

(10) для всiх y 2 S2, ˛ 2 L множина Ry˛ D fx 2 S1 j .x; y; ˛/ 2 Rg є

верхньою в S1;

(20) для всiх x 2 S1, ˛ 2 L множина xR˛ D fy 2 S2 j .x; y; ˛/ 2 Rg є

непорожньою i замкненою за Скоттом в S2;

(30) для всiх x 2 S1, y 2 S2 множина xyR D f˛ 2 L j .x; y; ˛/ 2 Rg є

непорожньою, напрямленою вгору i замкненою за Скоттом в L.

Враховуючи цiлком дистрибутивнiсть L, умова (30) еквiвалентна до ко-

жної з наступних властивостей:

(300) для всiх x 2 S1, y 2 S2 множина xyR D f˛ 2 L j .x; y; ˛/ 2 Rg є

непорожньою напрямленою вгору нижньою множиною i такою, що, якщо ˇ 2

xyR для кожного ˇ � ˛, то ˛ 2 xyR;

(3000) для всiх x 2 S1, y 2 S2 множина xyR нижня i має найбiльший

елемент (тобто, має вигляд f˛g#).

Зафiксуємо x 2 S1. Тодi, вiдповiдно до (3000) формула

mxR.y/ D maxf˛ 2 L j .x; y; ˛/ 2 Rg; y 2 S2;

означує нормований L-нечiткий монотонний предикат mxR 2 MŒL�S2. Вiдпо-

вiднiсть R, що переводить x у mxR є iзотонним вiдображенням S1 ! MŒL�S2.

З iншого боку, як i у бiнарному випадку, кожне iзотонне вiдображення R W

S1 ! MŒL�S2 породжує L-неоднозначне зображення

R D f.x; y; ˛/ 2 S1 � S2 � L j ˛ 6 R.x/.y/g;
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i навпаки. Отже, ми можемо розглядати L-неоднозначнi зображення або як

вiдношення, або як iзотоннi вiдображення, залежно, що для нас є зручнiшим.

Довiльне L-неоднозначне зображення S1 в S2 позначаємо R W S1 )L S2.

Iнтерпретуємо .x; y; ˛/ як “якщо x iстинне, то значенням iстинностi y є що-

найменше ˛” або “з x випливає y з вiрогiднiстю щонайменше ˛”. За означен-

ням, для довiльних x та y iснує найбiльше таке ˛, яке можна також розглядати

як якiсть або точнiсть зображення однiєї iнформацiї iншою.

Зазначимо, що (10) i (20) разом означають, що для усiх ˛ 2 L перерiз

R˛ D f.x; y/ 2 S1 �S2 j .x; y; ˛/ 2 Rg є (чiтким) неоднозначним зображенням

S1 в S2. Будемо називати такий перерiз ˛-перерiзом R i позначатимемо R˛.

Зафiксуємо вiдокремлюючi сумiсностi P1 W S1 � OS1 ! f0; 1g, P2 D S2 �

OS2 ! f0; 1g.

Для неоднозначного зображення R � S1 � S2 � L означимо вiдношення

R` � OS2 � OS1 � L, використовуючи ˛-перерiзи:

.R`/˛ D

8
<̂

:̂

T
ˇ�˛.Rˇ /

`; ˛ ¤ 0;

OS2 � OS1; ˛ D 0:

Еквiвалентними до попереднього є наступнi означення, заданi формулами

R` D
˚
. Oy; Ox; ˛/ 2 OS2� OS1 j якщо ˇ � ˛ ¤ 0 i xP1 Ox D 1 для деякого x 2 S1;

то знайдеться y 2 S2;що .y; ˇ/ 2 xR; yP2 Oy D 1
	

або

R` D
˚
. Oy; Ox/ 2 OS2 � OS1 j якщо ˇ � ˛ ¤ 0 i x 2 S1 таке, що yP2 Oy D 0

для всiх .y; ˇ/ 2 xR; то xP1 Ox D 0
	
:

Коротша формула використовує трансверсалi:

Oy.R`/˛ D

8
<̂

:̂

T
ˇ�˛

˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xRˇ /

?
	?
; ˛ ¤ 0;

OS1; ˛ D 0:
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ТВЕРДЖЕННЯ 4.2.3. [60] Вiдношення R` є L-неоднозначним зображе-

нням.

ДОВЕДЕННЯ. Перетин чiтких неоднозначних зображень теж є чiтким

неоднозначним зображенням, тому умови (10) i (20) для R` виконуються. Щоб

перевiрити 300, вважаємо, що ˇ 2 Oy OxR` для всiх ˇ � ˛ ¤ 0, тобто, . Oy; Ox/ 2
T

ˇ�˛

T

�ˇ .R
 /

`. У цiлком дистрибутивнiй гратцi L маємо 
 � ˛ тодi i

тiльки тодi, коли iснує ˇ, для якого 
 � ˇ � ˛. Отже, . Oy; Ox/ 2
T


�˛.R
 /
`,

звiдки випливає ˛ 2 Oy OxR`.

Очевидно, що множина Oy OxR` нижня i мiстить 0. Покажемо, що вона на-

прямлена вгору. Якщо ˛; ˇ 2 Oy OxR`, тодi для всiх 
 � ˛ _ ˇ iснують ˛0 � ˛,

ˇ0 � ˇ, що 
 6 ˛0 _ ˇ0. Тому

Ox 2 Oy.R˛0/` \ Oy.Rˇ 0/`

D
˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR˛0/?

	?
\

˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xRˇ 0/?

	?

D
˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR˛0/? або Oy 2 .xRˇ 0/?

	?

�
˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR˛0_ˇ 0/?

	?
D Oy.R˛0_ˇ 0/` � Oy.R
 /

`:

Отже, ˛ _ ˇ 2 Oy OxR` i вище згадана множина напрямлена вгору в L. �

Тому R`
`

D .R`/` � S1 � S2 � L є L-неоднозначним зображенням.

ТЕОРЕМА 4.3. [60] Для кожного неоднозначного зображенняR � S1�

S2 � L виконується включення R`
`

� R. Рiвнiсть R D R`
`

iстинна, якщо i

тiльки якщо виконано умови

(4) якщо .x; y; ˛/ 2 R, y0 � y в S2 i ˛0 � ˛ в L, то знайдеться x0 � x

в S , для якого .x0; y0; ˛0/ 2 R;

(5) якщо .01; y; ˛/ 2 R, ˛ ¤ 0, то y D 02.

ДОВЕДЕННЯ. Необхiднiсть (5) є очевидним наслiдком аналогiчної вла-

стивостi (4) для псевдооборотних чiтких неоднозначних зображень. Вважаємо,
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що (5) виконується. Нагадаємо, що

Oy.R`/ˇ D
\


�ˇ

˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR
 /

?
	?

D
� [


�ˇ

˚
x 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .xR
 /

?
	�?

:

Отже,

x.R`
`

/˛ D
\

ˇ�˛

˚
Oy 2 OS2

ˇ̌
x 2 . Oy.R`/ˇ /

?
	?

D
\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
x 2

� [


�ˇ

˚
x0 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .x0R
 /

?
	�??

o?

(подвiйна трансверсаль непорожньої згiдно з (5)

множини є її замиканням за Скоттом)

D
\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
x 2 Cl

� [


�ˇ

˚
x0 2 S1

ˇ̌
Oy 2 .x0R
 /

?
	�o?

(замикання за Скоттом нижньої множини A

складається з усiх точок, наближених елементами A)

D
\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
для кожного x0 � x є 
 � ˇ; що Oy 2 .x0R
 /

?
o?

�
D

\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
для кожного x0 � x Oy 2 .x0Rˇ /

?
o?

D
\

ˇ�˛

�
fxg ## Rˇ

�??

�
\

ˇ�˛

�
xRˇ

�??
D

\

ˇ�˛

�
xRˇ

�
D xR˛;

тому R`
`

� R. Доведемо, що рiвнiсть “
�
D” виконується. Очевидно, що якщо


 � ˇ i Oy 2 .x0R
 /
?, то Oy 2 .x0Rˇ /

?. Операцiя .�/? антитонна, тому вико-

нується включення “�”. З iншого боку,

iснує 
 � ˇ; що для всiх x0 � x Oy 2 .x0R
 /
?

H) для кожного x0 � x знайдеться 
 � ˇ; для кого Oy 2 .x0R
 /
?:
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Отже,

\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
для кожного x0 � x знайдеться 
 � ˇ; для якого Oy 2 .x0R
 /

?
o?

�
\

ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
iснує 
 � ˇ; що для всi x0 � x Oy 2 .x0R
 /

?
o?

D
\


�ˇ�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
для кожного x0 � x Oy 2 .x0R
 /

?
o?

D
\


�˛

n
Oy 2 OS2

ˇ̌
для кожного x0 � x Oy 2 .x0R
 /

?
o?

;

тому включення “�” (пiсля перепозначення 
 на ˇ) також виконується.

Зрозумiло також, що для того, щоб виконувалась рiвнiсть R`
`

D R, необ-

хiдно i достатньо, щоб у заданiй вище послiдовностi замiсть “�” було “D”, тоб-

то, кожен y 2 xR˛ має бути точкою дотику для всiх нижнiх множин fxg ## Rˇ ,

де ˇ � ˛, що фактично є умовою (4). �

L-неоднозначне зображення R, для якого R D R`
`

, також називається

псевдооборотним. Тодi:

ТВЕРДЖЕННЯ 4.2.4. [60] L-неоднозначне зображення R � S1 �S2 � L

є псевдооборотним тодi i тiльки тодi, коли воно як вiдображення S1 !

MŒL�S2 неперервне за Скоттом i зберiгає нуль.

ДОВЕДЕННЯ. Якщо R псевдооборотне, то згiдно умов (2’), (5) для ко-

жного y 2 S2 :

R.0/.y/ D

8
<̂

:̂
1; y D 0;

0; y ¤ 0;

тобто R.0/ є найменшим елементом MŒL�S2. Неперервнiсть S1 ! MŒL�S2 за

Скоттом випливає з (4). Обернена iмплiкацiя аналогiчна. �
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Щоб означити композицiю L-неоднозначних зображень, нам потрiбна до-

даткова операцiя � W L � L ! L, котра робить L D .L;�/ унiтальною кван-

таллю, тобто, ця операцiя нескiнченно дистрибутивна по вiдношенню до су-

премумiв по обох змiнних (отже, неперервна за Скоттом) i 1 є двосторонньою

одиницею для “�”. Зазначимо, що комутативнiсть не вимагається, тому вiд

тепер “�” є (можливо) некомутативною напiвнеперервною знизу кон’юнкцiєю

для L-значної нечiткої логiки [15, 37]. Операцiя ˛ O� ˇ � ˇ � ˛ задовольняє тi

самi вимоги, а тому OL D .L; O�/ також є унiтальною кванталлю.

Тодi, для L-неоднозначних зображень R � S1 � S2 � L i Q � S2 � S3 �

L композицiя R � Q може бути означена у спосiб, звичний для L-нечiтких

вiдношень:

R �Q D
˚
.x; z; ˛/ 2 S1 � S3 � L j

˛ 6 supfˇ � 
 j iснує y 2 S3; для якого .x; y; ˇ/ 2 R; .y; z; 
/ 2 Qg
	
:

Як i у випадку з чiткими неоднозначними зображеннями, ця композицiя

асоцiативна, але R �Q може не бути L-неоднозначним зображенням, оскiльки

(2) не завжди виконується. Тому ми “покращимо” композицiю: R�;Q � S1 �

S3�L є такою, що xR�;Q D Cl.xR�Q/ для всiх x 2 S1. Розглянемо розширену

версiю останнього означення: для x 2 S1, z 2 S3, ˛ 2 L маємо .x; z; ˛/ 2 R�;Q

тодi i тiльки тодi, коли для всiх z0 � z, ˛0 � ˛ iснують n 2 N, y1; : : : ; yn 2 S2,

ˇ1; 
1; : : : ; ˇn; 
n 2 L такi, що

.x; y1; ˇ1/; : : : ; .x; yn; ˇn/ 2 R; .y1; z
0; 
1/; : : : ; .yn; z

0; 
n/ 2 Q;

ˇ1 � 
1 _ � � � _ ˇn � 
n > ˛0:

Найпростiшою операцiєю “�”, яка задовольняє вказанi вище умови, є гра-

тковий iнфiмум “^”. У цьому випадку для “ �; ” ми використовуємо позначен-

ня “I”.
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Для L-неоднозначного зображення R ми вважаємо R` OL-неоднозначним

зображенням i використовуємо “ O�; ” для композицiй таких зображень.

ЛЕМА 4.2.5. Для будь-яких L-неоднозначних зображеньR � S1 �S2 �

L, Q � S2 � S3 � L виконується включення Q` O�;R` � .R�;Q/`.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай . Oz; Ox; ˛/ 2 Q` O�;R`. Для кожного ˛0 � ˛ ми може-

мо вибрати ˛00 таке, що ˛0 � ˛00 � ˛. Тодi для всiх Ox0 � Ox iснують n 2 N,

Oy1; : : : ; Oyn 2 S2, 
1; ˇ1; : : : ; 
n; ˇn 2 L, що

. Oz; Oy1; 
1/; : : : ; . Oz; Oyn; 
n/ 2 Q`; . Oy1; Ox0; ˇ1/; : : : ; . Oyn; Ox0; ˇn/ 2 R`;


1 O� ˇ1 _ � � � _ 
n O� ˇn D ˇ1 � 
1 _ � � � _ ˇn � 
n > ˛00:

Для будь-якого x 2 S1, для якого xP1 Ox0 D 1, i всiх ˇ0
1 � ˇ1, . . . ,

ˇ0
n � ˇn iснують y1; : : : ; yn 2 S2 такi,що .x0; y1; ˇ

0
1/; : : : ; .x

0; yn; ˇ
0
n/ 2 R,

y1P2 Oy1 D � � � D ynP2 Oyn D 1. Аналогiчно, для всiх 
 0
1 � 
1, . . . , 
 0

n �


n знайдуться z1; : : : ; zn 2 S3,що .y1; z1; 

0
1/; : : : ; .yn; zn; 


0
n/ 2 Q, z1P3 Oz D

� � � D znP3 Oz D 1. Тодi елемент z D z1 ^ � � � ^ zn задовольняє zP3 Oz D 1 i

.y1; z; 

0
1/; : : : ; .yn; z; 


0
n/ 2 Q.

Очевидно, що .x; z; ˇ0
1 � 
 0

1 _ � � � _ ˇ0
n � 
 0

n/ 2 R � Q. Оскiльки операцiї

� та _ неперервнi за Скоттом (напiвнеперервнi знизу), ми можемо вибрати

такi ˇ0
1; : : : ; ˇ

0
n; 


0
1; : : : ; 


0
n, що ˇ0

1 � 
 0
1 _ � � � _ ˇ0

n � 
 0
n > ˛0. Отже, для всiх

˛0 � ˛, Ox0 � Ox, x 2 S1, xP1 Ox0 знайдеться z 2 S3, для якого zP3 Oz D 1,

.x; z; ˛0/ 2 R�;Q, тобто, . Oz; Ox; ˛/ 2 .R�;Q/`.

�

З урахуванням вiдповiдних змiн, ми отримали аналог твердження для чi-

тких неоднозначних зображень:
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НАСЛIДОК 4.2.6. Нехай маємо L-неоднозначнi псевдооборотнi зобра-

ження R � S1 � S2 � L i Q � S2 � S3 � L. Тодi Q` O�;R` D .R�;Q/`, а

композицiя R�;Q є псевдооборотним зображенням.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.2.7. Композицiя “ �;” псевдооборотнихL-неоднозначних

зображень асоцiативна.

ДОВЕДЕННЯ подiбне до доведення для чiтких зображень i використовує

те, що для L-неоднозначних зображень R � S1 � S2 � L, Q � S2 � S3 �

L, S � S3 � S4 � L обидва твердження .x; t; ˛/ 2 .R�;Q/�; S i .x; t; ˛/ 2

R�; .Q�; S/ еквiвалентнi до iснування n 2 N, y1; : : : ; yn 2 S2, z1; : : : ; zn 2 S3,

ˇ1; 
1; ı1; : : : ; ˇn; 
n; ın 2 L для всiх ˛0 � ˛ i t 0 � t , що

.x; y1; ˇ1/; : : : ; .x; yn; ˇn/ 2 R; .y1; z1; 
1/; : : : ; .yn; zn; 
n/ 2 Q;

.z1; t
0; ı1/; : : : ; .zn; t

0; ın/ 2 S; ˇ1 � 
1 � ı1 _ � � � _ ˇn � 
n � ın > ˛0:

�

Отже, ми отримали категорiю [60]:

ТЕОРЕМА 4.4. Усi неперервнi напiвгратки з нульовими елементами i усi

псевдооборотнi L-неоднозначнi зображення утворюють категорiю

CSemPR
�
L, яка мiстить CSemPR як пiдкатегорiю.

Вкладення I�
L W CSemPR ! CSemPR

�
L зберiгає об’єкти i кожному чi-

ткому неоднозначному зображенню R � S1 � S2 зiставляє L-неоднозначне

наступним чином:

I�
LR D f.x; y; ˛/ � S1 � S2 � L j .x; y/ 2 R або ˛ D 0g:

Очевидно, що iснує також вкладення I O�
L W CSemPR ! CSemPR

O�
L в

категорiю, побудовану з використанням операцiї “ O�”.
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Стрiлку R з S1 у S2 позначаємо R W S1 )� S2 в категорiї CSemPR
�
L i

R W S1 ) O� S2 в категорiї CSemPR
O�
L. Композицiю R та Q позначаємо R�;Q

(у прямому порядку) або Q ~ R (в оберненому порядку) в CSemPR
�
L i R O�;Q

або Q O~R вiдповiдно в CSemPR
O�
L.

ТВЕРДЖЕННЯ 4.2.8. Самодвоїстiсть .�/` W CSemPR ! CSemPR

продовжується до контраварiантних функторiв

.�/` W CSemPR
�
L ! CSemPR

O�
L; .�/` W CSemPR

O�
L ! CSemPR

�
L:

Обидвi попарнi композицiї цих функторiв iзоморфнi до тотожнiх функто-

рiв.

Отже, .�/` є “контраварiантною еквiвалентнiстю” мiж категорiями

CSemPR
�
L та CSemPR

O�
L.

4.3. Неоднозначнi зображення як афiннi оператори i трансформери

предикатiв

ТВЕРДЖЕННЯ 4.3.1. Нехай для псевдооборотних L-неоднозначних зо-

бражень ' W S1 )� S2 i  W S2 )� S3 маємо неперервнi за Скоттом лiнiйнi

продовженняˆ W MŒL�S1 ! MŒL�S2 i‰ W MŒL�S2 ! MŒL�S3. Тодi композицiя

 ~ ' в CSemPR
�
L є обмеженням для ‰ ıˆ W MŒL�S1 ! MŒL�S3.

ДОВЕДЕННЯ. Достатньо перевiрити чи композицiя‰ı' W S1 ! MŒL�S3

спiвпадає з  ~ '. Для всiх x 2 S1 виконується

‰ ı '.x/ D supf'.x/.y/ N~  .y/ j y 2 S2g:

Отже, для всiх z 2 S3 n f03g

.‰ ı '.x//.z/ D inf

˚
supf.'.x/.y/ Ň  .y//.z0/ j y 2 S2g

ˇ̌
z0 � z

	

D inf

˚
sup

˚
inff'.x/.y/ �  .y/.z00/ j z00 � z0g

ˇ̌
y 2 S2

	 ˇ̌
z0 � z

	
:
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Зауважимо, що inff'.x/.y/ �  .y/.z00/ j z00 � z0g > '.x/.y/ �  .y/.z0/.

Отже,

inf

˚
sup

˚
inff'.x/.y/ �  .y/.z00/ j z00 � z0g

ˇ̌
y 2 S2

	 ˇ̌
z0 � z

	

> inf

˚
supf'.x/.y/ �  .y/.z0/ j y 2 S2g

ˇ̌
z0 � z

	

D inf

˚
supf'.x/.y/ �  .y/.z00/ j y 2 S2g

ˇ̌
z00 � z

	

(в останньому рядку ми тiльки перейменували z0 на z00.)

З iншого боку, для кожного z00 � z в неперервнiй напiвгратцi знайдеться

z0 таке, що z00 � z0 � z i

'.x/.y/ �  .y/.z00/ > inff'.x/.y/ �  .y/.z00/ j z00 � z0g:

Отже,

inf

˚
supf'.x/.y/ �  .y/.z00/ j y 2 S2g

ˇ̌
z00 � z

	

> inf

˚
sup

˚
inff'.x/.y/ �  .y/.z00/ j z00 � z0g

ˇ̌
y 2 S2

	 ˇ̌
z0 � z

	
:

Тому для всiх z 2 S3 n f03g ми маємо

.‰ ı '.x//.z/ D inf

˚
supf'.x/.y/ �  .y/.z0/ j y 2 S2g

ˇ̌
z0 � z

	
:

Отже, .‰ ı '.x//.z/ > ˛ 2 L тодi i тiльки тодi, коли для всiх z0 � z i ˛0 � ˛

маємо ˛0 � supf'.x/.y/ �  .y/.z0/ j y 2 S2g. Найменшою верхньою межею

множиниA вL є границя напрямленої вгору множини найменших верхнiх гра-

ней скiнченних пiдмножин множини A. Остання умова еквiвалентна до iсну-

вання y1; y2; : : : ; yn 2 S2 таких, що

'.x/.y1/ �  .y1/.z
0/ _ '.x/.y2/ �  .y2/.z

0/ _ � � � _ '.x/.yn/ �  .yn/.z
0/ > ˛0

для всiх ˛0 � ˛ i z0 � z:

Нагадаємо, що .x; z; ˛/ 2  N~ ' тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких

z0 � z, ˛0 � ˛ знайдуться n 2 N, y1; : : : ; yn 2 S2, ˇ1; 
1; : : : ; ˇn; 
n 2 L, для
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яких

.x; y1; ˇ1/; : : : ; .x; yn; ˇn/ 2 '; .y1; z
0; 
1/; : : : ; .yn; z

0; 
n/ 2  ;

ˇ1 � 
1 _ � � � _ ˇn � 
n > ˛0:

Зрозумiло, що .‰ ı '.x//.z/ > ˛, якщо i тiльки якщо .x; z; ˛/ 2  N~ '.

Доведення завершено. �

Ми прийшли до наступного [60]:

ТЕОРЕМА 4.5. Вiдповiднiсть, яка кожнiй неперервнiй напiвгратцi S зi-

ставляє MŒL�S , а кожному неперервному за Скоттом вiдображенню S1 !

MŒL�S2
1 єдине неперервне за Скоттом лiнiйне продовження

MŒL�S1 ! MŒL�S2, є функтором, який вкладає категорiю CSemPR
�
L в кате-

горiю неперервнихL-напiвмодулiв .L;˚;�/-CSMod" як повну пiдкатегорiю.

Фактично, остання пiдкатегорiя є категорiєю Клейслi для вiдповiдної мо-

нади [48], але ми не будемо вдаватися в деталi. Тепер стає очевидним як ком-

понувати L-неоднозначнi зображення у “функцiональному” виглядi: спершу

продовжимо їх до лiнiйних вiдображень вiльних напiвмодулiв, тодi скомпону-

ємо в .L;˚;�/-CSMod" i, нарештi, обмежимо назад до напiвгруп.

Тепер настав час пояснити практичний сенс сконструйованих продов-

жень. Кожне вiдображення m W D ! L для областi визначення D ми ро-

зумiємо як “вiдомо, що для кожного d 2 D значенням його iстинностi є

(чи може бути) щонайменше m.d/”. Подiбним чином, довiльне вiдображення

' W D ! M ŒL�D
0 iнтерпретується як “якщо a 2 D є iстинним, то значенням

iстинностi кожного b 2 D0 є щонайменше '.a/.b/”. Зазначимо, що '.a/.b/ не-

явно розглядається як “умовне” значення iстинностi [62]. Якщо a є “частково

1Тобто кожному псевдооборотному L-неоднозначному зображенню S1 )� S2.
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iстинним” зi ступенем довiри > ˛, тодi b є iстинним щонайменше зi ступенем

довiри ˛ � '.a/.b/.

Отже, таке ' є L-нечiтким трансформером станiв. Для даного ' ка-

жемо, що m W D ! L є передумовою, а m0 W D0 ! L пiсляумовою один

для одного щодо до ', якщо для всiх a 2 D i b 2 D0 “гарантоване” значення

iстинностim0.b/ є рiвним чи бiльшим, нiж m.a/ � '.a/.b/.

Очевидно, що для антитонної функцiї m W D ! L її найсильнiша (най-

менша) пiсляумова ˆ.m/ в M ŒL�D
0 визначається рiвнiстю

ˆ.m/.b/ D inf

˚
supfm.a/ � '.a/.b0/ j a 2 Dg j b0 2 D0; b0 � b

	
; b 2 D0:

Ця ж формула iстинна для нормованих предикатiв iˆ є єдиним лiнiйним

неперервним за Скоттом продовженням трансформера станiв '.

4.4. Двоїстi пари i спряженi оператори

Для L D .L;˚;�/ позначатимемо через L0 кванталь .L;˚;�0/, що вiдрi-

зняється тiльки множенням: ˛ �0 ˇ D ˇ � ˛ для всiх ˛; ˇ 2 L.

Дещо модифiкувавши означення з [19], називаємо пару з L-напiвмодуля

K i L0-напiвмодуля K 0 переддвоїстою парою, якщо iснує дистрибутивне i

неперервне за Скоттом по кожнiй змiннiй множення � W K �K 0 ! L i .˛ N~ k/ �

.ˇ N~ k0/ D ˛ � .k � k0/ � ˇ для всiх k 2 K, k0 2 K 0, ˛; ˇ 2 L.

Кажемо, що � вiдокремлює елементиK, якщо для всiх k1; k2 2 K, k1 66 k2

iснує k0 2 K 0 таке, що k1 � k0 66 k2 � k0. Аналогiчно � може вiдокремлювати

елементи K 0. Якщо � вiдокремлює елементи обох модулiв K i K 0, то кажемо,

що вони утворюють двоїсту пару.

Найбiльш очевидною двоїстою парою є K D K 0 D LI , де I – довiльна

множина iндексiв, ˛ N~ .ai /i2I D .˛ � ai /i2I в K, ˇ N~ .bi /i2I D .bi � ˇ/i2I в
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K 0, .ai /i2I � .bi /i2I D supfai � bi j i 2 I g. Далi ми побудуємо переддвоїстi та

двоїстi пари, якi складаються з напiвмодулiв монотонних предикатiв.

Нехай S i S 0 є неперервними напiвгратками з нижнiми елементами. На-

гадаємо, що MŒL�S – повний неперервний L-напiвмодуль, а множина MŒL0�S
0,

яка фактично є MŒL�S
0, але з iншою операцiєю множення, є повним неперерв-

ним L0-напiвмодулем.

Зафiксуємо неперервне за Скоттом вiдображення P W S � S 0 ! L таке,

що P.d; 0/ D P.0; d 0/ D 0 для всiх d 2 S , d 0 2 S 0, i означимо “скаляроподi-

бний” добуток формулою:

.m;m0/�P D m �m0 D supfm.d/ � P.d; d 0/ �m0.d 0/ j d 2 S; d 0 2 S 0g

для будь-яких антитонних функцiйm W S ! L, m0 W S 0 ! L. З аргументiв, якi

використанi у доведеннi Твердження 2.1, випливає наступна лема.

ЛЕМА 4.4.1. Для будь-яких антитонних функцiй m W S ! L, m0 W S 0 !

L виконується рiвнiсть .mu; m0/�P D .m;m0u/�P D .m;m0/�P .

НАСЛIДОК 4.4.2. Для будь-яких m 2 MŒL�S , m0 2 MŒL0�S
0 та ˛ 2 L

маємо .˛ N~m;m0/�P D ˛ � .m;m0/�P .

Звичайно, що аналогiчне твердження виконується i для другого аргумен-

та, але з “множенням справа”.

Оскiльки супремуми в MŒL�S i MŒL0�S
0 обчислюються поаргументно, то

означене вище множення є дистрибутивним по обох аргументах. З леми 4.4.1

випливає нескiнченна дистрибутивнiсть i неперервнiсть за Скоттом цiлком i

по кожнiй змiннiй зокрема множення монотонних предикатiв.

Нагадаємо, що “канонiчне” множення P W S � S^ ! f0; 1g, означене

формулою

P.d; F / D

8
<̂

:̂
0; d … F;

1; d 2 F;

d 2 S;F 2 S^;
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є сильною вiдокремлюючою сумiснiстю.

ТЕОРЕМА 4.6. [58] Нехай P W S � S 0 ! f0; 1g � L є сильною вiдокрем-

люючою сумiснiстю мiж неперервними напiвгратками S , S 0 з нижнiми еле-

ментами. ТодiMŒL�S iMŒL0�S
0 iз множенням .�;�/�P W MŒL�S�MŒL0�S

0 ! L

утворюють двоїсту пару.

ДОВЕДЕННЯ. Вiзьмемо S 0 D S^. Потрiбно перевiрити лише властивiсть

вiдокремлення точок. Нехай m1 66 m2, тобто m1.d/ 66 m2.d/ для деякого

d 2 S . Оскiльки m2 W S ! Lop неперервне за Скоттом, то iснує d0 � d

в S , для якого m1.d/ 66 m2.d0/ > m2.d/, звiдки випливає d0 ¤ 0. Згiдно з

Твердженням I-3.3 [35], iснує такий вiдкритий фiльтр, що F 3 d , d0 � b для

всiх b 2 F .

Нехай m0 W S^ ! L означене формулою

m0.d 0/ D

8
<̂

:̂
1; d 0 6 F;

0; d 0 66 F;

d 0 2 S^:

Тодi

.mi ; m
0/�P D supfmi .b/ j b 2 F g; i D 1; 2;

а тому

.m1; m
0/�P > m1.d/ 66 m2.d0/ > supfm2.b/ j b 2 S; d0 � bg > .m2; m

0/�P :

Отже, .m1; m
0/�P 66 .m2; m

0/�P . �

Якщо несумiсним s 2 S i s0 2 S 0 монотоннi предикати m i m0 зiставля-

ють значення iстинностim.s/ i m0.s0/ з ненульовою кон’юнкцiєюm.s/ �m0.s0/,

то предикати також в певнiй мiрi несумiснi. Добуток .m;m0/�P є супремумом

тих “несумiсностей” m.s/ � m0.s0/, для яких sP s0 D 1. Отже, добуток може

розглядатись як мiра тотальної несумiсностi m i m0.
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Нехай маємо L-напiвмодулiK1 iK2 та L0-напiвмодулiK 0
1 iK 0

2. Операцiї

множення � W K1 � K 0
1 ! L i � W K2 � K 0

2 ! L такi, що K1; K
0
1 i K2; K

0
2 утво-

рюють двоїстi пари. Нехай A W K1 ! K2 – лiнiйне вiдображення. Природньо

називати лiнiйне вiдображення A0 W K 0
2 ! K 0

1 (ермiтовим) спряженим до A,

якщо Aa � a0 D a � A0a0 для a 2 K1, a0 2 K 0
2. З властивостi вiдокремлення ви-

пливає, що якщо спряжене до заданого A iснує, то воно єдине. Тому в даному

випадку A0 D A� i, очевидно, що A�� D A. Також неважко переконатись, що

спряженим до композицiї A ı B лiнiйних вiдображень зi спряженими A� i B�

вiдповiдно, є B� ı A�.

Очевидно, що спряженi iснують для лiнiйних вiдображень мiж (алгебра-

їчно) вiльними iдемпотентними напiвмодулями [19]. Бiльше того, для таких

вiдображень спряження означає транспонування вiдповiдних скiнченних чи

нескiнченних матриць.

В цiй роботi ми розглядаємо спряженi до неперервних за Скоттом лiнiй-

них вiдображень мiж згаданими вище топологiчно вiльнимиL-iдемпотентними

напiвмодулями над неперервними напiвгратками з нижнiми елементами.

ТЕОРЕМА 4.7. Нехай S1, S2 – неперервнi напiвгратки з нижнiми еле-

ментами. Для кожного неперервного за Скоттом лiнiйного вiдображен-

ня ˆ W MŒL�S1 ! MŒL�S2, iснує неперервне за Скоттом спряжене ˆ0 W

MŒL0�S
^
2 ! MŒL�S

^
1 .

ДОВЕДЕННЯ. Згiдно з 2.2 вiдображення ˆ та спряжене до нього ˆ0 по-

виннi бути неперервними за Скоттом лiнiйними продовженнями вiдображень

' W S1 ! MŒL�S2, яке є обмеженням ˆ на S1, та '0 W S^
2 ! MŒL�S

^
1 , яке ми

можемо обчислити.

Для всiх x 2 S1, Oy 2 S^
2 має виконуватись наступне:

ˆ.�ŒL�S1.x// � �ŒL0�S
^
2 . Oy/ D �ŒL�S1.x/ �ˆ0.�ŒL0�S

^
2 . Oy//; .�/



105

тобто

supf'.x/.y/ j y 2 Oyg D supf'0. Oy/. Ox/ j Ox 3 xg: .��/

З неперервностi за Скоттом функцiї '0. Oy/ W S^
1 ! Lop випливає, що для

будь-якого Ox 2 S^
1 :

'0. Oy/. Ox/ D inf

˚
supf'0. Oy/. Ox0/ j Ox0 2 S^

1 ; Ox0 3 xg
ˇ̌
x 2 Ox

	

D inf

˚
supf'.x/.y/ j y 2 Oyg

ˇ̌
x 2 Ox

	
;

Дану рiвнiсть i вiзьмемо за означення '0. Oy0/. Для кожної функцiї � W S1 ! L

вiдповiднiсть Ox 7! inff�.x/ j x 2 Oxg є нормованим монотонним предикатом

S^
1 ! L, а тому '0. Oy/ 2 MŒL0�S

^
1 .

З iншого боку, для всiх Ox0 � Ox в S^
1 знайдеться x 2 Ox, для якого Ox0 �

fxg". Отже,

supf'0. Oy0/. Ox0/ j Oy0 � Oyg > sup

˚
supf'.x/.y/ j y 2 Oy0g

ˇ̌
Oy0 � Oy

	

D supf'.x/.y/ j y 2 Oyg > inf

˚
supf'.x/.y/ j y 2 Oyg

ˇ̌
x 2 Ox

	
D '0. Oy/. Ox/:

Отже, для функцiїm0 D supf'0. Oy0/ j Oy0 � Oyg вMŒL0�S
^
1 i для всiх Ox0 � Ox

маємо m0. Ox0/ > '0. Oy/. Ox/, з чого випливає m0 > '0. Oy/. Тому

supf'0. Oy0/ j Oy0 � Oyg D '0. Oy/;

тобто '0 неперервне за Скоттом. Далi нескладно, проте важливо показати, що

з неперервностi за Скоттом ' випливає той факт, що '0 задовольняє (**), а то-

му i (*). Оскiльки множення “�” є однорiдним i нескiнченно дистрибутивним

по обох змiнних i кожен елемент MŒL�S1 i MŒL0�S
^
2 є (можливо, нескiнченним)

супремумом елементiв виду ˛ N~�ŒL�S1.x/ та ˇ N~�ŒL0�S
^
2 . Oy/ вiдповiдно, то звiд-

си випливає, що для ' i '0 їх єдинi неперервнi за Скоттом лiнiйнi розширення

ˆ i ˆ0 взаємно спряженi. �
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ЗАУВАЖЕННЯ. Вiдображення '0 W S2 ! MŒL0�S
^
1 є неперервним за Скот-

том для всiх iзотонних ' W S1 ! MŒL�S2. Без неперервностi за Скоттом '

рiвнiсть (*) може не виконуватись.

Маючи ', можна обчислити '0, використовуючи сумiсностi:

'0. Oy/. Ox/ D inf

˚
supf'.x/.y/ j y 2 S2; yP2 Oy D 1g

ˇ̌
x 2 S1; xP1 Ox D 1

	
:

Отже, '0. Oy/. Ox/ > ˛ ¤ 0 тодi i тiльки тодi, коли для всiх x 2 S1, для

яких xP1 Ox D 1 i для всiх ˇ � ˛ можна вибрати y1; y2; : : : ; yn 2 S2, що

y1P2 Oy D y2P2 Oy D � � � D ynP2 Oy D 1 i

'.x/.y1/ _ '.x/.y2/ _ � � � _ '.x/.yn/ > ˇ:

Тодi для y D y1 _ y2 _ � � � _ yn маємо yP2 Oy D 1 i '.x/.y/ > ˇ.

Тому, '0. Oy/. Ox/ > ˛, якщо i тiльки якщо для всiх x 2 S1, для яких

xP1 Ox D 1 i для всiх ˇ � ˛ знайдеться y 2 S2, що yP2 Oy D 1 i '.x/.y > ˇ. Це

означає, що . Oy; Ox; ˛/ 2 '`. Отже, '0 D '`. Ми прийшли до висновку:

ТВЕРДЖЕННЯ 4.4.3. Якщо вiдображення ˆ W MŒL�S1 ! MŒL�S2 є непе-

рервним за Скоттом лiнiйним продовженням псевдооборотного L-неодно-

значного представлення ' W S1 )� S2, то спряжене вiдображення ˆ0 W

MŒL�S
^
2 ! MŒL�S

^
1 є неперервним за Скоттом лiнiйним продовженням

псевдооберненого L-неоднозначного представлення '` W S^
2 ) O� OS^

1 .

Висновки до роздiлу 4.

У роздiлi для цiлком дистрибутивної кванталiL D .L;˚;�/ сильнi сумi-

сностi, введенi i дослiдженi вище, використано для запровадження понять чi-

ткого та L-нечiткого неоднозначних зображень з однiєї неперервної напiвгра-

тки у iншу. Видiлено пiдкласи чiтких таL-нечiтких неоднозначних зображень,
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для яких iснують псевдооберненi зображення, i означено композицiї, з якими

вони як стрiлки та неперервнi напiвгратки з нулем як об’єкти утворюють ка-

тегорiї. Доведено, що цi категорiї є самодвоїстими щодо контраварiантного

функтора взяття псевдооберненого зображення. Доведено, що L-нечiткi нео-

днозначнi зображення взаємно однозначно вiдповiдають неперервним за Скот-

том зберiгаючим нуль вiдображенням з неперервних напiвграток у неперервнi

L-напiвмодулi монотонних предикатiв, а тi, у свою чергу, взаємно однозна-

чно вiдповiдають неперервним L-лiнiйним операторам мiж L-напiвмодулями

монотонних предикатiв. Цим побудовано вкладення категорiї L-нечiтких не-

однозначних зображень у категорiю неперервних L-напiвмодулiв, що встанов-

лює зв’язок з iдемпотентним функцiональним аналiзом. Це вкладення зiстав-

ляє кожнiй неперервнiй напiвгратцi з нулем L-напiвмодуль монотонних пре-

дикатiв на нiй. Доведено, що дiя псевдообернення L-нечiтких неоднозначних

зображень вiдповiдає дiї знаходження ермiтово спряжених L-лiнiйних опера-

торiв. Наведено iнтерпретацiю L-нечiтких неоднозначних зображень та вiдпо-

вiдних L-лiнiйних операторiв як трансформерiв монотонних предикатiв.

Результати роздiлу опублiковано у працях [4, 5, 8, 9, 58, 54, 60].
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РОЗДIЛ 5

IГРИ, НЕПЕРЕРВНI НАПIВГРАТКИ ТА ПРЕДИКАТИ

Теорiя областей виникла i розвивалася, мотивована цiлком практичними

потребами комп’ютерних наук. Тому при запровадженнi нових понять, отри-

маннi результатiв i виборi напрямкiв дослiджень у нiй наявнiсть реалiстичної

iнтерпретацiї i можливiсть ефективного застосування є не менш важливим кри-

терiєм якостi, нiж стрункiсть i логiчнiсть теорiї.

У цьому роздiлi ми збираємось показати, що монотоннi предикати приро-

дно виникають i мають застосування у ситуацiях неповної або неточної iнфор-

мацiї, наприклад, у iграх двох гравцiв. При цьому запровадженi i дослiдженi

ранiше алгебраїчнi об’єкти набувають цiлком практичного сенсу.

Звичайно, описана нижче iнтерпретацiя неперервних напiвграток є тiльки

однiєю з багатьох можливих, але впродовж всього роздiлу вона є сталою, тому

коротко пригадаємо її.

Нехай S – множина всiх порцiй неповної iнформацiї (тверджень про стан

речей), яку можна отримати в певний момент часу. На S iснує звичайний по-

рядок: iнформацiя x передує iнформацiї y (тобто, x 6 y), якщо y є бiльш

обмежуючою, нiж x. Тодi найменший елемент 0 2 S означає “жодної iнфор-

мацiї” або “нiчого не вiдомо”. Також вважаємо, що для будь-яких x; y 2 S

iснує iнфiмум x^y, який є найбiльш обмежуючою iнформацiєю серед тих, якi

мiстять x та y як частковi випадки. Отже, S є нижньою напiвграткою з нулем.

ПРИКЛАД. Для компакта X покладемо S D exp� X . Точки X розгля-

даємо як можливi стани системи в певний момент часу. Тодi кожен елемент

A 2 exp� X , тобто замкнену непорожню пiдмножину A � X iнтерпретуємо

як “система перебуває в одному зi станiв A”, що для jAj > 1 є неповною iн-
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формацiєю. Найменший елементX 2 exp� X розумiємо як “що завгодно може

трапитись”.

Надалi гiперпростори компактiв будуть нашими головними об’єктами за-

стосування та мотивуючими прикладами, коли мова йде про неперервнi напiв-

гратки. Корисно буде застосувати запропоновану теорiю до пiдмножин компа-

ктних просторiв станiв, щоб зрозумiти “як це працює”.

5.1. Грубi iгри у нормальнiй формi

Розглянемо гру з двома гравцями у нормальнiй (матричнiй) формi. Не-

хай X D fx1; : : : ; xmg i X D fx1; : : : ; xng – скiнченнi множини стратегiй для

гравцiв. Якщо перший гравець вибирає стратегiю xi , а другий – x0
j , тодi (дiй-

снозначнi) результати гри для гравцiв рiвнi f .xi ; x
0
j / та f 0.xi ; x

0
j / вiдповiдно,

а f W X �X 0 ! Œu; U � D L, f 0 W X �X 0 ! Œu0; U 0� D L0 називаємо функцiями

виплат (тут Œu; U � та Œu0; U 0� — числовi промiжки).

Взагалi, вважається, що кожен гравець вибирає по однiй стратегiї i саме

цi вибранi стратегiї зiграють. Але буває так, що на результат впливає Випа-

док. Наприклад, камiнь, кинутий в одну з комiрок, може вiдскочити в сусiдню

комiрку. Щоб змоделювати такий вид недетермiнiзму, зазвичай звертаються

до iгор у розширенiй формi, коли гравець замiсть єдиної вершини у деревi

гри може вибрати iнформацiйну множину, тобто клас еквiвалентних вершин,

i наперед невiдомо, у котрiй з вершин опиниться гравець пiсля свого ходу.

Додатково на iнформацiйнiй множинi може бути зафiксований ймовiрнiсний

розподiл.

Тепер покажемо, що гра з нерозрiзненними для гравцiв вершинами дерева

(коли множини вершин є грубими [63], див. також [34, 45, 46]) може бути час-

тково змодельована як гра у нормальнiй формi з використанням напiвграток.
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Розглянемо непорожнi пiдсiм’ї S � expX та S 0 � expX 0 (нагадаємо, що X та

X 0 скiнченнi, тому усi їх пiдмножини замкненi). Очевидно, що S � exp� X i

S 0 � exp� X
0 складаються з об’єднань класiв еквiвалентностi, тому замкненi

щодо об’єднань, тобто є нижнiми пiднапiвгратками. Скiнченнiсть гарантує їх

неперервнiсть. Гравцi можуть вибирати A 2 S , A0 2 S 0, якi розглядаємо як

грубi стратегiї. Тодi, кожна пара .a; a0/ 2 A�A0 � X �X 0 може бути зiграна,

отже, f .A � A0/ i f 0.A � A0/ є множинами можливих результатiв для гравцiв.

Означимо R � .S � S 0/ � .L � L0/ наступним чином:

.A;A0/R.˛; ˛0/ ” f .a; a0/ > ˛; f 0.a; a0/ > ˛0 для всiх a 2 A; a0 2 A0:

Iншими словами, вибiрA першим гравцем таA0 другим гарантує їм результати

не меншi, нiж ˛ та ˛0 вiдповiдно. Очевидно, що R є неоднозначним зображен-

ням S � S 0 в L � L0. Друга проекцiя R, тобто, множина усiх .˛; ˛0/ 2 L � L0,

таких, що .A;A0/R.˛; ˛0/ для .A;A0/ 2 S � S 0, мiстить усi пари виплат, якi

можуть бути гарантованi, якщо гравцi мiж собою домовляться. Максимальнi

елементи цiєї множини (якi, очевидно, iснують) утворюють грубi оптимуми

Парето. Зрозумiло, як означити грубу рiвновагу Неша.

Подiбним чином, можемо розглядати будь-яке неоднозначне зображення

R � .S1 � S2 � � � � � Sn/ � .K1 �K2 � � � � �Kn/;

де Ki – компактнi пiдмножини дiйсної прямої або, загальнiше, цiлком дистри-

бутивної гратки, як модель гри з n гравцями з напiвнеперервною дiйснозна-

чною чи граткозначною множиною виплат у грубiй нормальнiй формi. Якщо

маємо

.a1; a2; : : : ; an/R.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/

i усi ai , i D 1; : : : ; n зiгранi вiдповiдними гравцями, то той, хто керує грою

(можливо, зовнiшня особа чи сукупнiсть гравцiв) може гарантувати, що неза-
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лежно вiд впливу Випадку, виплати для гравцiв будуть не меншими, нiж ˛i ,

i D 1; : : : ; n. Для гри з одним гравцем цiєю особою може бути вiн сам.

5.2. Вiдношення до вiрогiднiсних змiшаних стратегiй в порядкових

iграх

Запропонована модель тiсно пов’язана з теорiєю вiрогiдностей [24].

Нагадаємо [14], що порядковою (ordinal) грою називається трiйка G D
�
N; .Ai /i2N ; .�i /i2N

�
, де N D f1; 2; : : : ; ng – скiнченна множина гравцiв, Ai

– скiнченна множина стратегiй, допустимих для гравця i , A D
Q

i2N Ai –

множина об’єднаних стратегiй, а кожна функцiя �i є функцiєю корисностi

для гравця i з A в лiнiйно впорядковану гратку L. Отже, �i .a1; a2; : : : ; an/ –

це кориснiсть для гравця i об’єднаної дiї .a1; a2; : : : ; an/.

Змiшаною стратегiєю для гравця i є L-значний вiрогiднiсний розподiл на

Ai , тобто, вiдображення �i W Ai ! L, яке кожнiй стратегiї ai 2 Ai спiвставляє

її рiвень переваги, зокрема, �i .ai / D 1L означає, що ai повнiстю задовольняє

гравця, а �.ai / D 0L означає, що ai зовсiм не вигiдна для i . Як правило, вима-

гається, щоб функцiя �i була нормованою, тобто, maxai 2Ai
�i .ai / D 1L. Тодi

для � D .�1; �2; : : : ; �n/ позначимо �.a1; a2; : : : ; an/ D minf�1.a1/; �2.a2/;

: : : ; �n.an/g об’єднаний рiвень переваги для об’єднаної стратегiї � , який вiд-

ображає вiрогiднiсть того, що така стратегiя буде зiграна.

Тодi для i песимiстичною оцiнкою результату � є [25]

�PES
i .�/ D min

a2A
maxfn.�.a//; �i .a/g;

де n W L ! L – вiдображення, яке змiнює порядок на протилежний.

Зауважимо, що для повної лiнiйно впорядкованої шкали L усi нормованi

L-значнi вiрогiднiснi розподiли на Ai утворюють неперервну нижню напiвгра-
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тку PL.Ai / з частковим порядком

�i � � 0
i ” �i .ai / > � 0

i .ai / для всiх ai 2 Ai ;

тобто, � 0
i бiльш уточноююче, нiж �i . Нижнiм елементом є �i .ai / D 1L для всiх

ai 2 Ai (усе влаштовує).

Отримуємо грубу гру у нормальнiй формi. А саме, для об’єднаної змiша-

ної стратегiї .�1; �2; : : : ; �n/ 2 PL.A1/ � PL.A2/ � � � � � PL.An/ ми можемо

гарантувати результати не гiршi, нiж .˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ 2 Ln, якщо

.�1; �2; : : : ; �n/R.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ ”

” �PES
i .�1; �2; : : : ; �n/ > ˛i для всiх i 2 N:

Змiшана рiвновага Неша для порядкової гри є грубою рiвновагою Неша

для вiдповiдної грубої гри у нормальнiй формi.

5.3. Грубi iгри у розширенiй формi з двома гравцями i нульовою су-

мою

Ми розглядали ситуацiю, коли усi гравцi вибирають свої стратегiї (фа-

ктично, роблять ходи) одночасно. Тепер розглянемо гру, у якiй перший i дру-

гий гравцi ходять по черзi. Припустимо, що результат гри є елементом цiлком

дистрибутивної гратки L, де 0 розглядаємо як повний програш першого грав-

ця i цiлковиту перемогу другого, а 1 – навпаки. Тепер розглянемо той самий

результат як елемент L для першого гравця i елемент QL D Lop для другого

гравця. Це означає, що можемо покласти L D Œ0; 1� i розглядати результат ˛

як виплату C.˛ � 1
2
/ для першого гравця i C.1

2
� ˛/ для другого для деякого

C > 0.

Нагадаємо, що L-неоднозначне зображення R W S )L S 0 можна розгля-

дати як iзотонне вiдображення R W S ! MŒL�S
0, яке зберiгає нуль.
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Робимо наступнi припущення:

1) Гравцi ходять по черзi, ходи першого гравця є елементами неперерв-

них напiвграток S1; S2; : : : з нулями, а другий гравець вибирає елементи на-

пiвграток S�1; S�2; : : : з нулями. Послiдовнiсть S1; S�1; S2; S�2; : : : скiнчен-

на, тобто, кiлькiсть ходiв обмежена.

2) Найбiльший елемент напiвгратки описує стан гри точнiше, зокрема,

накладає бiльше обмежень на наступний хiд iншого гравця.

3) Гравець не може безпосередньо спостерiгати хiд iншого гравця, але

спостерiгає власну позицiю, що виникає внаслiдок цього ходу. А саме, для всiх

i D 1; 2; : : : знайдеться QL-неоднозначне зображення Ri W Si )
QL S�i , для

якого пiсля ходу xi 2 Si першого гравця, другому гравцевi дається множина

xiRi D f.x�i ; ˛g 2 S�i � QL j .xi ; x�i ; ˛/ 2 Ri g. Для кожного елемента .x�i ; ˛/,

якщо другий гравець вибирає x�i , то перший гравець може або отримати ˛ 2 L

i вийти з гри, залишивши другого гравця з результатом ˛ 2 QL, або робити свiй

хiд.

Звiдси випливає, що для всiх .xi ; x�i ; 1/ 2 Ri хiд x�i пiсля xi означає

програш для другого гравця. Зокрема, будь-який нульовий хiд x�i D 0 при-

зводить до негайного програшу. Не буде суперечностi з логiкою гри, якщо ми

вважатимемо такий хiд здачею. Тому хiд xi призводить до безпосередньої пе-

ремоги першого гравця, якщо .xi ; x�i ; 1/ 2 Ri для всiх x�i 2 S�i .

Отже, монотонний предикатRi .xi / D mxi Ri
2 MŒ QL�S�i повнiстю описує

позицiю у грi з точки зору другого гравця пiсля ходу xi 2 Si першого гравця.

4) Подiбним чином, для всiх i D 1; 2; : : : розглянемо L-неоднозначне

зображення R�i W S�i )L SiC1. Для всiх його елементiв .x�i ; xiC1; ˇ/, якщо

перший гравець робить хiд xiC1 пiсля ходу x�i другого гравця, то останнiй

або негайно отримує ˇ 2 QL, або продовжує гру. Тому R�i .x�i / D mx�i R�i
2
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MŒL�SiC1 зображує позицiю першого гравця пiсля ходу x�i другого. Негайно

виграшнi/програшнi ходи описуються двоїсто.

5) Також використовуємо монотонний предикат m0 2 MŒL�S1, щоб опи-

сати позицiю першого гравця до його першого ходу.

Таким чином, перед тим, як зробити свiй хiд, гравець перебуває у певнiй

позицiї i (крiм випадку, коли робиться перший хiд у грi) може вийти з гри.

5.4. Зв’язок з iграми у звичайнiй розширенiй формi

Покажемо, що модель, розглянута вище, може адекватно представляти

скiнченну гру у розширенiй формi з двома гравцями i нульовою сумою, у якiй є

третiй гравець Випадок i два рацiональнi гравцi роблять ходи по черзi, але мiж

ними може з’явитися будь-яка кiлькiсть ходiв Випадку. У нас також немає

розподiлу ймовiрностей для ходiв Випадку, але припускаємо, що пiсля ходу

рацiонального гравця Випадок дiє на користь iншого гравця.

У кореневому деревi гри для вершини, яка вiдповiдає ходу рацiонального

гравця, називаємо її рацiональною глибиною кiлькiсть вершин для рацiональ-

ного гравця мiж даною вершиною i коренем. Нехай X0, X1, X�1, X2, X�2, . . .

– множини ходiв рацiональної глибини 0, 1, 2, 3, 4, . . . вiдповiдно. Зауважи-

мо, що X0, X�1, X�2, . . . мiстять вершини для першого гравця, а X1, X2, . . . –

вершини для другого гравця.

Для i D 1; 2; : : : позначимо

S˙i D fF � X˙i j F ¤ ∅ i, якщо вершини u; v 2 X˙i нерозрiзненнi

(належать до однiєї iнформацiйної множини), то u 2 F ” v 2 F g

i впорядкуємо цю скiнченну сiм’ю обернено до включення. Отже, елементи

множин S˙i є грубими множинами в X˙i , визначеними з точнiстю до нерозрi-

зненностi з точки зору вiдповiдного гравця.
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Зазначимо, що перший хiд у грi також може бути зроблений Випадком,

тому навiть початкова вершина у X0 може бути невiдома першому гравцевi до

того як вiн зробить свiй перший хiд. Гравцевi вiдома тiльки множина iнформа-

цiйних множин (тобто, клас нерозрiзненних вершин), в однiй з яких знаходи-

ться реальна вершина. Вiн вибирає один чи бiльше класiв еквiвалентностi для

своїх ходiв, якi можуть залежати вiд ходiв Випадку, i ця послiдовнiсть може

зупинитися або на листку (кiнцевiй вершинi) дерева, або на вершинi другого

гравця.

Нехай F 2 S1 – множина вершин другого гравця, яку ми отримали вна-

слiдок вибору першого гравця. Тепер другий гравець може або погодитись ви-

брати одну iз кiнцевих вершин безпосередньо чи у зв’язку з ходами Випадку

(не знаючи про це заздалегiдь) i отримати вiдповiдний результат, або робити

свiй власний вибiр. Звiдси, гарантований результат ˛F є найбiльшою нижньою

межею в QL значень в усiх листках, доступних з F або безпосередньо, або че-

рез ходи Випадку (˛F D Q0 D 1, якщо немає таких листкiв). Припустимо, що

˛F D 0 D Q1, якщо неможливо забезпечити потрапляння в F i, значить, другий

гравець може вибрати F . Вiдповiднiсть F 7! ˛F є монотонним предикатом

m0 W S1 ! QL, який повнiстю описує усi дiї для першого гравця i початок гри,

тобто, його початкову позицiю.

Якщо другий гравець вирiшує продовжити гру, то вiн вибирає непоро-

жню множину класiв еквiвалентностi ходiв таку, що з F можна потрапити

тiльки у множинуG 2 S�1 вершин першого гравця. Тодi перший гравець може

вийти з гри, вибравши ˇG , що є найбiльшою верхньою межею в L серед усiх

результатiв в листках, якi можуть бути вибранi iз G безпосередньо або через

ходи Випадку. Якщо не iснує непорожньої множини класiв еквiвалентностi,

для якої з F можна потрапити в G, то вибiр G є некоректним. Тодi, покладе-

мо ˇG D 1, i перший гравець вiдразу виграє, що, по сутi, забороняє таке G.
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Таким чином, отримуємо монотонний предикат mF W S�1 ! L, який кожнiй

множинi G спiвставляє ˇG . Вiдповiднiсть R1 W S1 ! M
Œ QL�
S�1, R1 W F 7! mF

є L-неоднозначним зображенням, яке описує як позицiя mF другого гравця

залежить вiд попереднього вибору F першого гравця.

Тепер, маючи G 2 S�1, перший гравець може задовольнитись ˇG або

вибрати множинуH 2 S2, досяжну з G, i т.д., звiдки отримуємо вiдповiднiсть

R�1 W S�1 ! MŒL�S2.

Бачимо, що дана схема описує гру розширеної форми, у котрiй два грав-

цi мають неповну iнформацiю про актуальний стан речей i не мають повного

контролю над дiями.

5.5. Предикати виплат

Означимо рекурсивно функцiї wi W Si ! L, w�i W S�i ! QL, для яких

wi .xi / i w�i .x�i / – найменшi верхнi межi гарантованих результатiв для пер-

шого i другого гравцiв вiдповiдно пiсля ходiв x˙i (незалежно вiд наступного

ходу iншого гравця). Якщо S˙i – останнiй можливий хiд у грi, то додамо фi-

ктивний хiд, який породжується Ri W Si )
QL f0g або R�i W S�i )L f0g. Тодi

wi .xi / D Ri .xi /.0/ 2 L, w�i .x�i / D R�i .x�i /.0/ 2 QL.

Iнакше, згiдно з припущенням про поведiнку Випадку, природно покла-

сти

wi .xi / D inffRi .xi /.x�i / _ w�i .x�i / j x�i 2 S�i g

або

w�i .x�i / D QinffR�i .x�i /.xiC1/ Q_wiC1.xiC1/ j xiC1 2 SiC1g:

Проблема в тому, що функцiї wi W Si ! L i w�i W S�i ! QL, означенi

в такий спосiб, є iзотонними i зберiгають нижнi елементи, але не обов’язково
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неперервнi за Скоттом. Тому, дещо змiнимо означення:

Nwi .xi / D supfwi .x/ j x 2 Si ; x � xi g

D sup

x�xi

inffRi .x/.x�i / _ w�i .x�i / j x�i 2 S�i g

i

Nw�i .x�i / D Qsupfw�i .x/ j x 2 S�i ; x � x�i g

D Qsup
x�x�i

QinffR�i .x/.xiC1/ Q_wiC1.xiC1/ j xiC1 2 SiC1g:

Тодi Nwi 6 wi в L i Nw�i 6 w�i в QL. Зрозумiло, що для найменшого ходу

S˙i виконується Nw˙i D w˙i .

ЗАУВАЖЕННЯ. Крiм того, що отримуємо неперервнiсть за Скоттом, пе-

рехiд вiдw˙i до Nw˙i має практичне значення. Якщо хiд x˙i 2 S˙i не iзольова-

ний вiдносно апроксимацiї знизу, то вiдповiдний гравець не зможе його вибра-

ти, але вiн може зробити будь-який хiд x � x˙i . Тодi результат вважається

досяжним через вибiр x˙i , якщо i тiльки якщо вiн може бути апроксимованим

з довiльною точнiстю через усi x, якi апроксимують знизу x˙i .

Так отриманi функцiї Nw˙i можна розглядати як монотоннi предикати

Nwi 2 M
Œ QL�
Si i Nw�i 2 MŒL�S�i . Називатимемо їх предикатами виплат.

ЛЕМА 5.5.1. [59]

wi .xi / D inffRi .xi /.x�i / _ Nw�i .x�i / j x�i 2 S�i g

ДОВЕДЕННЯ. Очевидно, що

ˇ D inffRi .xi /.x�i / _ Nw�i .x�i / j x�i 2 S�ig

> ˛ D inffRi .xi /.x�i / _w�i .x�i / j x�i 2 S�ig:

Якщо ˇ > ˛, то знайдеться вiдкритий фiльтр U � QL, для якого ˛ 2 U 63

ˇ. Ми можемо вибрати скiнченну кiлькiсть точок x1; x2; : : : xk 2 S�1 таких,
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що


 D
�
Ri .xi /.x

1/ _w�i .x
1/

�
^

�
Ri .xi /.x

2/ _w�i .x
2/

�
^

� � � ^
�
Ri .xi /.x

k/ _w�i .x
k/

�
2 U:

Для всiх y1 � x1, y2 � x2, . . . , yk � xk маємо

�
Ri .xi /.x

1/ _w�i .y
1/

�
^

�
Ri .xi /.x

2/ _w�i .y
2/

�
^

� � � ^
�
Ri .xi /.x

k/ _w�i .y
k/

�
>

�
Ri .xi /.x

1/ _ Nw�i .x
1/

�
^

�
Ri .xi /.x

2/ _ Nw�i .x
2/

�
^

� � � ^
�
Ri .xi /.x

k/ _ Nw�i .x
k/

�
:

Лiва сторона прямує до 
 2 QL, якщо y1 ! x1, y2 ! x2, . . . , yk ! xk ,

залишаючись “way below”. Тому права сторона також належить U i дорiвнює

або є бiльшою, нiж ˇ, що суперечить припущенню про те, що ˇ не належить

вiдкритому фiльтру U � QL. Отже, iнфiмуми рiвнi. �

Аналогiчно доводиться

ЛЕМА 5.5.2.

w�i .x�i / D QinffR�i .x�i /.xiC1/ Q_ NwiC1.xiC1/ j xiC1 2 SiC1g:

Звiдси випливає

ТЕОРЕМА 5.1. Для скiнченної послiдовностi S1; S�1; S2; S�2; : : : непе-

рервних напiвграток з нулями i грубої гри двох гравцiв у розширенiй формi,

у якiй початковий стан задається монотонним предикатом m0 2 MŒL�S1,

а ходи гравцiв — неоднозначними зображеннями Ri W Si )
QL S�i i R�i W

S�i )L SiC1, предикати виплат задовольняють рекурсивнi спiввiдношення

Nwi .xi / D sup

x�xi

inffRi .x/.x�i / _ Nw�i .x�i / j x�i 2 S�i g
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i

Nw�i .x�i / D Qsup
x�x�i

QinffR�i .x/.xiC1/ Q_ NwiC1.xiC1/ j xiC1 2 SiC1g:

Пiдкреслимо, що ми можемо обчислити рекурсивно тiльки “безпечнi”

функцiї Nw˙i .

5.6. Зворотнi трансформери предикатiв виплат

Зазначимо, що означенi формулами вище вiдповiдностi Ti W MŒL�S�i !

MŒ QL�Si i T�i W MŒ QL�SiCi ! MŒL�S�i , якi перетворюють вiдповiдно Nw�i 7! Nwi i

NwiC1 7! Nw�i , є антитонними [59].

ТВЕРДЖЕННЯ 5.6.1. Вiдображення T˙i переводять iнфiмуми у супре-

муми.

ДОВЕДЕННЯ. Нехай Nw0
�i D inff Nwk

�i j k 2 Kg в MŒL�S�i . Нагадаємо, що

iнфiмуми обчислюються поточково, а тому, для всiх x 2 Si маємо

w0
i .x/ D inffRi .x/.x�i / _ Nw0

�i .x�i / j x�i 2 S�i g

D inffRi .x/.x�i/ _
�
inf

k2K
Nwk

�i .x�i /
�

j x�i 2 S�i g

D inf

k2K
inffRi .x/.x�i / _ Nwk

�i .x�i // j x�i 2 S�i g

D inf

k2K
wk

i .x/:

Тепер Nw0
i D Ti . Nw0

�i/ є найбiльшою неперервною за Скоттом функцiєю

Si ! L, яка поточково менша чи рiвна вiд усiх wk
i , або, що рiвносильно, мен-

ша чи рiвна вiд усiх Nwk
i D Ti . Nwk

�i /. Тому, Nw0
i як елемент M

Œ QL�
Si є найменшою

верхньою гранню усiх Nwk
i , k 2 K, а Ti iнфiмумам зiставляє супремуми. Дове-

дення для T�i аналогiчне. �
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ЗАУВАЖЕННЯ.

Вiдображення Ti W
�
MŒL�S�i

�op
! M

Œ QL�
Si i T�i W

�
M

Œ QL�
SiCi

�op
! MŒL�S�i

неперервнi за Скоттом. Називаємо їх зворотнiми трансформерами предика-

тiв виплат, i, на вiдмiну вiд звичайних трансформерiв предикатiв передумов

та пiсляумов [62], вони антитоннi, а не iзотоннi.

На жаль, вiдображення Ti W MŒL�S�i !
�
MŒ QL�Si

�op
i T�i W MŒ QL�SiCi !

�
MŒL�S�i

�op
не завжди неперервнi за Скоттом.

ПРИКЛАД 5.6.2. Нехай L D S1 D S�1 D I D Œ0; 1�, R1 W S1 ! M
Œ QI �
S�1

означене наступним чином:

R.0/.x/ D

8
<̂

:̂
0; x D 0;

1; x > 0;

R.a/.x/ D

8
<̂

:̂
0; x 6 1=2;

1; x > 1=2;

a > 0:

Тодi R1 неперервне за Скоттом i зберiгає нижнiй елемент, отже, є QI -

неоднозначним зображенням. Також означимо монотоннi предикати Nwi
�1 2

MŒI �S�1 формулами:

Nw0
�1.x/ D

8
<̂

:̂
1; x 6 1=2;

0; x > 1=2;

Nwi
�1.x/ D

8
<̂

:̂
1; x 6 1=2 � 1

2i
;

0; x > 1=2 � 1
2i
;

i D 1; 2; : : : :

Тодi Nwi
�1 % Nw0

�1, i ! 1, inMŒI �S�1. З iншого боку, для T1. Nwi
�1/S1 2 M

Œ QI�
S1,

i D 0; 1; 2; : : : виконується рiвнiсть

T1. Nw0
�1/.y/ D

8
<̂

:̂
0; y D 0;

1; y > 0;

T1. Nwi
�1/.y/ � 0; i D 1; 2; : : : :

Зрозумiло, що T1. Nwi
�1/ % T1. Nw0

�1/, i ! 1 не виконується в .MŒ QI�S1/
op .
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Тому вiдображення T1 W MŒI �S�1 ! .MŒ QI �S1/
op не є неперервним за

Скоттом.

Отже, неперервнiсть за Лоусоном зворотнiх трансформерiв предикатiв

виплат також не гарантується.

5.7. Виплата для початкової позицiї

Нагадаємо, що Nw1.x1/ – найкращий гарантований результат гри для пер-

шого гравця, якщо вiн починає з вибору x1. Якщо монотонний предикат m0 2

MŒL�S1 використовується, щоб описати початкову позицiю першого гравця

(тобто, обмеження на його ходи), то найбiльший гарантований результат гри

для другого гравця може бути обчислений введенням фiктивного ходу на по-

чатку, подiбно до фiктивного ходу, запровадженого у її кiнцi.

Покладемо S0 D f0; 1g, де 0 D“здатися”, 1 D“продовжити гру”. Означи-

мо L-неоднозначне зображення R0 W S0 ! MŒ QL�S1 наступним чином: R0.0/ D

mf0g (нульовий елемент у M
Œ QL�
S1), R0.1/ D m0. Тодi предикат виплат Nw0 для

єдиного ненульового аргументу 1 обчислюється як звичайно:

Nw0.1/ D QinffR0.1/.x1/ Q_ Nw1.x1/ j x1 2 S1g D supfm0.x1/^ Nw1.x1/ j x1 2 S1g:

Це найкращий результат гри, який можна забезпечити другому гравцевi.

Iншими словами, якщо йому запропонують щонайменше Nw0.1/, розумно буде

погодитись i не грати в гру далi.

5.8. Чи досяжне значення предикату виплат?

Виникає запитання: якщо Nw0.1/ D ˛ 2 QL, чи може результат ˛ бути

досягнутим першим гравцем? Звичайно, якщо усi S˙i скiнченнi, то вiдповiдь

позитивна.
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ПРИКЛАД 5.8.1. Нехай S1 — це “їжак”
W1

nD1.In; 0/ колючостi !, тобто

диз’юнктне об’єднання одиничних промiжкiв In D Œ0; 1�, n D 1; 2; : : : , з ото-

тожненими початками 0. На кожному промiжку розглядаємо природне впо-

рядкування, з 0 як спiльним найменшим елементом, а iншi елементи рiзних

промiжкiв вважаємо непорiвнянними, тодi S1 очевидно є неперервною напiв-

граткою з найменшим елементом. Покладемо також S�1 D f0g,L D I D Œ0; 1�,

i задамо QL-неоднозначне зображення R1 W S1 )
QI S�1 так:

0R1 D f0g � f1g; i xR1 D f0g � Œ1 � 1=n; 1� для кожного x 2 In n f0g:

Якщо перший гравець обирає голку In, то другий отримує 1=n. Отже, Nw0.1/ D

1, але для першого гравця нема способу отримати 1, тому для другого нема

сенсу вiдмовлятися вiд гри.

Таким чином, предикати виплат описують тiльки нижнi обмеження на

результати при правильнiй грi, i цiлком можливо, що реальнi виплати завжди

кращi.

5.9. Як грати?

Розглянемо, як застосовувати описанi вище функцiї, щоб отримати у грi

кращi результати. Для спрощення припустимо, що гратка L лiнiйно впоряд-

кована, наприклад, L D I D Œ0; 1�, i Nw0.1/ D ˛. Нагадаємо, що перший гра-

вець може виявитися нездатним отримати ˛, тому оберемо як завгодно близь-

ке ˛0 < ˛. Оскiльки Nw0.1/ > ˛
0, iснує таке x1 2 S1, що m0.x1/ ^ w1.x1/ > ˛

0.

Нехай перший гравець зробить свiй вибiр x1. Якщо другий гравець погоди-

ться на m0.x1/ > ˛0 i вийде з гри, то перший отримає не менш, нiж ˛0. Iнакше

за цим слiдує хiд x�1 2 S�1, де w1.x1/ > ˛0, i, взявши до уваги зауважен-

ня про предикати виплат, дещо “послабивши” x1 до x, можемо розраховувати
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на R1.x/.x�1/ _ Nw�1.x�1/ > ˛0. Якщо R1.x/.x�1/ > ˛0, то перший гравець

може вийти з гри з результатом > ˛, або, завдяки Nw�1.x�1/ > ˛0, вiн обере

таке x2 2 S2, що R�1.x�1/.x2/ ^ Nw2.x2/ > ˛
0, i т.д. Так перший гравець може

гарантувати довiльний результат ˛0 < ˛.

З iншого боку, з Nw0.1/ D ˛ випливає m0.x1/ ^ Nw1.x1/ 6 ˛ для всiх

ходiв x1 2 S1. Отже, пiсля кожного ходу другий гравець може або отримати

m0.x1/ 6 ˛ (тобто m0.x1/ Q> ˛), або скористатись з Nw1.x1/ 6 ˛, щоб знайти

для кожного ˛00 > ˛ такий хiд x�1 2 S�1, що R1.x/.x�i / _ w�i .x�i / < ˛00

(x � x1 теж є неточною реалiзацiєю вибору x1 першого гравця). Пiсля цього

ходу перший гравець може або взяти R1.x/.x�i /_w�i .x�i / < ˛
00 i вийти, або

продовжити гру, i, оскiлькиw�i .x�i / < ˛
00, в обох випадках результат другого

гравця буде не гiршим вiд ˛00 > ˛.

Так ми отримуємо головне твердження пiдроздiлу [59].

ТЕОРЕМА 5.2. Для грубої скiнченної дiйснозначної гри розширеної фор-

ми з нульовою сумою, найменшою верхньою гранню мiнiмального виграшу

першого гравця є найбiльша нижня грань максимального програшу другого

гравця.

Зауважимо, що це “апроксимативна теорема про мiнiмакс”, бо всi супре-

муми та iнфiмуми у нiй не обов’язково досяжнi.

Висновки до роздiлу 5.

У роздiлi запроваджено i дослiджено грубi iгри з неповною iнформацiєю,

яку виражено через неперервнi напiвгратки та монотоннi граткозначнi, зокре-

ма, дiйснозначнi, предикати на напiвгратках. Показано, що стан гри у кожен,
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зокрема, початковий, момент можна описати предикатом, що виражає цiну ви-

ходу, а можливi змiни стану — L-неоднозначним зображенням. Знайдено пе-

симiстичнi (мiнiмальнi гарантованi) оцiнки результату гри для обох гравцiв, i

для дiйснозначних iгор доведено їх рiвнiсть, тобто iстиннiсть апроксимативної

теореми про мiнiмакс. Знайдено трансформери предикатiв, тобто функцiї, що

будують оцiнки становища одного гравця на пiдставi вiдповiдних оцiнок для

iншого гравця пiсля ходу. Доведено, що вони є антитонними i неперервними

щодо топологiї Скотта, якщо обернути порядок на областi значень.

Результати роздiлу опублiковано у працях [4, 59].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано наступнi результати :

— Доведено, що напiвмодулi монотонних предикатiв є вiльними об’єктами

у категорiях неперервних iдемпотентних предикатiв та неперервних лi-

нiйних чи афiнних вiдображень;

— Доведено, що кожна пара сумiсностей мiж напiвгратками визначає су-

мiснiсть мiж цiлком дистрибутивними гратками, порядково двоїстими

до граток сумiсностей;

— Доведено, що кожна сильна вiдокремлююча сумiснiсть iзоморфна до ка-

нонiчної сумiсностi мiж неперервною напiвграткою з нулем та двоїстою

до неї напiвграткою щодо модифiкованої двоїстостi Лоусона;

— Доведено, що частково впорядкована множина всiх неперервних за Скот-

том вiдображень з повної неперервної напiвгратки у неперервну напiв-

гратку з нулем є неперервною напiвграткою з нулем, звiдки отримано

достатнi умови того, що сумiсностi мiж двома напiвгратками, що зберi-

гають попарнi iнфiмуми по одному чи по двох аргументах, утворюють

неперервнi напiвгратки з нулями чи повнi неперервнi напiвгратки;

— Доведено, що сумiсностi, що зберiгають попарнi супремуми по одному

чи по двох аргументах, утворюють двоїсто неперервнi гратки;

— Доведено, що для граткозначних монотонних предикатiв iснує пара опе-

рацiй симетричного тензорного множення, вiдмiнних вiд породжених

монадами;

— Доведено, що перехiд вiд неперервної напiвгратки з нулем до двоїстої, а

вiд цiлком дистрибутивної гратки до порядково оберненої призводить

до антиiзоморфiзму мiж гратками монотонних предикатiв;
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— Доведено, що спряженiсть граткозначних ємностей породжується су-

мiснiстю мiж сумiсностями i є компонентою природного перетворення

мiж двома класичними двоїстостями у теорiї областей;

— Охарактеризовано чiткi та граткозначнi неоднозначнi зображення, для

яких операцiя псевдообернення є iнволютивною, i доведено, що вони як

морфiзми разом з неперервними напiвгратками з нулями як об’єктами

утворюють категорiї;

— Доведено, що цi категорiї є повними пiдкатегорiями категорiй непе-

рервних iдемпотентних напiвмодулiв та їх неперервних iдемпотентно

лiнiйних вiдображень;

— Доведено, що для неперервного iдемпотентно лiнiйного вiдображення

мiж напiвмодулями монотонних предикатiв iснує ермiтове спряжене,

обчислення якого зводиться до знаходження псевдооберненого до нео-

днозначного зображення мiж напiвгратками;

— Доведено, що для грубої гри двох гравцiв у розширенiй формi, заданiй

монотонним предикатом та нечiткими зображеннями мiж напiвгратка-

ми, предикати виплат пов’язанi рекурентними спiввiдношеннями, i ви-

конано апроксимативну теорему про мiнiмакс.

Результати роботи є внеском у теорiю неперервних областей i вiдкри-

вають можливостi застосування граткозначних монотонних предикатiв у мо-

делюваннi прийняття рiшень в умовах невизначеностi, зокрема, в умовах iгор

з неповною iнформацiєю. Перспективи подальших дослiджень пов’язанi з по-

слабленням деяких вимог до напiвграток та їх вiдображень, а також з глибшим

аналiзом монотонних предикатiв з погляду i засобами теорiї категорiй.
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