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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У багатьох роздiлах математики
виникає необхiднiсть розбивати множини на класи еквiвален-
тностi. При цьому потужнiсть скiнченної множини розбиває-
ться в суму потужностей її пiдмножин без спiльних елементiв.
Так виникають невпорядкованi розбиття натурального числа
на натуральнi доданки. Проте, часто виникає потреба i у впо-
рядкованих розбиттях натуральних чисел на цiлi невiд’ємнi до-
данки.

Розбиття натурального числа, як правило, виникають при
дослiдженнi однорiдних многочленiв вiд багатьох змiнних. Зна-
менита полiномiальна теорема, яка пов’язана iз впорядковани-
ми розбиттями натурального числа на цiлi невiд’ємнi доданки,
була вiдома ще Г.В. Ляйбнiцу. Цiкаво, що вона допускає суттєве
узагальнення на випадок факторiальних степенiв та має аналоги,
якi пов’язанi iз диференцiюванням добутку функцiй.

Поняття многочлена розбиттiв запроваджене Беллом в
роботi [15]. Пiд многочленом розбиттiв Белл розумiв однорiдний
многочлен степеня n вiд декiлькох змiнних, означений при до-
помозi суми за рiзними невпорядкованими розбиттями нату-
рального числа n на натуральнi доданки. Однак, такi многочле-
ни вивчались задовго до Белла. Так, Варiнг встановив загальну
формулу, яка пов’язує орбiти симетричних многочленiв iз сте-
пеневими сумами. Наслiдком цiєї формули є формула Варiнга,
яка виражає елементарнi симетричнi многочлени через степе-
невi суми, тобто коефiцiєнти алгебричного рiвняння через сте-
пеневi суми його коренiв (многочлени Ньютона). Теорiя симе-
тричних функцiй має важливi застосування у комбiнаторицi
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(дiаграми та таблицi Юнга), алгебраїчнiй геометрiї та теорiї
зображень симетричних груп (коефiцiєнти зображення много-
членiв Шура через елементарнi симетричнi многочлени Ньюто-
на (степеневi суми), пов’язанi з характерами зображень симе-
тричних груп [13]). В наш час ця теорiя повязана з iменами
I. Шура, А. Юнга [39], А. Рiчардсона та Д.Е. Лiттлвуда. Iз
найбiльш сучасних галузей математики де використовуються
симетричнi функцiї є нескiнченновимiрнi групи i алгебри Лi.

Рiордан, у своїх монографiях [52], [53] розглядає досить
широкий клас многочленiв розбиттiв, який називає многочле-
нами Белла. До цього класу входить багато вiдомих многочле-
нiв: цикловi iндикатори симетричних груп, многочлени пов’яза-
нi iз оберненням степеневих рядiв, многочлени пов’язанi iз теоре-
тико-числовими величинами, многочлени диференцiювання скла-
дених функцiй тощо. Платонов [51] вводить спряженi до полi-
номiв Белла полiноми. Вивчаючи деякi властивостi циклової
структури пiдстановок, Тушар у [60] запровадив ряд узагаль-
нень полiномiв Белла. Один клас таких полiномiв названо його
iменем. Полiноми Тушара дослiджувалися у [40, 41, 42, 43, 44,
67]. Деякi частиннi класи полiномiв Тушара використовуються
в задачах про випадковi блукання [68].

У 1855 роцi Фаа дi Бруно [61] виводить формулу для
n-тої похiдної складеної функцiї, яка зображується у виглядi
многочлена розбиттiв. Однак вiн її подав у виглядi визначника.
Першим формулу похiдної n-того порядку у виглядi многочлена
розбиттiв вивiв французький математик Луї Аброгас у 1800
роцi. Зауважимо, що цю формулу можна також подати у термi-
нах числення трикутних матриць, а саме у виглядi скалярного
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добутку деякого вектора на парафункцiю трикутної матрицi.
Сьогоднi вiдомi також узагальнення цiєї формули на випадок
функцiй вiд багатьох змiнних.

Многочлени розбиттiв мають також важливi застосування
у теорiї чисел [46], [62]. Вони пов’язанi iз невпорядкованими
розбиттями натурального числа на натуральнi доданки та су-
мами дiльникiв натуральних чисел.

Многочлени розбиттiв, як правило, пов’язанi iз лiнiйними
рекурентними спiввiдношеннями, генератрисами та парафун-
кцiями трикутних матриць. Проте, iсторично склалося так, що
многочлени розбиттiв, рекурентнi спiввiдношення та генерат-
риси [69] дослiджувалися без природного взаємозв’язку. З по-
явою апарату числення трикутних матриць, зокрема їх пара-
функцiй, з’явилася можливiсть побудови бiєктивних взаємо-
зв’язкiв мiж парафункцiями трикутних матриць, многочленами
розбиттiв та лiнiйними рекурентними спiввiдношеннями. Бi-
льше того, з’явилася можливiсть унiфiкованого пiдходу до вив-
чення всiх многочленiв розбиттiв, введення поняття оберненого
многочлена розбиттiв, суперпозицiї многочленiв розбиттiв тощо.
Таким чином, з’являються ключовi теореми загальної теорiї
розбиттiв.

Зв’язок роботи з науковими темами. Дисертацiйне дос-
лiдження проведене в рамках плану наукової роботи кафедри
алгебри та геометрiї ДВНЗ "Прикарпатський нацiональний унi-
верситет iменi Василя Стефаника". Тематика дисертацiйної ро-
боти пов’язана iз дослiдженнями кафедри алгебри та геометрiї
i проводилася за одним iз основних напрямкiв наукових дослi-
джень кафедри "Числення трикутних матриць та його засто-
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сування у теорiї чисел та комбiнаторному аналiзi"(тема зат-
верджена на засiданнi Вченої ради ДВНЗ "Прикарпатського
нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника"протокол
№11 вiд 27 листопада 2012 року.)

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи
є побудова зображень многочленiв розбиттiв парафункцiями
трикутних матриць та дослiдження їх зв’язкiв з лiнiйними ре-
курентними спiввiдношеннями. Для досягнення поставленої ме-
ти у дисертацiйнiй роботi було запропоновано наступнi задачi:

• дослiдити клас взаємно обернених многочленiв розбиттiв,
що зображуються парафункцiями трикутних матриць по-
хилої структури;

• вивчити властивостi многочленiв розбиттiв, що зображую-
ться парафункцiями трикутних матриць похилої структури
з першим довiльним стовпцем;

• дослiдити клас многочленiв розбиттiв, що зображуються
парафункцiями похилих трикутних матриць з двома пер-
шими довiльними стовпцями;

• довести загальну теорему про зображення многочленiв роз-
биттiв парафункцiями довiльних трикутних матриць похи-
лої структури;

• завершити дослiдження зв’язкiв m-арних розбиттiв нату-
рального числа та сумою m-арних дiльникiв натуральних
чисел;

• зобразити вiдомi многочлени розбиттiв парафункцiями три-
кутних матриць та дослiдити їх новi властивостi;
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• модифiкувати класичну теоретико-числову теорему оберне-
ння Мебiуса для мультибулеана iз вiдношенням включення.

Об’єктом дослiдження в дисертацiйнiй роботi є многочлени
розбиттiв та вiдповiднi їм лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення.

Предметом дослiдження є властивостi многочленiв розбиттiв
та деяких теоретико-числових функцiй натурального аргументу
i зображення їх парафункцiями трикутних матриць.

Методи дослiдження. Для розв’язання запропонованих задач
використовується апарат числення трикутних матриць.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi отриманi в
дисертацiйнiй роботi результати є новими. У роботi вперше:

• вивчено властивостi широкого класу взаємно обернених мно-
гочленiв розбиттiв, що зображується парафункцiями три-
кутних матриць похилої структури та встановлено їх зв’язок
iз вiдповiдними лiнiйними рекурентними спiввiдношеннями;

• дослiджено многочлени розбиттiв, що задаються парафун-
кцiями трикутних матриць з першим довiльним стовпцем
та побудовано вiдповiднi оберненi многочлени розбиттiв;

• отримано клас многочленiв розбиттiв, що зображуються
парафункцiями трикутних матриць похилої структури з
двома першими довiльними стовпцями та встановлено для
них вiдповiднi лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення;

• дослiджено многочлени розбиттiв, що генеруються пара-
функцiями довiльних трикутних матриць похилої структури;
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• завершено дослiдження властивостей m-арних розбиттiв та
m-арних сум дiльникiв натурального числа;

• модифiковано теоретико-числову теорему обернення ари-
фметичних функцiй.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати,
отриманi у дисертацiйнiй роботi носять теоретичний характер.
Вони можуть бути використанi в алгебрi, теорiї чисел, комбiна-
торному аналiзi та iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисерта-
цiйної роботи отриманi автором самостiйно. Науковому керiв-
нику Р.А. Заторському в роботах опублiкованих спiльно [2, 3, 5],
належить постановка задач та загальне керiвництво роботою. В
роботi [3] опублiкованої спiльно iз В.М. Пилипiвом, спiвавтору
належить формулювання наслiдку 1. Конкретна реалiзацiя була
здiйснена автором дисертацiйної роботи самостiйно.

Публiкацiї. Матерiали дисертацiйної роботи викладенi у 9 пуб-
лiкацiях, у тому числi 5 статей [1-5] у наукових фахових видан-
нях iз перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки
України ( з них 2 [2, 5]– у наукових фахових виданнях, що
включенi до наукометричної бази даних "Scopus") та апробовано
на 4 мiжнародних наукових конференцiях [6-9].

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати ди-
сертацiї доповiдались на алгебраїчних семiнарах кафедри алге-
бри та геометрiї Прикарпатського нацiонального унiверситету
iм. В. Стефаника, на засiданнях Iвано-Франкiвського осередку
Наукового товариства iм. Шевченка, ХХIV науковiй сесiї НТШ
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(Iвано-Франкiвськ, 2013) та апропобовано на конференцiях:

1) XIV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-
хайла Кравчука (Київ, 19-21 квiтня 2012);

2) IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв,
8-13 липня 2013);

3) XV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-
хайла Кравчука (Київ, 15-17 травня 2014);

4) Х Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi присвя-
ченiй 70-рiччю Ю.А. Дрозда (Одеса, 20-27 серпня 2015).

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається iз
вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та використаних джерел, що
мiстить 69 найменування. Повний обсяг дисертацiї — 124 сто-
рiнки, обсяг списку використаних джерел — 9 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ДОПОМIЖНI ФАКТИ

ТА ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1. Огляд лiтератури за темою дисертацiї

Задача обчислення числа всiх розбиттiв заданого нату-
рального числа на цiлi невiд’ємнi доданки має поважний вiк.
Вперше вона була сформульована Ляйбнiцем в 1654 роцi, а в
1740 – запропонована Леонарду Ойлеру нiмецьким математиком
Фiлiпом Ноде. Таким чином, перший систематичний пiдхiд до
вивчення розбиттiв натурального числа зробив Л.Ойлер (див.
[21], [23]). У 1741 р. вiн вiдкрив пентагональну теорему, оригi-
нальне комбiнаторне доведення якої було запропоновано Д. Фран-
клiним [63]. Потужнiсть множини невпорядкованих розбиттiв
натурального числа на натуральнi доданки дослiджували Г. Хар-
дi та С. Рамануджан. Вони отримали знамениту асимптотичну
формулу, яку пiзнiше уточнив Г. Радемахер. Систематичний
виклад теорiї впорядкованих та невпорядкованих розбиттiв на-
туральних чисел можна знайти у [24].

Впорядкованi та невпорядкованi розбиття натуральних
чисел природно виникають у багатьох областях математики:
комбiнаторицi, алгебрi, теорiї чисел, алгебраїчнiй геометрiї тощо.
Вони, як правило, пов’язанi iз однорiдними многочленами, по-
хилими дiаграмами, таблицями Юнга, деякими теоретико-чис-
ловими функцiями.

Так бiном Ньютона пов’язаний iз розбиттям натурального
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числа на два цiлi невiд’ємнi доданки. Зауважимо, що бiномiаль-
на формула була вiдомою задовго до Ньютона. Арифметичний
трикутник Паскаля був вiдомий Пiнгале у II ст.до н.е. [58],
китайському математику Яну Хуею (ХIII ст.) та деяким iслам-
ським математикам. У полiномiальнiй формулi, яка була вiдома
ще Ляйбнiцу [22] сума проводиться за всiма впорядкованими
розбиттями натурального числа на цiлi невi’дємнi доданки. Цi-
каво, що полiномiальна теорема допускає суттєве узагальнення
на факторiальнi степенi [17] та має аналоги, якi пов’язанi iз
диференцiюванням добутку функцiй.

У теорiї симетричних многочленiв багатьох змiнних з’яв-
ляються многочлени в яких суми обчислюються за всiма невпо-
рядкованими розбиттями натурального числа на цiлi невiд’ємнi
доданки [50]. Такi многочлени називають многочленами розбит-
тiв. Поняття многочленiв розбиттiв було запроваджене Беллом
[15] у 1927 роцi. Пiд многочленом розбиттiв Белл розумiв одно-
рiдний многочлен степеня n вiд декiлькох змiнних, означений
при допомозi суми за рiзними невпорядкованими розбиттями
натурального числа n на натуральнi доданки. Тобто многочлени
розбиттiв мають вигляд

f (x1, x2, . . . , xm) =
∑

λ1+2λ2+...+mλm=n

k(n,m;λ1, . . . , λm)·xλ11 ·. . .·xλmm ,

де k(n,m;λ1, . . . , λm) – деяка дробово-рацiональна функцiя. Мно-
гочлени розбиттiв були вiдомi задовго до Белла. Так, у 1762
роцi Е. Варiнг опублiкував книгу "Алгебраїчнi мiркування". В
цiй книзi вiн iстотно розвинув теорiю симетричних многочленiв.
Зокрема в нiй вiн явно виражає орбiтальнi симетричнi многоч-
лени коренiв алгебраїчного рiвняння через степеневi суми цих
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коренiв (див. [56], стор. 394-404). Частинним випадком цього
результату є вираження коефiцiєнтiв алгебраїчного рiвняння
через степеневi суми коренiв цього рiвняння. Сьогоднi вiдомi i
iншi многочлени розбиттiв, якi пов’язують мiж собою степеневi
суми, елементарнi симетричнi многочлени та повнi однорiднi
симетричнi многочлени [13]. Цi зв’язки можна також зобразити
при допомозi матриць Хессенберга [65], якi бiєктивно пов’язанi
iз парафункцiями трикутних матриць [34].

S-функцiї виду

Sλ(x1, . . . , xn) =
det
(
x
λj+n−j

i

)
1≤i,j≤n

det
(
xn−j
i

)
1≤i,j≤n

вперше вивчав Якобi у 1841 роцi у [38]. Цi функцiї є симет-
ричними многочленами розбиттiв. Їх можна також подати у
виглядi детермiнанта, елементами якого є повнi однорiднi си-
метричнi многочлени:

Sλ(x1, . . . , xn) = det (hλi−i+j)1≤i,j≤n .

Останню тотожнiсть називають тотожнiстю Якобi-Трудi. У 1901
роцi Шур, у своїй дисертацiї [57] показав застосування цих мно-
гочленiв у теорiї зображень симетричних груп, започаткованої
його спiввiтчизником Фробенiусом [64], тому пiзнiше Лiттлвуд
та Рiчардсон [49] назвали S-функцiї функцiями Шура. Для
множення функцiй Шура використовують тотожнiсть

Sµ · Sν =
∑
λ

Cλ
µ,ν · Sλ,

де |λ| = |µ| + |ν|. Коефiцiєнти у цiй формулi можна визначити
при допомозi алгоритму, що зводить похилi таблицi до стан-
дартних таблиць Юнга, тобто чисто комбiнаторним методом.
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Зауважимо, що у цьому абзацi ми використовуємо позначення
iз вiдомої монографiї Макдональда [13].

У [52], [53] Рiордан запроваджує клас многочленiв Белла,
якi являються узагальненням многочленiв Луї Аброгаса (1800
р.) для n-тої похiдної вiд складеної функцiї i подає цей широкий
клас многочленiв у виглядi

Yn(fg1, . . . , fgn) =
∑

λ1+...+nλn=n

n!fk
λ1! · . . . · λn!

(g1
1!

)λ1
· . . . ·

(gn
n!

)λn
,

де λ1 + . . . + λn = k i f k = fk (див. Символiчне числення
Блiссара). У своїй монографiї "Комбiнаторнi тотожностi Рiор-
дан многочленам розбиттiв присвячує цiлий роздiл (див. [52],
стор.173-195.). Тут вiн дослiджує оберненi многочлени Белла,
многочлени для похiдних обернених функцiй та розглядає зас-
тосування многочленiв розбиттiв у теорiї чисел. Вiдзначимо, що
многочлен розбиття Аброгаса у 1855 роцi Фаа дi Бруно подав у
виглядi детермiнанта. Сьогоднi формула для обчислення n-тої
похiдної вiд складеної функцiї носить назву формули Фаа дi
Бруно та узагальнена на випадок багатьох змiнних.

Спряженi многочлени розбиттiв до многочленiв Белла зап-
ровадив Платонов [51].

Вивчаючи деякi циклiчнi пiдстановки Тушар [60] у 1939
роцi узагальнив многочлени розбиттiв Белла та запровадив по-
лiноми вигляду

Tn,k(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn) =∑
(r1+s1)+...+n(rn+sn)=n,

r1+r2+...+rn=k

n!∏n
i=1 ri!si!i!

ri+si
xr11 · . . . · xrnn ys11 · . . . · ysnn
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Властивостi полiномiв Тушара вивчалися у [67] та [68].
Також полiноми Тушара вивчалися росiйськими математиками
О.В. Кузьмiним, О.В. Леоновою та А.А. Балагурою. Так, у
[41], [42], [45] Кузьмiним та Леоновою вивчалися застосування
многочленiв Тушара. Ними, зокрема, було встановлено деякi
диференцiально-рiзницевi рiвняння та рекурентнi спiввiдношен-
ня для полiномiв Тушара. Також для коефiцiєнтiв полiномiв
наводяться рекурентнi спiввiдношення та перелiчувальнi iнтер-
претацiї. Перелiчувальнi властивостi многочленiв розбиттiв вив-
чалися у [14]. А у [43] та [44] дослiджуються вiдповiдно полiноми
Тушара та C-полiноми Тушара i квазiортогональнi до них по-
лiноми. Тут квазiортогональнiсть розумiється в сенсi взаємно
обернених матриць, детермiнанти яких є зображеннями вiдпо-
вiдних полiномiв. Зауважимо, що C-полiноми Тушара, пов’язанi
iз цикловими iндикаторами симетричних груп.

Тематика невпорядкованих розбиттiв натурального числа,
їх узагальнень та пов’язаних з ними теоретико-числових фун-
кцiй залишається актуальною i сьогоднi. m-арним розбиттям
натурального числа присвячено чимало робiт. Їх рiзнi аспекти
дослiджувалися у [12, 18, 19, 20, 48, 54, 55].

Окремо вiдзначимо роботу [46], в якiй, при допомозi мето-
ду генератрис та лiнiйної алгебри, вивчаються зв’язки мiж фун-
кцiями натурального аргументу bm(n), ξm(n), якi узагальнюють
вiдповiдно число невпорядкованих розбиттiв натурального чис-
ла n на натуральнi доданки p(n), суму дiльникiв натурального
числа σ(n), та функцiєю dm(n), яка при m = 2 дорiвнює (−1)t(n),

де t(n) послiдовнiсть Туе-Морзе [11].
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1.2. Допомiжнi поняття та твердження

Основним апаратом, що використовуватиметься при дос-
лiдженнi властивостей многочленiв розбиттiв є числення три-
кутних матриць, бо функцiї трикутних матриць – парадетер-
мiнант та параперманент природно пов’язанi iз розбиттями на-
туральних чисел на натуральнi доданки, а розкладання пара-
функцiй трикутних матриць за елементами останнього рядка
приводить до лiнiйних рекурентних рiвнянь.

Наведемо основнi поняття та твердження iз числення три-
кутних матриць, якi будуть використанi в дисертацiйнiй роботi.
Нехай K — деяке числове поле.

Означення 1.1. [25], [26] Трикутну таблицю

A =


a11

a21 a22
... ... . . .

an1 an2 · · · ann


n

(1.1)

чисел iз числового поля K назвемо трикутною матрицею, еле-
мент a11 — верхнiм елементом цiєї трикутної матрицi, а
число n— її порядком.

Важливу роль у побудовi парафункцiй трикутних матриць
вiдiграє факторiальний добуток їх елементiв. Факторiальним
добутком, що вiдповiдає елементу aij матрицi (1.1) називають
добуток:

{aij} =

i∏
k=j

aik.

Одним iз можливих означень парафункцiй трикутних мат-
риць може слугувати наступне
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Означення 1.2. [16] Нехай A — трикутна матриця,
тодi числа

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r
r∏

s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

pper(A) =
n∑

r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

називаються вiдповiдно парадетермiнантом та параперманен-
том трикутної матрицi. Тут пiдсумовування проводиться за
множиною натуральних розвя’зкiв рiвняння
p1 + . . . + pr = n.

Введемо поняття рогу трикутної матрицi, при допомозi
якого будується поняття алгебраїчного доповнення до елемента
матрицi.

Рогом трикутної матрицi (1.1), що вiдповiдає елементу
aij називають трикутну матрицю з цим елементом у лiвому
нижньому кутi i позначають через Rij(A). Таким чином, рiг
Rij(A) є трикутною матрицею (i − j + 1)–го порядку i в рiг
Rij(A) входять тiльки тi елементи ars трикутної матрицi (1.1),
iндекси яких задовольняють спiввiдношення j 6 s 6 r 6 i.

Прийнято вважати, що

ddet (R01(A)) = ddet (Rn,n+1(A)) = pper(R01(A)) =

= pper(Rn,n+1(A)) = 1.

Означення 1.3. [27] Вписаною прямокутною таблицею в три-
кутну матрицю (1.1) називають таблицю, одна вершина якої
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збiгається з елементом an1, а протилежна до неї — з елемен-
том aii, i ∈ {1, . . . , n}. Таку таблицю будемо позначати через
T (i).

Аналогiчно до того як детермiнант можна розкладати за
елементами певного рядка чи стовпця матрицi, парадетермiнант
можна розкладати за елементами вписаної прямокутної таблицi
в трикутну матрицю. Введемо поняття алгебраїчного доповне-
ння до елемента трикутної матрицi.

Означення 1.4. [26] Парадетермiнантним та параперманен-
тним алгебраїчними доповненнями Dij, Pij до факторiального
добутку {aij} ключового елемента aij матрицi (1.1) назвемо
вiдповiдно числа

Dij = (−1)i+j · ddet (Rj−1,1) · ddet (Rn,i+1),

Pij = pper(Rj−1,1) · pper(Rn,i+1), (1.2)

де Rj−1,1 i Rn,i+1 — роги трикутної матрицi (1.1).

Параперманенти та парадетермiнанти можна розкладати
за елементами вписаної прямокутної таблицi. Справедлива нас-
тупна теорема.

Теорема 1.1. [26] Нехай A — трикутна матриця (1.1), а T (i)

— деяка вписана в неї прямокутна таблиця елементiв. Тодi
справедливi рiвностi:

ddet (A) =
i∑

s=1

n∑
r=i

{ars}Drs, (1.3)

pper(A) =
i∑

s=1

n∑
r=i

{ars}Prs, (1.4)



19

де Drs i Prs — вiдповiдно парадетермiнантне та параперманен-
тне алгебричнi доповнення до факторiального добутку ключо-
вого елемента ars, який належить таблицi T (i).

Проте, частiше використовується розклад парафункцiй
трикутних матриць за елементами останнього рядка. Справед-
ливий наступний наслiдок iз теореми 1.1.

Наслiдок 1.1. [33] Для довiльної трикутної матрицi (1.1)
справедливi рiвностi, що забезпечують розклад парафункцiї три-
кутної матрицi за елементами останнього рядка:

ddet (A) =
n∑

s=1

{ans}Dns =

n∑
s=1

(−1)n+s {ans} ·ddet (Rs−1,1),

pper(A) =
n∑

s=1

{ans}Pns =

n∑
s=1

{ans} · pper(Rs−1,1).

Теорема 1.2. [26] Якщо A – трикутна матриця (1.1), то
справедлива рiвнiсть

pper(aij)16j6i6n = ddet((−1)δij+1aij)16j6i6n.

Наслiдок 1.2. Для довiльної трикутної матрицi

(bij)16j6i6n

справедлива рiвнiсть

ddet(bij)16j6i6n = pper((−1)δij+1bij)16j6i6n.

Цiкавим є той факт, що парафункцiї трикутних матриць
пов’язанi з детермiнантами матриць Хессенберга. Справедливi
наступнi теореми



20

Теорема 1.3. [28], [36] Справедлива тотожнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1 0 . . . 0 0 0

a21 a22 a2 . . . 0 0 0

a31 a32 a33 . . . 0 0 0
... . . . . . . . . . . . . . . . ...

an−2,1 an−2,2 an−2,3 . . . an−2,n−2 an−2 0

an−1,1 an−1,2 an−1,3 . . . an−1,n−2 an−1,n−1 an−1

an1 an2 an3 . . . an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= �
�
�
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
B
B
BB

a11

a1
a21
a22

a22

a1
a31
a32

a2
a32
a33

a33
... . . . . . . . . .

a1
an−2,1

an−2,2
a2

an−2,2

an−2,3
a3

an−2,3

an−2,4
. . . an−2,n−2

a1
an−1,1

an−1,2
a2

an−1,2

an−1,3
a3

an−1,3

an−1,4
. . . an−2

an−1,n−2

an−1,n−1
an−1,n−1

a1
an1
an2

a2
an2
an3

a3
an3
an4

. . . an−2
an,n−2

an,n−1
an−1

an,n−1

ann
ann

B
B
B
B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�
�
�
��
(1.5)

Теорема 1.4. [28] Справедлива тотожнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 −a1 0 . . . 0 0 0

a21 a22 −a2 . . . 0 0 0

a31 a32 a33 . . . 0 0 0
... . . . . . . . . . . . . . . . ...

an−2,1 an−2,2 an−2,3 . . . an−2,n−2 −an−2 0

an−1,1 an−1,2 an−1,3 . . . an−1,n−2 an−1,n−1 −an−1

an1 an2 an3 . . . an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=



a11

a1
a21
a22

a22

a1
a31
a32

a2
a32
a33

a33
... . . . . . . . . .

a1
an−2,1

an−2,2
a2

an−2,2

an−2,3
a3

an−2,3

an−2,4
. . . an−2,n−2

a1
an−1,1

an−1,2
a2

an−1,2

an−1,3
a3

an−1,3

an−1,4
. . . an−2

an−1,n−2

an−1,n−1
an−1,n−1

a1
an1
an2

a2
an2
an3

a3
an3
an4

. . . an−2
an,n−2

an,n−1
an−1

an,n−1

ann
ann


(1.6)

Означення 1.5. Многочленами розбиттiв називають многоч-
лени виду

P (x1, . . . , xn) =
∑

λ1+...+nλn=n

c(n;λ1, . . . , λn) · xλ11 · . . . · xλnn ,

де c(n;λ1, . . . , λn) – деяка дробово- рацiональна функцiя своїх
коефiцiєнтiв.

Зауважимо, що довiльний многочлен розбиттiв може бути
виражений у виглядi парафункцiї трикутних матриць похилого
вигляду. Взагалi, справедлива наступна теорема

Теорема 1.5. [34] Нехай

A(x1, x2, . . . , xn) =


τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1
... . . . . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

. . . τn−1,n−1x1

τn,1
xn

xn−1
τn,2

xn−1
xn−2

. . . τn,n−1
x2
x1

τnnx1


– деяка трикутна матриця, в якiй τij – деякi рацiональнi функцiї
аргументiв i та j, тодi справедливi рiвностi

ddet(A) =
∑

λ1+...+nλn=n

c1(n;λ1, . . . , λn) · xλ11 · . . . · xλnn ,
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pper(A) =
∑

λ1+...+nλn=n

c2(n;λ1, . . . , λn) · xλ11 · . . . · xλnn .

В подальшому нам знадобиться поняття скалярного до-
бутку вектора на парафункцiю трикутної матрицi.

Означення 1.6. [31] Скалярним добутком вектора

(b1, b2, . . . , bn)

на парадетермiнант трикутної матрицi (1.1) назвемо число
b1

b2
...
bn

 · �
�
�
�
�

B
B
B
B
B

a11

a21 a22
... ... . . .

an1 an2 · · · ann

B
B
B
B
B

�
�
�
�
� n

def
= (1.7)

=
n∑

r=1
br ·

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r
r∏

s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
.

Аналогiчно визначається скалярний добуток вектора на
параперманент трикутної матрицi.

Означення 1.7. Скалярним добутком вектора (b1, b2, . . . , bn)

на параперманент трикутної матрицi (1.1) назвемо число

(b1, b2, . . . , bn)·pper(A) def
=

n∑
r=1

br ·
∑

p1+...+pr=n

r∏
s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
.

(1.8)

Теорема 1.6. [32] Добуток вектора на парафункцiю трикутної
матрицi виду A(x1, x2, . . . , xn) є многочленом розбиттiв, тобто
виконуються рiвностi:

(y1, y2, . . . , yn) · pper(A(x1, x2, . . . , xn)) =
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=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

ym · c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn (1.9)

(y1, y2, . . . , yn) · ddet(A(x1, x2, . . . , xn)) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

(−1)n−mym · c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn .

(1.10)

Означення 1.8. Многочлен розбиттiв

xn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

d(n;λ1, . . . λn) · yλ11 · . . . · yλnn

називають оберненим до многочлена розбиттiв

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn ,

якщо пiдстановка першого многочлена розбиттiв, при
i = 1, 2, . . . , n, у другий многочлен розбиттiв приводить до
тотожностi yn = yn.

Такi пари взаємно обернених многочленiв розбиттiв ви-
никають, зокрема, у теорiї чисел (див. [34], стор. 304-307) та
теорiї симетричних многочленiв (див. [34], стор. 336-338).

Апарат числення трикутних матриць дозволяє ефективно
будувати взаємно оберненi многочлени розбиттiв. Вони буду-
ються при допомозi наступної теореми.

Теорема 1.7. [29], [30], [35] Справедливi наступнi пари рiвнос-
тей:

1)

bi =

⟨
τs,r

as−r+1

as−r

⟩
16r6s6i



24

ai =

⟨
τ−1
s,s−r+1

bs−r+1

bs−r

⟩
16r6s6i

, i = 1, 2...;

2)

bi =

[
τsr

as−r+1

as−r

]
16r6s6i

,

ai = (−1)i−1

⟨
τ−1
s,s−r+1

bs − r + 1

bs−r

⟩
16r6s6i

, i = 1, 2....

Надалi нам знадобиться також теорема [37]:

Теорема 1.8. Нехай

Zm(x1, x2, . . . , xn) =



x1
x2
x1

x1

. . . . . . . . .
xn

xn−1

xn−1
xn−2

. . . x1

0 xn
xn−1

. . . x2
x1

x1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 xn

xn−1
. . . x2

x1
x1


m

,

n 6 m, тодi справедливi тотожностi:

pper(Zm(x1, . . . , xn)) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=m

(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , (1.11)

ddet (Zm(x1, . . . , xn)) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=m

(−1)m−(λ1+λ2+...+λn)
(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
×
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×xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де λi, i = 1, 2, . . . , n — цiлi невiд’ємнi числа.

Наведемо приклади важливих многочленiв розбиттiв. Мно-
гочлен вигляду

B(fx1, fx2, . . . , fxn) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!fk
λ1!1!λ1λ2!2!λ2 · . . . · λn!n!λn

xλ11 · . . . · xλnn ,

де f k = fk, називають многочленами Белла (див. [52], стор
173). Вони виникають при диференцiюваннi складених функцiй
(формула Фаа дi Бруно), при оберненнi формальних степеневих
рядiв тощо. У [34] доведено, що многочлени Белла, при f = 1,

зображуються у виглядi параперманента трикутної матрицi
x1

1
1 ·

x2
x1

x1
1
2 ·

x3
x2

2
1 ·

x2
x1

x1
... · · · · · · . . .

1
n−1 ·

xn
xn−1

2
n−2 ·

xn−1
xn−2

· · · n−1
1 · x2

x1
x1

 =

=

(
j

i− j + j · δij
· xi−j+1

xi−j

)
1≤j≤i≤n

, (1.12)

яку названо трикутною матрицею Белла.
Многочлен розбиття вигляду

Cn(x1, . . . , xn) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n!

λ1!1λ1 · . . . · λn!nλn
· xλ11 · . . . · xλnn

називають цикловим iндикатором симетричної групи. Його мож-
на зобразити у виглядi параперманента[

(j − (j − 1) · δij) ·
xi−j+1

xi−j

]
1≤j≤i≤n

.
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Як вiдомо теоретико-числовими функцiями (арифметич-
ними) називають функцiї заданi на множинi натуральних чисел.
Теоретико-числовi функцiї вiдiграють важливу роль у теорiї
чисел, комбiнаторному аналiзi, алгебрi, криптографiї тощо. Та-
кими функцiями являються функцiї Ойлера, Мебiуса, дзета-
функцiя Рiмана, сума дiльникiв та число розбиттiв натурально-
го числа та рiзноманiтнi їх узагальнення. У останньому роздiлi
дисертацiї нам знадобляться деякi вiдомостi про теоретико-чис-
лову функцiю Мебiуса та функцiї σ(n) та p(n).

Нехай n = pk11 ·. . .·pkss , тодi функцiя Мебiуса µ(n) задається
рiвнiстю

µ(n) =

(−1)s, якщо k1 · . . . · ks = 1,

0, якщо k1 · . . . · ks > 1.

Вiдомо, що функцiя Ойлера пов’язана з функцiєю Мебiуса
рiвнiстю

φ(n) =
∑
d|n

d · µ
(n
d

)
,

а також, що справедлива рiвнiсть∑
d|n

µ(d) =

1, якщоn = 1,

0, якщоn > 1.

Важливою теоремою теорiї чисел є теорема про формули
обернення арифметичних функцiй f i g.

Теорема 1.9. Якщо f i g – арифметичнi функцiї такi, що для
довiльного натурального числа n виконується рiвнiсть∑

d|n

f (d) = g(n),
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то для довiльного натурального числа n також виконується
рiвнiсть ∑

d|n

g
(n
d

)
µ(d) = f (n).

Нехай p(n) – число невпорядкованих розбиттiв натураль-
ного числа n в суму натуральних доданкiв, а σ(n) – сума всiх
натуральних дiльникiв даного числа n. У [66], на стор. 58, на-
водиться тотожнiсть

d

dx

( ∞∑
i=0

p(i)xi

)
=

( ∞∑
i=0

p(i)xi

)
·

( ∞∑
i=1

σ(i)xi−1

)
.

Iз цiєї тотожностi можна вивести [34] два взаємно оберненi мно-
гочлени розбиттiв

σ(n)=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)(λ1+...+λn)−1
(λ1+. . .+λn − 1)!n

λ1! · . . . · λn!
p(1)λ1 · . . . ·p(n)λn

(1.13)

p(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

1

λ1!(1!)λ1 · . . . · λn!(n!)λn
(σ(1))λ1·. . .·(σ(n))λn

(1.14)
та їх зображення у виглядi парафункцiй трикутних матриць:

p(n) =


σ(1)
σ(2)
σ(1)

1
2 · σ(1)

... . . . . . .
σ(n−1)
σ(n−2)

σ(n−2)
σ(n−3) . . . 1

n−1 · σ(1)
σ(n)

σ(n−1)
σ(n−1)
σ(n−2) . . . σ(2)

σ(1)
1
n · σ(1)


n

(1.15)
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σ(n) = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

p(1)

2 · p(2)
p(1) p(1)
... . . . . . .

(n− 1)p(n−1)
p(n−2)

p(n−2)
p(n−3) . . . p(1)

n p(n)
p(n−1)

p(n−1)
p(n−2) . . . p(2)

p(1) p(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

(1.16)
Нехай bm(n) – число m-арних розбиттiв натурального чис-

ла n, на степенi числа m.

Генератрисою функцiї натурального аргументу bm(n) слу-
гує функцiя

fm(x) =

∞∑
n=0

bm(n)x
n =

∞∏
n=0

(1− xm
n
)−1.

При m = 2 отримаємо бiнарнi розбиття натурального числа n

на степенi двiйки. Наприклад, iснує чотири бiнарнi розбиття
натурального числа 5 :

5 = 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20,

5 = 21 + 20 + 20 + 20 + 20,

5 = 21 + 21 + 20,

5 = 22 + 20.

У 1750 роцi Ойлер встановив рекурентнi спiввiдношення для
обчислення числа бiнарних розбиттiв натурального числа n :

b2(2n + 1) = b2(2n),

b2(2n) = b2(2n− 1) + b2(n), b2(0) = 1.

Нехай ξm(n) – сума всiх дiльникiв натурального числа n,

що є степенями числа m. Наприклад,

ξ2(1) = 20 = 1,
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ξ2(2) = 20 + 21 = 3,

ξ2(3) = 20 = 1,

ξ2(4) = 20 + 21 + 22 = 7,

ξ2(5) = 20 = 1,

ξ2(6) = 20 + 21 = 3.

Прийнято вважати, що ξm(0) = 1. Очевидно, що функцiя на-
турального аргументу ξm(n), при m = 1, спiвпадає з функцiєю
натурального аргументу σ(n).

Поряд iз означеними вище двома функцiями натурального
аргументу bm(n) i ξm(n), розглядають ще одну функцiю нату-
рального аргументу dm(n), генератрисою якої є функцiя

gm(x) =
1

fm(x)
=

∞∑
n=0

dm(n)x
n =

∞∏
n=0

(1− xm
n
).

Зазначимо, що функцiю dm(n) можна задати ще так:

dm(n)=


0, якщо n не є сумою рiзних степенiв числа m

1, якщо n є сумою парного числа рiзних степенiв числа m

−1, якщоn є сумоюнепарного числа рiзних степенiв числа m,

причому dm(0) = 1.

Наведемо кiлька перших членiв числової послiдовностi
dm(n) при m = 3 :

d3(1) = −1, d3(2) = 0, d3(3) = −1, d3(4) = 1, d3(5) = 0, d3(6) = 0,

d3(7) = 0, d3(8) = 0, d3(9) = −1, d3(10) = 1.

Наведенi вище три функцiї натурального аргументу та
їхнi зв’язки вивчалися у статтi [46]. У цiй роботi було доведено
наступнi три теореми:
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Теорема 1.10. Для довiльного натурального n, m-арнi розби-
ття bm(n) можна подати у виглядi многочлена розбиттiв

bm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

1

λ1!1λ1λ2!2λ2 · . . . · λn!nλn
ξm(1)

λ1×

×ξm(2)
λ2 · . . . · ξm(n)λn.

У наступнiй теоремi зв’язки мiж функцiями bm(n) та dm(n)
виражаються при допомозi матриць Хессенберга.

Теорема 1.11. Для довiльного натурального n справедливi рiв-
ностi:

bm(n) = (−1)n det


dm(1) 1 0 · · · 0

dm(2) dm(1) 1 · · · 0
... · · · · · · · · · ...

dm(n− 1) dm(n− 2) dm(n− 3) · · · 1

dm(n) dm(n− 1) dm(n− 2) · · · dm(1)

 ,

dm(n) = (−1)n det


bm(1) 1 0 · · · 0

bm(2) bm(1) 1 · · · 0
... · · · · · · · · · ...

bm(n− 1) bm(n− 2) bm(n− 3) · · · 1

bm(n) bm(n− 1) bm(n− 2) · · · bm(1)

 .

Теорема 1.12. Для довiльного натурального n справедливi рiв-
ностi:

bm(n) =
1

n

n−1∑
j=0

ξm(n− j)bm(j),

dm(n) = −1

n

n−1∑
j=0

ξm(n− j)dm(j).



31

Наведемо також коротенькi вiдомостi про основнi симет-
ричнi многочлени та їх зображення парафункцiями трикутних
матриць. Нехай

σk(x1, x2, . . . , xn), sk(x1, x2, . . . , xn), pk(x1, x2, . . . , xn)

— симетричнi многочлени заданi вiдповiдними генератрисами.
Встановимо три можливi пари формул обернення мiж цими
симетричними многочленами. Генератриси цих многочленiв за-
довольняють спiввiдношення

σ(z)p(−z) = 1,

p(z)s(z) = p
′
(z),

σ(z)s(−z) = −σ
′
(z).

Зрiвнюючи коефiцiєнти бiля zk, отримаємо три рекурентнi рiв-
няння:

k∑
i=0

(−1)iσipk−i = 0,

kpk =

k∑
i=1

sipk−i,

kσk =

k∑
i=1

(−1)i−1siσk−i.

Перша рекурентна рiвнiсть дає двi формули обернення. Iншi
двi запишемо вiдповiдно у виглядi:

pk =
s1
k
· pk−1 +

s2
k
· pk−2 + . . . +

sk−1

k
· p1 +

sk
k
,
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σk =
s1
k
σk−1 −

s2
k
· σk−2 + . . . + (−1)k−2sk−1σ1 + (−1)k−1s1.

Правi частини цих рiвностей можуть бути вираженi вiдповiдно
через параперманент та парадетермiнант

pk =


s1
s2
s1

s1
2

... . . . . . .
sk−1
sk−2

sk−2
sk−3

. . . s1
k−1

sk
sk−1

sk−1
sk−2

. . . s2
s1

s1
k


k

,

σk = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

s1
s2
s1

s1
2

... . . . . . .
sk−1
sk−2

sk−2
sk−3

. . . s1
k−1

sk
sk−1

sk−1
sk−2

. . . s2
s1

s1
k

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� k

.

Користуючись теоремою 1.7, легко записати вiдповiднi оберненi
спiввiдношення:

sk = (−1)k−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

p1

2 · p2
p1

p1
... . . . . . .

(k − 1) · pk−1
pk−2

pk−2
pk−3

. . . p1

k · pk
pk−1

pk−1
pk−2

. . . p2
p1

p1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� k

sk = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

σ1

2 · σ2
σ1

σ1
... . . . . . .

(k − 1) · σk−1
σk−2

σk−2
σk−3

. . . σ1

k · σk
σk−1

σk−1
σk−2

. . . σ2
σ1

σ1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� k

.
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Зауважимо, що отриманi три пари формул обернення мно-
гочленiв розбиттiв можна було отримати iз вiдповiдних формул
обернення, в яких симетричнi многочлени виражаються через
квазiтрикутнi матрицi, або такi, що легко до них зводяться.

1.3. Основнi напрямки та результати дослiджень

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї та
подано загальну характеристику дисертацiї, а саме визначенi
мета, предмет, об‘єкт та методи дослiджень; вказано наукову
новизну отриманих результатiв.

Перший роздiл присвячений розгляду допомiжних понять
та тверджень, що використовуються у дисертацiйнiй роботi та
огляду лiтератури за темою дисертацiї. Вiн складається з трьох
пiдроздiлiв.

У пiдроздiлi 1.1 зроблено огляд лiтератури за темою ди-
сертацiї.

Пiдроздiл 1.2 присвячений розгляду вiдомих допомiжних
понять та тверджень, що використовуються у наступних роздi-
лах дисертацiї.

У пiдроздiлi 1.3 вказано основнi напрямки та результати
дослiджень.

Другий роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню зобра-
жень многочленiв розбиттiв парафункцiями трикутних матриць.
Тут, зокрема, запроваджено широкi класи многочленiв розби-
ттiв до яких належать як вiдомi так i новi многочлени розбиттiв
та дослiджено їх зв’язки з лiнiйними рекурентними спiввiдно-
шеннями. До них зокрема вiдносяться такi многочлени розби-
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ттiв як: повнi однорiднi симетричнi многочлени, клас многочле-
нiв Белла та Аброгаса, цикловi iндикатори симетричних груп,
многочлени iз формули Варiнга тощо. Такий пiдхiд дозволяє
унiфiкувати та систематизувати дослiдження многочленiв роз-
биттiв.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджуються два класи взаємно оберне-
них многочленiв розбиттiв. При аналiзi цих многочленiв з’явля-
ються вiдомi та невiдомi числовi трикутники та послiдовностi.
Зауважимо, що досi вiдомi лише поодинокi пари взаємно обер-
нених многочленiв розбиттiв. У цьому пiдроздiлi, зокрема, до-
водяться такi теореми:

Теорема 2.1. Справедливi рiвностi:

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

a1x1
a2
a1

x2
x1

a1x1
a3
a2

x3
x2

a2
a1

x2
x1

a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn
xn−1

an−1
an−2

xn−1
xn−2

· · · a2
a1

x2
x1

a1x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
aλ11 aλ22 · . . . · aλnn
λ1!λ2! · . . . · λn!

xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn , n = 1, 2, . . . ,

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1
yn−2

· · · an−2
an−1

y2
y1

an−1
an

y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

an
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .
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де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

При цьому наведенi взаємно оберненi многочлени розбит-
тiв задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi:

yn = a1x1yn−1−a2x2yn−2+. . .+(−1)n−2an−1xn−1y1+(−1)n−1anxny0,

де y0 = 1, y<0 = 0.

xn =
an−1

an
y1xn−1 −

an−2

an
y2xn−2 + . . . + (−1)n−2a1

an
yn−1x1+

+(−1)n−1 1

an
ynx0,

де x0 = 1, x<0 = 0.

Вiдзначимо, що вивчення многочленiв розбиттiв при до-
помозi апарату числення трикутних матриць, дозволяє запро-
вадити многочлени розбиттiв iз знаками та без знакiв. Многоч-
лени розбиттiв без знакiв дає наступна

Теорема 2.2. Для взаємно обернених многочленiв роз-
биттiв справедливi рiвностi:

yn =


a1x1
a2
a1

x2
x1

a1x1
a3
a2

x3
x2

a2
a1

x2
x1

a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn
xn−1

an−1
an−2

xn−1
xn−2

· · · a2
a1

x2
x1

a1x1


n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
aλ11 aλ22 · . . . · aλnn
λ1!λ2! · . . . · λn!

xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , n = 1, 2, . . .
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xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1
yn−2

· · · an−2
an−1

y2
y1

an−1
an

y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

an
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Взаємно оберненi многочлени розбиттiв задовольняють
вiдповiдно рекурентнi спiввiдношення:

yn = a1x1yn−1 + a2x2yn−2 + . . . + an−1xn−1y1 + anxny0,

y0 = 1, y<0 = 0

xn = −an−1

an
y1xn−1 −

an−2

an
y2xn−2 − . . .− a1

an
yn−1x1 +

1

an
ynx0,

x0 = 1, x<0 = 0.

Далi, у цьому пiдроздiлi, наводяться приклади многоч-
ленiв розбиттiв, що належать до цього класу та вiдповiднi їм
числовi послiдовностi.

У пiдроздiлi 2.2 дослiджено клас многочленiв розбиттiв,
що зображуються парафункцiями трикутних матриць похилої
структури з першим довiльним стовпцем. До цього класу на-
лежать ряд вiдомих многочленiв розбиттiв, що зустрiчаються
у алгебрi. Прикладом таких многочленiв слугують многочлени
розбиттiв, в яких степеневi суми виражаються через елемен-
тарнi симетричнi многочлени або через повнi однорiднi симет-
ричнi многочлени. Аналогiчнi приклади можна знайти також
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у теорiї чисел. Теоретичною основою цього пiдроздiлу дисерта-
цiйної роботи є теореми 2.3. та 2.4:

Теорема 2.3. Нехай многочлени

yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

задаються рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + . . . + (−1)n−2xn−1y1 + (−1)n−1anxny0,

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = ddet


a1x1

a2
x2
x1

x1
... . . . . . .

an
xn

xn−1
. . . x2

x1
x1

 ,

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k

(
n∑

i=1

λiai

)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
×

×xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Теорема 2.4. Нехай многочлени

yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + . . . + xn−1y1 + anxny0,

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = pper


a1x1

a2
x2
x1

x1
... . . . . . .

an
xn

xn−1
. . . x2

x1
x1

 ,
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yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(
n∑

i=1

λiai

)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

У пiдроздiлi 2.3 доводяться теореми про вiдповiднi оберненi
многочлени розбиттiв, якi розглянутi у теоремах 2.3. та 2.4.

Теорема 2.5. Нехай многочлени

xn(y1, y2, . . . , yn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn = any1xn−1−any2xn−2+. . .+(−1)n−2anyn−1x1+(−1)n−1anynx0,

де x0 = 1, тодi справедливi рiвностi

xn = ddet


a1y1
y2
y1

a2y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . any1

 ,

xn =

n∑
r=1

(−1)n−r
∑

α1+α2+...+αr=n

aα1aα1+α2·. . .·aα1+α2+...+αryα1yα2·. . .·yαr,

де αi > 0, i = 1, 2, . . . , r.

Теорема 2.6. Нехай многочлени

xn(y1, y2, . . . , yn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn = any1xn−1 + any2xn−2 + . . . + anyn−1x1 + anynx0,
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де x0 = 1, тодi справедливi рiвностi

xn = pper


a1y1
y2
y1

a2y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . any1

 ,

xn =

n∑
r=1

∑
α1+α2+...+αr=n

aα1aα1+α2 · . . . · aα1+α2+...+αryα1yα2 · . . . · yαr,

де αi > 0, i = 1, 2, . . . , r.

Пiдроздiл 2.4 присвячено дослiдженню многочленiв роз-
биттiв, якi зображуються парафункцiями трикутних матриць
похилої структури з двома першими довiльними стовпцями.
Це дуже широкий клас многочленiв розбиттiв, однак досi, в
iснуючiй лiтературi, многочлени цього класу не з’являлися. Цен-
тральною теоремою цього пiдроздiлу є

Теорема 2.7. Якщо многочлени заданi рекурентним рiв-
нянням

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . . + (−1)n−3xn−2y2+

+(−1)n−2τn2xn−1y1 + (−1)n−1τn1τn2xny0,

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = �
�
�
�
�
�
��

B
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B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1

x1
... · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x1

τn1
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xn−1
τn2

xn−1
xn−2

xn−2
xn−3

· · · x2
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�� n
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yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k A(λ, τ )

λ1! · . . . · λn!
xλ11 · . . . · xλnn ,

де

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)!

Наведена теорема узагальнює теорему 2.3.
У пiдроздiлi 2.5 доведено загальну теорему про зображен-

ня многочленiв розбиттiв парафункцiями трикутних матриць,
однак алгоритми побудови таких многочленiв розбиттiв вiдзна-
чаються складнiстю за кiлькiстю операцiй. Ця теорема описує
всi многочлени розбиттiв, якi будь-коли можуть з’явитися в
тому чи iншому роздiлi математики.

Теорема 2.9. Рiвностi

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1... . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2
x1

τnnx1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . .+

(−1)n−m−1xn−mym + (−1)n−m{τnm}mxn−m+1×

×ym−1 + (−1)n−m+1{τn,m−1}mxn−m+2ym−2+
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+ . . . + (−1)n−1{τn1}mxny0

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k
n∑

i=m

A(λ, τ, i)×

×xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

,

де τij = 1 при m + 1 ≤ j ≤ n,

A(λ, τ, i) =

m∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

причому
λαjλαj · . . . · λαj︸ ︷︷ ︸

k

= λk
αj

=

= λαj(λαj − 1) · . . . · (λαj − k + 1), j = 1, . . . , r,

рiвносильнi мiж собою.
Важливим виявляється наслiдок цiєї теореми.
Наслiдок 2.7. Наступнi рiвностi рiвносильнi мiж со-

бою:

yn = �
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�
�
�
��

B
B
B
B
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BB

τ11x1

τ21
x2
x1... . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2
x1

τnnx1

B
B
B
B
B
BB
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yn = {τnn}x1yn−1 − {τn,n−1}x2yn−2+

+{τn,n−2}x3yn−3 − . . . + (−1)n−2{τn2}xn−1y1+

+(−1)n−1{τn1}xny0

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kA(λ, τ, n)
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

,

де

A(λ, τ, n) =


(k − 1)!

(k − 2)!
...

(k − n)!

×

×


λ1τ11
λ2
λ1
τ21 λ1τ22
... . . . . . .

λn
λn−1

τn1
λn−1
λn−2

τn2 . . . λ1τnn

 ,

де добуток
λi · . . . · λi︸ ︷︷ ︸

k

розглядається як спадний факторiальний степiнь λk
i .

Третiй роздiл дисертацiї присвячений вивченню деяких
теоретико-числових функцiй пов’язаних iз многочленами роз-
биттiв та лiнiйними рекурентними спiввiдношеннями. Зокрема,
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у першому пiдроздiлi цього роздiлу, при допомозi апарату чис-
лення трикутних матриць, доводяться ще три теореми, якi вста-
новлюють додатковi зв’язки мiж m-арними числами
bm(n), ξm(n), dm(n), що розглядалися в [46].

Наведемо двi теореми цього роздiлу.
Перша теорема цього роздiлу присвячена зображенню

m-арних чисел у виглядi парафункцiй трикутних матриць.
Теорема 3.1.Справедливi рiвностi:

bm(n) =


ξm(1)
ξm(2)
ξm(1)

1
2ξm(1)

... . . . . . .
ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1)
1
nξm(1)

 ,

dm(n) =


−ξm(1)
ξm(2)
ξm(1) −1

2ξm(1)
... . . . . . .

ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . − 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1) −1
nξm(1)

 =

= (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

ξm(1)
ξm(2)
ξm(1)

1
2ξm(1)

... . . . . . .
ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1)
1
nξm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,
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ξm(n) = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)

2 · bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
(n− 1) · bm(n−1)

bm(n−2)
bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

n · bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,

ξm(n) =

= (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

−dm(1)

−2 · dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
−(n− 1) · dm(n−1)

dm(n−2)
dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

−n · dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

=

= (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

dm(1)

2 · dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
(n− 1) · dm(n−1)

dm(n−2)
dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

n · dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,

bm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

dm(1)
dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
dm(n−1)
dm(n−2)

dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,

dm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)
bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
bm(n−1)
bm(n−2)

bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

.
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Наведемо ще одну теорему, в якiй встановлено многочлени
разбиттiв, якi пов’язують мiж собою m-арнi числа
bm(n), ξm(n), dm(n).

Теорема 3.3. Справедливi рiвностi:

dm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
ξλ1m (1) · . . . · ξλnm (n)

λ1! · . . . · λn!1λ1 · . . . · nλn
,

ξm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 n(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n),

ξm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
n(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n),

bm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n),

dm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n),

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

У пiдроздiлi 3.2. знайдено мебiус-функцiю µ(C,B) для
ч.в.м. (P (A),⊆), де P (A) – мультибулеан мультимножини

A = {xk11 , . . . , xknn }

Теорема 3.4. Мебiус-функцiя µ(C,B) частково впорядкованої
множини (P (A),⊆) має вигляд

µ(C,B) =

(−1)|B−C|, якщо B − C = [B − C],

0, якщо B − C ̸= [B − C],

де
C ⊆ B ∈ (P (A),⊆),
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а [X ]- база мультимножини X.

Наступна теорема є модифiкацiєю класичної теоретико-
числової теореми обернення.

Теорема 3.5. Якщо f(X) i g(X) визначенi на частково
впорядкованiй множинi (P (A),⊆) функцiї, причому викону-
ється рiвнiсть ∑

X⊆B

f (X) = g(B),

то виконується рiвнiсть∑
X⊆B

µ(X) · g(B −X) = f(B).
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РОЗДIЛ 2

ЗОБРАЖЕННЯ МНОГОЧЛЕНIВ РОБИТТIВ

ПАРАФУНКЦIЯМИ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Як зазначалося у першому роздiлi, многочлени розбиттiв
iз знаками у найзагальнiшому виглядi можуть бути поданi у
виглядi ∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

(−1)n−mym · c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn ,

а без знакiв – у виглядi∑
λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

ym · c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn .

При цьому вони можуть зображуватися вiдповiдно наступними
скалярними добутками вектора на парафункцiї трикутних мат-
риць:

y · ddet(A(x1, x2, . . . , xn),
y · pper(A(x1, x2, . . . , xn),

де y = (y1, y2, . . . , yn) а

A(x1, x2, . . . , xn) =


τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1
... . . . . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

. . . τn−1,n−1x1

τn,1
xn

xn−1
τn,2

xn−1
xn−2

. . . τn,n−1
x2
x1

τnnx1


Якщо ж yi = 1, i = 1, 2, . . . , n, то многочлени розбиттiв

зображуються парафункцiями трикутних матриць, якi пiсля
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розкладу за елементами останнього рядка дають лiнiйнi реку-
рентнi спiввiдношення для обчислення многочленiв розбиттiв.

Таким чином, при допомозi зображень многочленiв роз-
биттiв парафункцiями трикутних матриць, з’являється можли-
вiсть унiфiкувати дослiдження довiльних многочленiв розби-
ттiв. Крiм цього, позаяк властивостi парафункцiй трикутних
матриць добре вивченi [34], то при їх допомозi можна виявити
новi властивостi многочленiв розбиттiв.

Такий пiдхiд до вивчення многочленiв розбиттiв допома-
гає виявляти новi класи многочленiв розбиттiв та новi власти-
востi вiдомих многочленiв розбиттiв. При цьому встановлюють-
ся бiєкцiї мiж многочленами розбиттiв, парафункцiями вiдпо-
вiдних трикутних матриць похилої структури та вiдповiдними
лiнiйними рекурентними спiввiдношеннями, якi дають ефекти-
внi алгоритми генерування многочленiв розбиттiв.

2.1. Два класи взаємно обернених многочленнiв
розбиттiв

У цьому параграфi ми дослiдимо деякi класи взаємно
обернених многочленiв розбиттiв, що генеруються парафункцi-
ями трикутних матриць похилої структури. Виявляється, що
многочлени розбиттiв, що належать до цього класу при x1 =

x2 = . . . = xn = 1 генерують вiдомi та новi числовi послiдовностi.
Спочатку розглянемо наступну загальну теорему:
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Теорема 2.1. Справедливi рiвностi:

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

a1x1
a2
a1

x2
x1

a1x1
a3
a2

x3
x2

a2
a1

x2
x1

a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn
xn−1

an−1
an−2

xn−1
xn−2

· · · a2
a1

x2
x1

a1x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
aλ11 aλ22 · . . . · aλnn
λ1!λ2! · . . . · λn!

xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn , n = 1, 2, . . . ,

(2.1)

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1
yn−2

· · · an−2
an−1

y2
y1

an−1
an

y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

an
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.2)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

При цьому взаємно оберненi многочлени розбиттiв (2.1),
(2.2) задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi:

yn = a1x1yn−1 − a2x2yn−2+ . . . + (−1)n−2an−1xn−1y1+

+ (−1)n−1anxny0,
(2.3)

де y0 = 1, y<0 = 0,

xn =
an−1

an
y1xn−1−

an−2

an
y2xn−2 + . . . + (−1)n−2a1

an
yn−1x1+

+ (−1)n−1 1

an
ynx0,

(2.4)

де x0 = 1, x<0 = 0.
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Доведення. Для доведення рiвностей (2.1) достатньо замiнити
у теоремi 1.8 при m = n змiннi xi, i = 1, 2, . . . виразами aixi.

Далi слiд зауважити, що многочлени розбиттiв (2.2), внаслiдок
теореми 1.7, взаємно оберненi до многочленiв розбиттiв (2.1).
Винесемо iз j−го стовпця (j = 1, 2, . . .) за знак парадетермiна-
нта множник aj−1

aj
, (тут ми вважаємо, що a0 = 1) тодi отримаємо

очевиднi рiвностi

xn =
1

a1

a1
a2

· . . . · an−1

an

⟨
yi−j+1

yi−j

⟩
1≤j≤i≤n

=

=
1

an

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k· k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

Для доведення того факту, що многочлени розбиттiв (2.1),
(2.2) задовольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi (2.3), (2.4)
достатньо розкласти парадетермiнанти iз рiвностей (2.1), (2.2)
за елементами останнього рядка.

До класу многочленiв розбиттiв, якi описано у теоремi 2.1
належать вiдомi взаємно оберненi пари многочленiв розбиттiв,
що пов’язують мiж собою повнi однорiднi симетричнi многоч-
лени з елементарними симетричними многочленами.

pk =
∑

λ1+2λ2+...+kλk=k

(−1)k−(λ1+λ2+...+λk)
(λ1 + λ2 + . . . + λk)!

λ1!λ2! · . . . · λk!
·σλ1

1 σλ2
2 ·. . .·σλk

k ,

σk =
∑

λ1+2λ2+...+kλk=k

(−1)k−(λ1+λ2+...+λk)
(λ1 + λ2 + . . . + λk)!

λ1!λ2! · . . . · λk!
·pλ11 pλ22 ·. . .·pλkk .

Цi многочлени можна отримати при допомозi лiнiйних
рекурентних спiввiдношень вигляду

pk = σ1pk−1 − σ2pk−2 + . . . + (−1)k−1σk, (2.5)
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σk = p1σk−1 − p2σk−2 + . . . + (−1)k−1pk.

Правi частини цих рiвностей є розкладом вiдповiдних параде-
термiнантiв похилої структури за елементами останнього рядка:

pk = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

σ1
σ2
σ1

σ1
... . . . . . .

σk−1
σk−2

σk−2
σk−3

. . . σ1
σk

σk−1

σk−1
σk−2

. . . σ2
σ1

σ1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� k

, (2.6)

σk = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

p1
p2
p1

p1
... . . . . . .

pk−1
pk−2

pk−2
pk−3

. . . p1
pk

pk−1

pk−1
pk−2

. . . p2
p1

p1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� k

. (2.7)

Для параперманентiв справедлива аналогiчна теорема:

Теорема 2.2. Справедливi рiвностi:

yn =


a1x1
a2
a1

x2
x1

a1x1
a3
a2

x3
x2

a2
a1

x2
x1

a1x1

· · · · · · · · · · · ·
an

an−1

xn
xn−1

an−1
an−2

xn−1
xn−2

· · · a2
a1

x2
x1

a1x1


n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
aλ11 aλ22 · . . . · aλnn
λ1!λ2! · . . . · λn!

xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.8)
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xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

1
a1
y1

1
a1

y2
y1

a1
a2
y1

1
a1

y3
y2

a1
a2

y2
y1

a2
a3
y1

· · · · · · · · · · · ·
1
a1

yn
yn−1

a1
a2

yn−1
yn−2

· · · an−2
an−1

y2
y1

an−1
an

y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

an

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.9)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Взаємно оберненi многочлени розбиттiв (2.8), (2.9) за-
довольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi:

yn = a1x1yn−1 + a2x2yn−2 + . . . + an−1xn−1y1 + anxny0, (2.10)

y0 = 1, y<0 = 0

xn = −an−1

an
y1xn−1 −

an−2

an
y2xn−2 − . . .− a1

an
yn−1x1 +

1

an
ynx0,

(2.11)
x0 = 1, x<0 = 0

Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми
2.1. 2

Зауважимо, що пiзнiше, у 2014 роцi, Гоєм Т.П. та Затор-
ським Р.А., у оглядовiй статтi [17] про узагальненi факторiальнi
степенi, розглядалися многочлени розбиттiв

ddet(F ) =

=
∑

λ1+...+nλn=m

(−1)n−k k!

λ1! · . . . · λn!

(
a1{r}

b1{s}

)λ1

·. . .·
(
an{r}

bn{s}

)λn

xλ11 ·. . .·xλnn ,



53

ddet(F ) =

=
∑

λ1+...+nλn=m

k!

λ1! · . . . · λn!

(
a1{r}

b1{s}

)λ1

· . . . ·
(
an{r}

bn{s}

)λn

xλ11 · . . . · xλnn ,

де k = λ1+λ2+. . .+λn, i ai{r} = a(a+r)(a+2r)·. . .·(a+(n−1)r) —
факторiальний степiнь з кроком r, пов’язанi iз парафункцiями
трикутної матрицi похилої структури виду

F =



a
bx1

a+r
b+s

x2
x1

a
bx1

. . . . . . . . .
a+(n−1)r
b+(n−1)s

xn
xn−1

a+(n−2)r
b+(n−2)s

xn−1
xn−2

. . . a
bx1

0 a+(n−1)r
b+(n−1)s

xn
xn−1

. . . a+r
b+s

x2
x1

a
bx1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . a+(n−1)r
b+(n−1)s

xn
xn−1

. . . . . . a
bx1


m

.

Цей клас многочленiв розбиттiв перетинається iз класом мно-
гочленiв розбиттiв розглянутим у теоремi 2.1. Однак цi автори,
у своїй статтi, не дослiджують оберненi многочлени розбиттiв.

Якщо у парафункцiях теорем 2.1, 2.2 покласти, напри-
клад, x1 = x2 = . . . = xn = 1 i y1 = y2 = . . . = yn = 1 та
обчислити їх, то отримаємо пару взаємно обернених многочленiв
розбиттiв, якi повязують мiж собою рацiональнi функцiї нату-
рального аргументу.

Розглянемо приклади взаємно обернених многочленiв роз-
биттiв, якi належать до дослiджуваного у теоремi 2.1 класу
многочленiв розбиттiв.

Приклад 2.1. Розглянемо перший випадок, коли у теоремi 2.1
ai = i!, де i = 1, 2 . . . n. Тодi отримаємо вiдповiдне рекурентне
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рiвняння

yn = 1!x1yn−1−2!x2yn−2 + . . . + (−1)n−2(n− 1)!xn−1y1+

+ (−1)n−1(n)!xny0,
(2.12)

де y0 = 1, y<0 = 0 та рiвнiсть

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

x1

2x2x1 x1

3x3x2 2x2x1 x1

· · · · · · · · · · · ·
n xn
xn−1

(n− 1)xn−1
xn−2

· · · 2x2x1 x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
1!λ12!λ2 · . . . · n!λn
λ1!λ2! · . . . · λn

xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.13)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Вiдповiдний обернений многочлен розбиттiв задається
рекурентним спiввiдношенням

xn =
1

n1
y1xn−1−

1

n2
y2xn−2 + . . . + (−1)n−2 1

nn−1
yn−1x1+

+ (−1)n−1 1

nn
ynx0,

(2.14)

де x0 = 1, x<0 = 0 та рiвнiстю

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2y1

y3
y2

1
2
y2
y1

1
3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1
yn−2

· · · 1
n−1

y2
y1

1
ny1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

n!
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k· k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . . .

(2.15)
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Зауважимо, що якщо у парадетермiнантi рiвностi (2.13)
покласти x1 = x2 = . . . = xn = 1, то отримаємо числову
послiдовнiсть послiдовнiсть, яка у електроннiй енциклопедiї
числових послiдовностей (On-Line Encyclopedia of integer Se-
quences) отримала номер A003319:

{⟨i− j + 1⟩16j6i6n}∞n=1 = 1,−1, 3,−13, 71,−461, 3447,−29093,

273343,−2829325, 31998903,−392743957, 5201061455,−73943424413,

1123596277863,−18176728317413, 311951144828863,

−5661698774848621,108355864447215063,−2181096921557783605,. . .

Приклад 2.2. Якщо у теоремi 2.1 покласти ai =
1
i!, i = 1, 2 . . . n,

то отримаємо наступну пару взаємно обернених многочленiв
розбиттiв:

yn =
1

1!
x1yn−1−

1

2!
x2yn−2 + . . . + (−1)n−2 1

(n− 1)!
xn−1y1+

+ (−1)n−1 1

(n)!
xny0,

(2.16)

де y0 = 1, y<0 = 0.

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

x1
1
2
x2
x1

x1
1
3
x3
x2

1
2
x2
x1

x1

· · · · · · · · · · · ·
1
n

xn
xn−1

1
n−1

xn−1
xn−2

· · · 1
2
x2
x1

x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!∏n
i=1 λi! · (i!)λi

xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , (2.17)

де n = 1, 2, . . . i k = λ1 + λ2 + . . . + λn.
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xn = n1y1xn−1−n2y2xn−2 + . . . + (−1)n−2nn−1yn−1x1+

+ (−1)n−1nnynx0,
(2.18)

де x0 = 1, x<0 = 0,

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2y1 3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1
yn−2

· · · (n− 1)y2y1 ny1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

= n!·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k· k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.19)
Парадетермiнант у рiвностi (2.17) дорiвнює 1

n! (див. рiв-
нiсть 3.2.77 на стор. 278, [34]). Тому пара взаємно обернених
многочленiв розбиттiв iз цього прикладу дає таку комбiнато-
рну тотожнiсть:

n!
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!∏n
i=1 i!

λiλi!
= 1.

Приклад 2.3. При ai = i, i = 1, 2 . . . n, теорема 2.1 приводить
до наступної пари взаємно обернених многочленiв розбиттiв:

yn = x1yn−1−2x2yn−2+. . .+(−1)n−2(n−1)xn−1y1+(−1)n−1nxny0,

(2.20)
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де y0 = 1, y<0 = 0,

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

x1

2x2x1 x1
3
2
x3
x2

2x2x1 x1

· · · · · · · · · · · ·
n

n−1
xn

xn−1

n−1
n−2

xn−1
xn−2

· · · 2x2x1 x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kk!
1λ12λ2 · . . . · nλn

λ1!λ2! · . . . · λn
xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.21)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

xn =
n− 1

n
y1xn−1−

n− 2

n
y2xn−2 + . . . + (−1)n−2 1

n
yn−1x1+

+ (−1)n−1 1

n
ynx0,

(2.22)

де x0 = 1, x<0 = 0,

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2y1

y3
y2

1
2
y2
y1

2
3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1
yn−2

· · · n−2
n−1

y2
y1

n−1
n y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

n
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k· k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , , n = 1, 2, . . .

(2.23)
У [34], на стор. 137 обчислено значення парадетермiна-
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нта iз рiвностi (2.21) при x1 = x2 = . . . = xn = 1 :

⟨
i− j + 1

i− j + δij

⟩
16j6i6n

=


0, якщо n = 3s,

1, якщо n = 3s + 1,

−1, якщо n = 3s + 2

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn)
(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
·1λ12λ2 · . . . ·nλn;

(2.24)

Приклад 2.4. Розглянемо випадок, коли ai =
1
i , де i = 1, 2 . . . , n.

При цьому отримаємо:

yn = x1yn−1−
1

2
x2yn−2+. . .+(−1)n−2 1

n− 1
xn−1y1+(−1)n−1 1

n
xny0,

(2.25)
де y0 = 1, y<0 = 0,

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

x1
1
2
x2
x1

x1
2
3
x3
x2

1
2
x2
x1

x1

· · · · · · · · · · · ·
n−1
n

xn
xn−1

n−2
n−1

xn−1
xn−2

· · · 1
2
x2
x1

x1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!∏n
i=1 i

λi · λi!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.26)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

xn =
n

n− 1
y1xn−1−

n

n− 2
y2xn−2 + . . . + (−1)n−2n · yn−1x1+

+ (−1)n−1n · ynx0,
(2.27)
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де x0 = 1, x<0 = 0,

xn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2y1
2
3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1
yn−2

· · · n−1
n−2

y2
y1

n
n−1y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

n
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k· k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , , n = 1, 2, . . .

(2.28)
Якщо ж у рiвностi (2.26) x1 = x2 = . . . = xn = 1, то

отримаємо числову послiдовнiсть, пов’язану iз послiдовнiстю{
n!

⟨
i− j + δij
i− j + 1

⟩}∞

n=1

= 1, 1, 2, 4, 14, 38, 216, 600, 6240, 9552,

319296,−519312, 28108560,−176474352, 3998454144,−43985078784,

837126163584,−12437000028288, . . . .

Її номер у електроннiй енциклопедiї числових послiдовностей
— A006252. Генератрисою цiєї числової послiдовностi є функцiя

f (x) =
1

1− ln(1 + x))
.

Якщо у теоремi 2.2 коефiцiєнти ai замiнити вiдповiдно
на i!, 1i!, i,

1
i , то отримаємо новi чотири пари взаємно обернених

многочленiв розбиттiв:
1. ai = i!, i = 1, 2 . . . n

yn =


x1

2x2x1 x1

3x3x2 2x2x1 x1

· · · · · · · · · · · ·
n xn
xn−1

n− 1xn−1
xn−2

· · · 2x2x1 x1


n

=



60

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
1!λ12!λ2 · . . . · n!λn
λ1!λ2! · . . . · λn!

xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.29)

xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2y1

y3
y2

1
2
y2
y1

1
3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1
yn−2

· · · 1
n−1

y2
y1

1
ny1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

n!
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.30)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Взаємно оберненi многочлени розбиттiв (2.29), (2.30) за-
довольняють вiдповiдно рекурентнi рiвностi

yn = x1yn−1 + 2!x2yn−2 + . . . + (n− 1)!xn−1y1 + n!xny0, (2.31)

y0 = 1, y<0 = 0

xn = − 1

n1
y1xn−1−

1

n2
y2xn−2− . . .− 1

nn−1
yn−1x1+

1

nn
ynx0, (2.32)

x0 = 1, x<0 = 0

Якщо у рiвностi (2.8) покласти x1 = x2 = . . . = xn = 1, то
отримаємо числову послiдовнiсть, яка у електроннiй енцикло-
педiї числових послiдовностей (On-Line Encyclopedia of integer
Sequences) отримала номер A051296:

{[i− j + 1]16j6i6n}∞n=1 = 1, 3, 11, 47, 231, 1303, 8431, 62391, 524495,

4960775, 52223775, 605595319, 7664578639, 105046841127,

1548880173119, 24434511267863, 410503693136559, 7315133279097607,
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137787834979031839, 2734998201208351479, 57053644562104430735,

2. ai = 1
i!, i = 1, 2 . . . n

yn =


x1
1
2
x2
x1

x1
1
3
x3
x2

1
2
x2
x1

x1

· · · · · · · · · · · ·
1
n

xn
xn−1

1
n−1

xn−1
xn−2

· · · 1
2
x2
x1

x1


n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!

1!λ1 · λ1! · 2!λ2 · λ2! · . . . · n!λn · λn!
xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn ,

(2.33)
де n = 1, 2, . . .

xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2y1 3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1
yn−2

· · · (n− 1)y2y1 ny1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

= n!·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.34)
де k = λ1+λ2+ . . .+λn. Вiдповiднi рекурентнi спiввiдношення
мають вигляд:

yn = x1yn−1 +
1

2!
x2yn−2 + . . . +

1

(n− 1)!
xn−1y1 +

1

n!
xny0, (2.35)

y0 = 1, y<0 = 0

xn = −n1y1xn−1− n2y2xn−2− . . .− nn−1yn−1x1+ nnynx0, (2.36)

x0 = 1, x<0 = 0
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При допомозi рiвностi (2.33), роблячи вiдповiднi пiдста-
новки, приходимо до числової послiдовностi A000670:{
n!

[
1

i− j + 1

]}∞

n=1

= 1, 3, 13, 75, 541, 4683, 47293, 545835, 7087261,

102247563, 1622632573, 28091567595, 526858348381, 10641342970443,

230283190977853, 5315654681981355, 130370767029135901,

3385534663256845323, . . .

3. ai = 1
i , i = 1, 2 . . . n

yn =


x1
1
2
x2
x1

x1
2
3
x3
x2

1
2
x2
x1

x1

· · · · · · · · · · · ·
n−1
n

xn
xn−1

n−2
n−1

xn−1
xn−2

· · · 1
2
x2
x1

x1


n

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!

1λ1 · λ1! · 2λ2 · λ2! · . . . · nλn · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

(2.37)
де n = 1, 2, . . .

xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

2y1
y3
y2

2y2y1
3
2y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1
2yn−1
yn−2

· · · n−1
n−2

y2
y1

n
n−1y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

= n·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.38)
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де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Рекурентнi спiввiдношення для взаємно обернених мно-
гочленiв розбиттiв (2.37), (2.38) мають вигляд:

yn = x1yn−1 +
1

2
x2yn−2 + . . . +

1

n− 1
xn−1y1 +

1

n
xny0, (2.39)

y0 = 1, y<0 = 0

xn = − n

n− 1
y1xn−1−

n

n− 2
y2xn−2−. . .−nyn−1x1+nynx0, (2.40)

x0 = 1, x<0 = 0

Якщо у рiвностi (2.37) замiсть x1, x2, . . . , xn пiдставити
одиницi, то отримаємо числову послiдовнiсть, яка пов’язана iз
числовою послiдовнiстю{

n!

[
i− j + δij
i− j + 1

]}∞

n=1

= 1, 3, 14, 88, 694, 6578, 72792, 920904,

13109088, 207360912, 3608233056, 68495486640, 1408631978064,

31197601660080, 740303842925184, 18738231641600256,

503937595069600896, 14349899305396062720, . . . .

Утворена послiдовнiсть у електроннiй енциклопедiї числових
послiдовностей (On-Line Encyclopedia of integer Sequences) от-
римала номер A007840 (див. також [47], [59]).

4. ai = i, i = 1, 2 . . . n

yn =


x1

2x2x1 x1
3
2
x3
x2

2x2x1 x1

· · · · · · · · · · · ·
n

n−1
xn

xn−1

n−1
n−2

xn−1
xn−2

· · · 2x2x1 x1


n

=
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=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

k!
1λ12λ2 · . . . · nλn

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn , n = 1, 2, . . .

(2.41)

xn = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

y1
y2
y1

1
2y1

y3
y2

1
2
y2
y1

2
3y1

· · · · · · · · · · · ·
yn

yn−1

1
2
yn−1
yn−2

· · · n−2
n−1

y2
y1

n−1
n y1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

=

=
1

n
·

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
yλ11 yλ22 ·. . .·yλnn , n = 1, 2, . . .

(2.42)
де k = λ1+λ2+. . .+λn. При цьому взаємно оберненi многочлени
розбиттiв (2.41), (2.42) задовольняють вiдповiдно рекурентнi
рiвностi

yn = x1yn−1 + 2x2yn−2 + . . . + (n− 1)xn−1y1 + nxny0, (2.43)

y0 = 1, y<0 = 0

xn = −n− 1

n
y1xn−1−

n− 2

n
y2xn−2−. . .−1

n
yn−1x1+

1

n
ynx0, (2.44)

x0 = 1, x<0 = 0

Позаяк значення параперманента iз рiвностi (2.41) при
x1 = . . . = xn = 1 дорiвнює F2n, де Fi – числа Фiбоначчi,
то, використовуючи взаємно оберненi многочлени розбиттiв iз
цього пункту, можна отримати нову цiкаву тотожнiсть iз чис-
лами Фiбоначчi:
1

n

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
F λ1
2 F λ2

4 · . . . · F λn
2n = 1.
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2.2. Парафункцiї трикутних матриць похилої стру-
ктури з першим довiльним стовпцем

В цьому роздiлi ми дослiдимо властивостi широкого класу
многочленiв розбиттiв, що генеруються парафункцiями трикут-
них матриць похилої структури з першим довiльним стовпцем.
Тут, зокрема, будуть встановленi зв’язки мiж цим класом роз-
биттiв, вiдповiдними парафункцiями трикутних матриць та вiд-
повiдними рекурентними спiввiдношеннями.

Справедливi наступнi двi теореми:

Теорема 2.3. Нехай многочлени yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

задаються рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + . . . + (−1)n−2xn−1y1 + (−1)n−1anxny0,

(2.45)
де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = ddet


a1x1

a2
x2
x1

x1
... . . . . . .

an
xn

xn−1
. . . x2

x1
x1

 , (2.46)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k

(
n∑

i=1

λiai

)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn ,

(2.47)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Доведення. Те, що парадетермiнант (2.46) задовольняє реку-
рентне спiввiдношення (2.49) випливає iз його розвинення за
елементами останнього рядка.
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Доведемо справедливiсть рiвностi (2.51).
Нехай теорема справедлива при n = 0, 1, . . . ,m. Доведемо

її справедливiсть при n = m + 1. Знайдемо коефiцiєнт при
деякому фiксованому одночленi

x
λ∗1
1 , x

λ∗2
2 , . . . , xλ

∗
m

m , x
λ∗m+1
m+1 (2.48)

в полiномi ym+1.

Можливi два випадки:
1) λ∗

m+1 = 0. В цьому випадку, згiдно з рекурентним спiв-
вiдношенням

ym+1 = x1ym − x2ym−1 + . . .+ (−1)m−1xmy1 + (−1)mam+1xm+1y0,

шуканий коефiцiєнт одночлена (2.48) можна отримати при до-
помозi суми коефiцiєнтiв, що вiдповiдають доданкам

a(i) = (−1)i−1xiym−i+1, i = 1, 2, . . . ,m

цього спiввiдношення. Очевидно, що доданкам a(i) вiдповiдають
розбиття

λ∗
1+2λ

∗
2+. . .+i(λ

∗
i−1)+(i+1)λ∗

i+1+. . .+(m−i+1)λ∗
m−i+1 = m−i+1

а їм коефiцiєнти –

(−1)i−1(−1)m−i+1−k−1 (λ∗
1a1 + . . . + (λ∗

i − 1)ai + . . . + λ∗
mam)×

× (k − 2)!

λ∗
1! · . . . · (λ∗

i − 1)! · . . . · λ∗
m!
,

де k = λ∗
1 + λ∗

2 + . . . + λ∗
m. Цi коефiцiєнти, враховуючи те, що

λ∗
m−i+2 = . . . = λ∗

m+1 = 0, можна записати у виглядi

(−1)m−A+1 (B − ai))
(A− 2)!

λ∗
1! · . . . · (λ∗

i − 1)! · . . . · λ∗
m!λ

∗
m+1!

,
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де

A =

m+1∑
i=1

λ∗
i , B =

m+1∑
i=1

λ∗
iai.

Таким чином, шуканий коефiцiєнт при одночленi

x
λ∗1
1 x

λ∗2
2 · . . . · xλ∗mm x

λ∗m+1
m+1

дорiвнює
m+1∑
i=1

(−1)m+1−A(B − ai)λi
(A− 2)!

λ∗
1! · . . . · λ∗

m+1!
=

= (−1)m+1−AB
(A− 1)!

λ∗
1! · . . . · λ∗

m+1!

2) λ∗
m+1 = 1. Очевидно, що в цьому випадку

λ∗
1 = λ∗

2 = . . . = λ∗
m = 0,

причому iз рекурентного спiввiдношення випливає, що шука-
ний коефiцiєнт дорiвнює

(−1)mam+1.

Але i цей коефiцiєнт можна подати у виглядi

(−1)m+1−AB
(A− 1)!

λ∗
1! · . . . · λ∗

m+1!
,

бо A = 1, B = am+1.

Якщо у теоремi 2.3 покласти ai = 1, i = 1, 2, . . . , n, то
n∑

i=1

aiλi = λ1 + λ2 + . . . + λn = k

i ми отримаємо теорему 1.8 при n = m.
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Якщо ж у теоремi 2.3 покласти ai = i, i = 1, 2, . . . , n, то
n∑

i=1

aiλi = λ1 + 2λ2 + . . . + nλn = n

i тодi справедливий наступний

Наслiдок 2.1. Нехай многочлени yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

задаються рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1−x2yn−2+. . .+(−1)n−2xn−1y1+(−1)n−1nxny0, (2.49)

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = ddet


x1

2x2x1 x1
... . . . . . .

n xn
xn−1

. . . x2
x1

x1

 , (2.50)

yn = n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k (k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

(2.51)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Цей наслiдок описує многочлени розбиттiв, якi з’явля-
ються у теорiї симетричних многочленiв. А саме многочлени
розбиттiв, в яких степеневi суми виражаються через повнi од-
норiднi симетричнi многочлени та елементарнi симетричнi мно-
гочлени. Вони наведенi вкiнцi першого роздiлу дисертацiї.

Аналогiчно можна довести справедливiсть i наступної тео-
реми

Теорема 2.4. Нехай многочлени yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + . . . + xn−1y1 + anxny0,
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де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = pper


a1x1

a2
x2
x1

x1
... . . . . . .

an
xn

xn−1
. . . x2

x1
x1

 ,

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(
n∑

i=1

λiai

)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Для теореми 2.4, як i для теореми 2.3, справедливий на-
ступний

Наслiдок 2.2. Нехай многочлени yn(x1, x2, . . . , xn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + . . . + xn−1y1 + nxny0,

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = pper


x1

2x2x1 x1
... . . . . . .

n xn
xn−1

. . . x2
x1

x1

 ,

yn = n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Цiкавим виявляється також випадок, коли ai = ri+ s, де
r i s – деякi рацiональнi числа такi, що rs ̸= 0. В цьому випадку
справедливий
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Наслiдок 2.3. Наступнi рiвностi задають однi i тi ж мно-
гочлени:

yn = x1yn−1−x2yn−2+ . . .+(−1)n−2xn−1y1+(−1)n−1(rn+s)xny0,

yn = ddet


(r + s)x1

(2r + s)x2x1 x1
... . . . . . .

(rn + s) xn
xn−1

. . . x2
x1

x1

 ,

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k (rn + sk)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 ·. . .·xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn, y0 = 1.

Позаяк ai = ri + s, то
n∑

i=1

aiλi =

n∑
i=1

(ri + s) = r

n∑
i=1

iλi + s

n∑
i=1

λi = nr + sk,

то доведення цього наслiдку очевидне.
Аналогiчний наслiдок справедливий i для теореми 2.4:

Наслiдок 2.4. Наступнi рiвностi задають однаковi многоч-
лени:

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + . . . + xn−1y1 + (rn + s)xny0,

yn = pper


(r + s)x1

(2r + s)x2x1 x1
... . . . . . .

(rn + s) xn
xn−1

. . . x2
x1

x1

 ,

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(rn + sk)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
xλ11 xλ22 · . . . · xλnn ,

де k = λ1 + λ2 + . . . + λn, y0 = 1.
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2.3. Оберненi многочлени розбиттiв

У цьому параграфi побудуємо многочлени розбиттiв обер-
ненi до многочленiв розбиттiв iз теорем 2.3 та 2.4.

Теорема 2.5. Нехай многочлени xn(y1, y2, . . . , yn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn = any1xn−1−any2xn−2+. . .+(−1)n−2anyn−1x1+(−1)n−1anynx0,

де x0 = 1, тодi справедливi рiвностi

xn = ddet


a1y1
y2
y1

a2y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . any1

 , (2.52)

xn =

n∑
r=1

(−1)n−r
∑

α1+α2+...+αr=n

aα1aα1+α2·. . .·aα1+α2+...+αryα1yα2·. . .·yαr,

(2.53)
де αi > 0, i = 1, 2, . . . , r.

Доведення. Елементи матрицi парадетермiнанта правої частини
рiвностi (2.52) можна записати у виглядi

aij =
yi−j+1

yi−j
a
δij
i ,

де δij – символ Кронекера. Отже, згiдно з означенням факто-
рiального добутку , маємо

{aij} =

i∏
k=j

yi−k+1

yi−k
a
δik
i = yi−j+1ai.
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Дальше використаємо означення парадетермiнанта (1.2) три-
кутної матрицi

ddet(A) =
n∑

r=1

∑
α1+...+αr=n

(−1)n−r
r∏

s=1

{aα1+...+αs,α1+...+αs−1+1} =

=

n∑
r=1

∑
α1+...+αr=n

(−1)n−raα1aα1+α2 · . . . · aα1+...+αryα1yα2 · . . . · yαr.

Нехай Λk – мультимножина додатнiх компонент невпо-
рядкованого розбиття

λ1 + 2λ2 + . . . + nλn = n

натурального числа n на цiлi невiд’ємнi числа, причому вико-
нується рiвнiсть λ1 + λ2 + . . .+ λn = k, а P (Λk) – множина всiх
перестановок елементiв мультимножини Λk, тодi |Λk| = k та,
згiдно з теоремою про число перестановок елементiв мульти-
множини виконується рiвнiсть

|P (Λk)| =
k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
.

У цьому випадку рiвнiсть (2.53) можна записати у виглядi

xn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=k

(−1)n−kAΛk
· yλ11 yλ22 · . . . · yλnn , (2.54)

де

AΛk
=

 ∑
(α1,α2,...,αk)∈P (Λk)

aα1aα1+α2 · . . . · aα1+α2+...+αk−1
an

 .
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Приклад 2.5. Знайдемо у многочленi розбиття (2.54), при
n = 20, коефiцiєнт бiля y24y5y7. Тут

λ1 = λ2 = λ3 = 0, λ4 = 2, λ5 = 1, λ6 = 0, λ7 = 1, λ8 = λ9 = . . . =

= λ20 = 0, k = 4,Λ4 = {4, 4, 5, 7},
P (Λ4) = {(4, 4, 5, 7), (4, 4, 7, 5), (4, 5, 4, 7), (4, 5, 7, 4), (4, 7, 4, 5),
(4, 7, 5, 4), (5, 4, 4, 7), (5, 4, 7, 4), (5, 7, 4, 4), (7, 4, 4, 5), (7, 4, 5, 4),

(7, 5, 4, 5)}
AΛ4 = a4a8a13a20+a4a8a15a20+a4a9a13a20+a4a9a16a20+a4a11a15a20+

+a4a11a16a20+a5a9a13a20+a5a9a16a20+a5a12a16a20+a7a11a15a20+

+a7a11a16a20 + a7a12a16a20.

Якщо у рiвностi (2.54) покласти ai = 1, i = 1, 2, . . . , n, то
отримаємо многочлен розбиття (1.8).

Якщо ж у цiй рiвностi покласти ai = −1, i = 1, 2, . . . , n,

то, очевидно, що

An = (−1)k
k!

λ1!λ2! · . . . · λn!

i

xn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=k

(−1)n−k(−1)k
k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· yλ11 yλ22 · . . . · yλnn =

= (−1)n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=k

k!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· yλ11 yλ22 · . . . · yλnn =

(−1)n


y1
y2
y1

y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . y1

 .
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Аналогiчно до теореми 2.5 доводиться i наступна теорема
для параперманентiв трикутних матриць.

Теорема 2.6. Нехай многочлени xn(y1, y2, . . . , yn), n = 0, 1, . . .

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn = any1xn−1 + any2xn−2 + . . . + anyn−1x1 + anynx0,

де x0 = 1, тодi справедливi рiвностi

xn = pper


a1y1
y2
y1

a2y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . any1

 ,

xn =

n∑
r=1

∑
α1+α2+...+αr=n

aα1aα1+α2 · . . . · aα1+α2+...+αryα1yα2 · . . . · yαr,

де αi > 0, i = 1, 2, . . . , r.

Наслiдок 2.5. Якщо ai = ai + b, де a i b – деякi рацiональнi
числа такi, що ab ̸= 0 и a ̸= b, причому справедливi рiвностi

xn = (an + b)y1xn−1 − (an + b)y2xn−2 + . . .+

+(−1)n−2(an + b)yn−1x1 + (−1)n−1(an + b)ynx0,

де x0 = 1, тодi справедливi рiвностi

xn = ddet


(a + b)y1

y2
y1

(2a + b)y1
... . . . . . .
yn

yn−1

yn−1
yn−2

. . . (an + b)y1

 ,

xn =

n∑
r=1

(−1)n−r
∑

α1+α2+...+αr=n

r∏
i=1

(a(α1+α2+. . .+αi)+b)yα1yα2·. . .·yαr,

де αi > 0, i = 1, 2, . . . , r.
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2.4. Многочлени розбиттiв, що генеруються пара-
функцiями трикутних матриць з двома першими довi-
льними стовпцями

Розглянемо теорему

Теорема 2.7. Якщо многочлени заданi рекурентним рiвнян-
ням

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . . + (−1)n−3xn−2y2+

+(−1)n−2τn2xn−1y1 + (−1)n−1τn1τn2xny0, (2.55)

де y0 = 1, тодi справедливi рiвностi

yn = �
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1

x1
... · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x1

τn1
xn

xn−1
τn2

xn−1
xn−2

xn−2
xn−3

· · · x2
x1

x1

B
B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�
�� n

(2.56)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k A(λ, τ )

λ1! · . . . · λn!
xλ11 · . . . · xλnn , (2.57)

де

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)!
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Доведення.

yn = �
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1

x1
... · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x1

τn1
xn

xn−1
τn2

xn−1
xn−2

xn−2
xn−3

· · · x2
x1

x1

B
B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�
�� n

=

= �
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
BB

(
τ11x1 − τ21

x2
x1

)
τ22x1(

τ11x1 − τ31
x3
x2

)
τ32

x2
x1

x1
... · · · . . .(

τ11x1 − τn−1,1
xn−1
xn−2

)
τn−1,2

xn−2
xn−3

xn−3
n−4 · · · x1(

τ11x1 − τn1
xn

xn−1

)
τn2

xn−1
xn−2

xn−2
n−3 · · · x2

x1
x1

B
B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�
�� n−1

=

∑
λ1+2λ2+...+(n−1)λn−1=n−1

(−1)n−1−k
n−1∑
i=1

λi

(
τ11x1 − τi+1,1

xi+1

xi

)
τi+1,2×

× (k − 1)!

λ1!λ2! . . . λn−1!
xλ11 xλ22 · . . . · xλn−1

n−1 =

∑
λ1+2λ2+...+(n−1)λn−1=n−1

(−1)n−1−kτ11

n−1∑
i=1

λiτi+1,2×

× (k − 1)!

λ1!λ2! . . . λn−1!
xλ1+1
1 xλ22 · . . . · xλn−1

n−1 +

+
∑

λ1+2λ2+...+(n−1)λn−1=n−1

(−1)n−k
n−1∑
i=1

λiτi+1,1τi+1,2×

× (k − 1)!

λ1!λ2! . . . λn−1!
xλ11 xλ22 · . . . · xλi−1

i x
λi+1+1
i+1 · xλi+2

i+2 · . . . · xλn−1
n−1 ,
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де λ1 + λ2 + . . . + λn−1 = k.

Перша сума пiсля замiни

λ1 + 1 = λ
′
1, λ2 = λ

′
2, . . . , λn = λ

′
n = 0

матиме вигляд

∑
λ
′
1+2λ

′
2+...+nλ

′
n=n

(−1)n−k
′
(
(λ

′
1 − 1)τ11τ22 + τ11

n−1∑
i=2

λ
′
iτi+1,2

)
×

× (k
′ − 2)!

(λ
′
1 − 1)!λ

′
2! . . . λ

′
n!
x
λ
′
1

1 x
λ
′
2

2 · . . . · xλ
′
n

n ,

а друга — пiсля замiни

λ1 = λ
′
1, . . . , λi−1 = λ

′
i−1, λi − 1 = λ

′
i, λi+1 + 1 = λ

′
i+1,

λi+2 = λ
′
i+2, . . . , λn = λ

′
n = 0

— вигляд ∑
λ
′
1+2λ

′
2+...+nλ

′
n=n

(−1)n−k
′ n−1∑
i=1

τi+1,1τi+1,2×

× (k
′ − 1)!

λ
′
1! · . . . · λ

′
i!(λ

′
i+1 − 1)!λ

′
i+2! · . . . · λ

′
n!
x
λ
′
1

1 · . . . · xλ
′
i

i x
λ
′
i+1

i+1 · . . . · xλ
′
n

n .

Накiнець вiдзначимо, що розкладання парадетермiнанта (2.56)
за елементами останнього рядка приводить до рекурентного
спiввiдношення (2.55).

Покажемо, що теорема 2.7 є узагальненням теореми 2.3.
З цiєю метою доведемо, що при τ22 = τ32 = . . . = τn2 = 1

виконується рiвнiсть

A(λ, τ ) = (k − 1)!

n∑
i=1

λiτi1.
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Розглянемо два випадки:
1. λ1 = λ2 = . . . = λn−1 = 0, λn = 1. Маємо:

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)! =

(
λ1(λ1 − 1)τ11 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11

)
×

×(k−2)!+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1·(k−1)! = (k−1)!λnτn1 = (k−1)!

n∑
i=1

λiτi1

2. λn = 0. У цьому випадку маємо:

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)! =

(
λ1(λ1 − 1)τ11 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11

)
×

×(k−2)!+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1·(k−1)! = (k−2)!λ1τ11(λ1+λ2+. . .+λn−1)+

+(k − 1)!

n∑
i=2

λiτi1 = (k − 1)!

(
n∑

i=2

λiτi1

)
= (k − 1)!

n∑
i=1

λiτi1.

Приклад 2.6. Знайдемо коефiцiєнт A(λ, τ ) у випадку, коли

τi+1,1 =
i + 1

i
, i = 1, 2, . . . , n− 1, τ1,1 = 1; τi+1,2 = i,

i = 1, 2, . . . , n− 1. Маємо

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+
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+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)! =

=

(
λ1(λ1 − 1) +

n−1∑
i=2

iλ1λi

)
(k − 2)! +

n−1∑
i=1

(i + 1)λi+1(k − 1)! =

= λ1(n− nλn − 1)(k − 2)! + (n− λ1)(k − 1)!.

Тому
yn =

= �
�
�
�
�
�
�
�
�

B
B
B
B
B
B
B
B
B

x1
2
1
x2
x1

x1
3
2
x3
x2

2x2x1 x1
4
3
x4
x3

3x3x2
x2
x1

x1
... · · · · · · · · · . . .

n−1
n−2

xn−1
xn−2

(n− 2)xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

xn−4
xn−5

· · · x1
n

n−1
xn

xn−1
(n− 1)xn−1

xn−2

xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x2
x1

x1

B
B
B
B
B
B
B
B
B

�
�
�
�
�
�
�
�
� n

=

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kλ1(n− nλn − 1)(k − 2)! + (n− λ1)(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
·

·xλ11 · . . . · xλnn
Цей многочлен розбиттiв задовольняє рекурентне спiввiдно-
шення

yn = x1yn−1−x2yn−2+ . . .+(−1)n−2(n−1)xn−1y1+(−1)n−1nxny0,

де y0 = 1, y1 = x1, y<0 = 0.

Таким чином, ми отримали новий многочлен розбиттiв,
який досi не зустрiчався в математичнiй лiтературi.
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Для параперманентiв можна сформулювати та довести
аналогiчну теорему. При цьому у доведеннi всi мiркування ана-
логiчнi до доведення теореми 2.7 з тiєю лише рiзницею, що всi
доданки iз знаком мiнус потрiбно замiнити на такi ж доданки
iз знаком плюс.

Теорема 2.8. Нехай многочлени заданi рекурентним рiвня-
нням

yn = x1yn−1+x2yn−2+x3yn−3+. . .+xn−2y2+τn2xn−1y1+τn1τn2xny0,

(2.58)
де y0 = 1, а τij — деякi параметри, тодi справедливi рiвностi

yn =



τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1

x1
... · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x1

τn1
xn

xn−1
τn2

xn−1
xn−2

xn−2
xn−3

· · · x2
x1

x1


n

(2.59)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

A(λ, τ )xλ11 · . . . · xλnn , (2.60)

де

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
(k − 2)!

λ1! · . . . · λn!
+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 ·
(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!

Приклад 2.7. Знайдемо, наприклад, коефiцiєнт

A(λ, τ )
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у многочленi розбиттiв (2.57) у випадку якщо

n = 15, λ1 = 3, λ2 = 1, λ5 = 2.

У цьому випадку
k = 6

A(λ, τ ) = 4!

(
3 · 2τ11τ22 +

14∑
i=2

3λiτ11τi+1,2

)
+5!

(
14∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2

)
Отже, кiнцево кoефiцiєнт бiля

x31x2x
2
5

дорiвнює

(−1)15−6A(λ, τ )

3!1!2!
= − 3 · 2 · 4!

3! · 1! · 2!
τ11τ22 −

3 · 4!
3! · 1! · 2!

τ11τ32−

− 3 · 2 · 4!
3! · 1! · 2!

τ11τ62 −
1 · 5!

3! · 1! · 2!
τ21τ22 −

2 · 5!
3! · 1! · 2!

τ51τ52 =

= −12τ11τ22 − 6τ11τ32 − 12τ11τ62 − 10τ21τ22 − 20τ51τ52.

Зауваження 2.1. Очевидно, що теорема 2.7 узагальнює тео-
рему 2.3. Дiйсно, якщо τ22 = τ32 = . . . = τn2 = 1, то

A(λ, τ ) =

(
λ1(λ1 − 1)τ11τ22 +

n−1∑
i=2

λ1λiτ11τi+1,2

)
· (k − 2)!+

+

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2 · (k − 1)! =

= (λ1(λ1 − 1) + λ1(k − λ1)) τ11 · (k − 2)! +

n∑
i=2

λiτi1 · (k − 1)! =

=

n∑
i=1

λiτi1 · (k − 1)!.
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2.5. Загальна теорема про многочлени розбиттiв

В цьому пiдроздiлi доведена загальна теорема многочленiв
розбиттiв, що задається парафункцiями трикутних матриць по-
хилої структури.

Означення 2.1. Факторiальним m-добутком {aij}m, 1 6 m 6
n елемента aij деякої трикутної матрицi, назвемо добуток

{aij}m =

min(i,m)∏
k=j

aik,

а набiр таких m-добуткiв — нормальним m-набором трикутної
матрицi, якщо об’єднання усiх їх спiвмножникiв утворює мно-
жину потужностi m. Множину всiх нормальних m-наборiв
трикутної матрицi позначимо через Am.

Теорема 2.9. Рiвностi
yn =

= �
�
�
�
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1

τ22
... · · · . . .

τm1
xm

xm−1
τm2

xm−1
xm−2

· · · τmmx1

τm+1,1
xm+1
xm

τm+1,2
xm

xm−1
· · · τm+1,m

x2
x1

x1
... · · · · · · · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

· · · τn−1,m
xn−m

xn−m−1

xn−m−1
xn−m−2

· · · x1
τn1

xn
xn−1

τn2
xn−1
xn−2

· · · τnm
xn−m+1
xn−m

xn−m
xn−m−1

· · · x2
x1
x1

B
B
B
B
B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
(2.61)

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . .+
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(−1)n−m−1xn−mym + (−1)n−m{τnm}mxn−m+1×
×ym−1 + (−1)n−m+1{τn,m−1}mxn−m+2ym−2+

+ . . . + (−1)n−1{τn1}mxny0 (2.62)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k
n∑

i=m

A(λ, τ, i)×

×xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (2.63)

де τij = 1 при m + 1 ≤ j ≤ n,

A(λ, τ, i) =
m∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m, (2.64)

причому
λαjλαj · . . . · λαj︸ ︷︷ ︸

k

= λk
αj

=

= λαj(λαj − 1) · . . . · (λαj − k + 1), j = 1, . . . , r

рiвносильнi мiж собою.

Доведення. Перш за все вiдзначимо, що рекурентна рiвнiсть
(2.62) безпосередньо випливає iз рiвностi (2.61) в результатi
розкладу парадетермiнанта за елементами останнього рядка.

Доведемо справедливiсть рiвностi (2.63). Многочлен роз-
биття, вiдповiдний парадетермiнанту трикутної матрицi⟨

xi−j+1

xi−j

⟩
16j6i6n

,
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згiдно з теоремою 4 iз [5], має вигляд∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn)×

×(λ1 + λ2 + . . . + λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ11 xλ22 · . . . · xλnn .

Якщо ж m = n, то справедливий наслiдок.
Знайдемо коефiцiєнт при нормальному m-наборi трикут-

ної матрицi правої частини рiвностi (2.61). Елемент τij факто-
рiального m-добутку {τij}m лежить на i−j+1 - iй пiддiагоналi
трикутної матрицi, тому разом з цим добутком до многочлена
входитиме змiнна xi−j+1. Отже, доданок

k!
xλ11 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!

,

λ1 + λ2 + . . . + λn = k

отримає вигляд

. . . λi−j+1{τij}m . . . · k! ·
xλ11 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!

.

Зробимо замiну λ1 = λ
′
1, . . . , λi−j+1 + 1 = = λ

′
i−j+1, . . . , λn = λ

′
n,

тодi останнiй доданок матиме вигляд

. . . λ
′
i−j+1{τij}m . . . · (k′ − 1)!×

×
x
λ
′
1

1 · . . . · x
λ
′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′

n

λ
′
1! · . . . · λ

′
i−j+1! · . . . · λ

′
n

,

де k
′
= k + 1.
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Якщо ж до нормального m-набору входить ще один фак-
торiальний m-добуток {τi1,j1}, елемент τi1,j1 якого лежить на
(i− j+1)-iй пiддiагоналi, тобто виконується рiвнiсть i− j+1 =

i1− j1+1, то останнiй одночлен многочлена, очевидно, прийме
вигляд

. . . λ
′′
i−j+1(λ

′′
i−j+1 − 1){τij}m{τi1,j1}m . . . (k

′′ − 2)!×

×
x
λ
′′
1

1 · . . . · x
λ
′′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′′

n

λ
′′
1! · . . . · λ

′′
i−j+1! · . . . · λ

′′
n

.

Таким чином, побудувавши при допомозi впорядкованого
розбиття

α1 + α2 + . . . + αr = m

нормальний m-набiр трикутної матрицi

{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

коефiцiєнт бiля одночлена xλ11 xλ22 · . . . · xλnn матиме вигляд

n∑
i=m

A(λ, τ, i),

де A(λ, τ, i) задається рiвнiстю (2.64).
Для параперманентiв справедлива аналогiчна теорема.

Теорема 2.10. Рiвностi
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yn =

=



τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1
... · · · . . .

τm1
xm

xm−1
τm2

xm−1
xm−2

· · · τmmx1

τm+1,1
xm+1
xm

τm+1,2
xm

xm−1
· · · τm+1,m

x2
x1

x1
... · · · · · · · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

· · · τn−1,m
xn−m

xn−m−1

xn−m−1
xn−m−2

· · · x1
τn1

xn
xn−1

τn2
xn−1
xn−2

· · · τnm
xn−m+1
xn−m

xn−m
xn−m−1

· · · x2
x1
x1


;

(2.65)

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + x3yn−3 + . . .+

+xn−mym + {τnm}mxn−m+1ym−1 + {τn,m−1}mxn−m+2ym−2+

+ . . . + {τn1}mxny0; (2.66)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=m

A(λ, τ, i)×

×xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (2.67)

де τij = 1 при m + 1 ≤ j ≤ n,

A(λ, τ, i) =
m∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m, (2.68)
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причому
λαjλαj · . . . · λαj︸ ︷︷ ︸

k

= λk
αj

=

= λαj(λαj − 1) · . . . · (λαj − k + 1), j = 1, . . . , r

рiвносильнi мiж собою.

Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми
2.9.

Приклад 2.8. Знайдемо коефiцiєнт A(λ, τ, i) iз теореми 2.10
при m = 1. Згiдно iз (2.67) маємо

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=m

m∑
r=1

(k−r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2·. . .·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

.

Але
m = 1, r = 1, αr = 1,

тому

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=1

(k − 1)!λi−1+1{τi,1−1+1}1
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

=

∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=1

λiτi,1
(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
xλ11 · . . . · xλnn .

А це по сутi спiвпадає iз (2.51).
Знайдемо коефiцiєнт A(λ, τ, i) iз теореми 2.10 при m = 2.
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Маємо:

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=m

m∑
r=1

(k−r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2·. . .·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

.

Знайдемо суму
n∑

i=m

m∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=m,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m

при m = 2.

Маємо
n∑

i=2

2∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=2,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−2+αr×

×{τi,2−αr+1}2
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}2.

Якщо r = 1, то α1 = 2 i остання сума прийме вигляд
n∑

i=2

(k − 1)!λi{τi,1}2 = (k − 1)!

n−1∑
i=1

λi+1τi+1,1τi+1,2.

Це узгоджується iз (2.60).
Якщо ж r = 2, то α1 = α2 = 1 i матимемо

(k − 2)!

n∑
i=2

λ1λi−1{τi,2}2{τ1,1}2 =
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= (k − 2)!

(
λ1(λ1 − 1)τ1,1τ2,2 +

n−1∑
i=2

λ1τ1,1λiτi+1,2

)
.

Цей результат також узгоджується iз (2.60).

Наслiдок 2.6. Рiвностi
yn =

τ11x1

τ21
x2
x1

τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1

τ33x1

τ41
x4
x3

τ42
x3
x2

τ43
x2
x1

x1
... · · · · · · · · · · · · . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

τn−1,2
xn−2
xn−3

τn−1,3
xn−3
xn−4

xn−4
xn−5

· · · x1

τn1
xn

xn−1
τn2

xn−1
xn−2

τn3
xn−2
xn−3

xn−3
xn−4

· · · x2
x1

x1


; (2.69)

yn = x1yn−1 + x2yn−2 + . . . + xn−3y3+

+{τn3}3xn−2y2 + {τn,2}3xn−1y1+

{τn1}3xny0; (2.70)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=3

A(λ, τ, i)×

×xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (2.71)

де

A(λ, τ, i) = (k − 1)!λiτi1τi2τi3 + (k − 2)!(λ1λi−1τ11τi2τi3+

+(k − 3)λ2λi−2τ21τ22τi3)+!λ1λ1λi−2τ11τ22τi3 (2.72)

рiвносильнi мiж собою.
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Доведення. Рiвностi (2.69), (2.70) отримуємо вiдповiдно iз рiв-
ностей (2.65), (2.66) при m = 3.

Доведемо справедливiсть рiвностi (2.72). За теоремою 2.10
маємо

A(λ, τ, i) =

3∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=3,

αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . · λαr−1λi−3+αr×

×{τi,3−αr+1}3
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}3.

Але, якщо r = 1, то α1 = αr = 3 i у останню суму входитиме
вираз вигляду

(k − 1)!λiτi1τi2τi3.

Якщо r = 2, то рiвнiсть

α1 + α2 = 3

має лише два коренi на множинi натуральних чисел: (1, 2), (2, 1).
Цим кореням вiдповiдатиме сума

(k − 2)!(λ1λi−1{τi2}3{τ11}3 + λ2λi−2{τi3}3{τ21}3) =

= (k − 2)!(λ1λi−1τi2τi3τ11 + λ2λi−2τi3τ21τ22).

Якщо ж r = 3, то рiвнiсть

α1 + α2 + α3 = 3

має лише один натуральний корiнь (1, 1, 1), якому вiдповiдати-
ме доданок

(k − 3)!λ1λ1λi−2τi3τ11τ22.

Отже, рiвнiсть (2.72) виконується.
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Приклад 2.9. Знайдемо значення параперманента

yn =



τ11x1

τ21
x2
x1
τ22x1

τ31
x3
x2

τ32
x2
x1
τ33x1

τ41
x4
x3

τ42
x3
x2

τ43
x2
x1

τ51
x5
x4

τ52
x4
x3

τ53
x3
x2

x2
x1
x1

τ61
x6
x5

τ62
x5
x4

τ63
x4
x3

x3
x2

x2
x1
x1


за його означенням та за наслiдком 2.6.

Многочлен розбиттiв 6-го порядку, який зображується
заданою матрицею 6-го порядку мiстить 32 доданки.

y6 = τ11τ22τ33x
6
1+(τ21τ22τ33+τ11τ32τ33+τ11τ22τ43+2τ11τ22τ33)x

4
1x2+

+(τ31τ32τ33 + τ11τ42τ43 + τ11τ22τ53 + τ11τ22τ33)x
3
1x3+

+(τ21τ22τ43 + 2τ21τ22τ33 + 2τ11τ32τ33 + τ11τ22τ43)x
2
1x

2
2+

+(τ41τ42τ43 + τ11τ52τ53 + τ11τ22τ63)x
2
1x4+

+(τ11τ32τ33 + τ11τ42τ43 + τ21τ22τ33 + τ21τ22τ53 + 2τ31τ32τ33)x1x2x3+

+(τ51τ52τ53+τ11τ62τ63)x1x5+τ21τ22τ43x
3
2+(τ21τ22τ63+τ41τ42τ43)x2x4+

+τ31τ32τ33x
2
3 + τ61τ62τ63x6.

За наслiдком 2.6 маємо
6∑

i=3

A(λ, τ, i) =

6∑
i=3

(k − 1)!λiτi1τi2τi3+

+

6∑
i=3

(k − 2)!(λ1λi−1τi2τi3τ11 + λ2λi−2τi3τ21τ22)+

+

6∑
i=3

(k − 3)!λ1λ1λi−2τi3τ11τ22 =
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= (k − 1)!(λ3τ31τ32τ33 + λ4τ41τ42τ43 + λ5τ51τ52τ53 + λ6τ61τ62τ63)+

+(k−2)!(λ1λ2τ11τ32τ33+λ1λ2τ21τ22τ33+λ1λ3τ11τ42τ43+λ2λ2τ21τ22τ43+

+λ1λ4τ11τ52τ53 + λ2λ3τ21τ22τ53 + λ1λ5τ11τ62τ63 + λ2λ4τ21τ22τ63)+

+(k − 3)!(λ1λ1λ1τ11τ22τ33 + λ1λ1λ2τ11τ22τ43+

+λ1λ1λ3τ11τ22τ53 + λ1λ1λ4τ11τ22τ63) = A(λ, τ ),

де k = λ1 + λ2 + . . . + λ6.

Таким чином,

y6 =
∑

λ1+2λ2+...+6λ6=6

A(λ, τ )

λ1!λ2!λ3!λ4!λ5!λ6!
xλ11 xλ22 xλ33 xλ44 xλ55 xλ66 =

= τ11τ22τ33x
6
1 + (τ21τ22τ33 + τ11τ32τ33 + τ11τ22τ43 + 2τ11τ22τ33)x

4
1x2+

+(τ31τ32τ33 + τ11τ42τ43 + τ11τ22τ53 + τ11τ22τ33)x
3
1x3+

+(τ21τ22τ43 + 2τ21τ22τ33 + 2τ11τ32τ33 + τ11τ22τ43)x
2
1x

2
2+

+(τ41τ42τ43 + τ11τ52τ53 + τ11τ22τ63)x
2
1x4+

+(τ11τ32τ33 + τ11τ42τ43 + τ21τ22τ33 + τ21τ22τ53 + 2τ31τ32τ33)x1x2x3+

+(τ51τ52τ53+τ11τ62τ63)x1x5+τ21τ22τ43x
3
2+(τ21τ22τ63+τ41τ42τ43)x2x4+

+τ31τ32τ33x
2
3 + τ61τ62τ63x6.

Важливим граничним частинним випадком теореми 2.9 є
наступний

Наслiдок 2.7. Наступнi рiвностi рiвносильнi мiж собою:

yn = �
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

τ11x1

τ21
x2
x1... . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2
x1

τnnx1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
�� n

(2.73)
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yn = {τnn}x1yn−1 − {τn,n−1}x2yn−2+

+{τn,n−2}x3yn−3 − . . . + (−1)n−2{τn2}xn−1y1+

+(−1)n−1{τn1}xny0 (2.74)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kA(λ, τ, n)
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (2.75)

де

A(λ, τ, n) =

n∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=n,

αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn}, i=1,r

λα1λα2 · . . . · λαr×

×
r∏

s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1},

або

A(λ, τ, n) =


(k − 1)!

(k − 2)!
...

(k − n)!

×

×


λ1τ11
λ2
λ1
τ21 λ1τ22
... . . . . . .

λn
λn−1

τn1
λn−1
λn−2

τn2 . . . λ1τnn

 , (2.76)

де добуток
λi · . . . · λi︸ ︷︷ ︸

k

розглядається як спадний факторiальний степiнь λk
i
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Доведення. При m = n рiвностi (2.65-2.62), очевидно, перейдуть
у рiвностi (2.73-2.74). Покладемо у рiвностi (2.67) m = n, тодi
матимемо

n∑
i=m

A(λ, τ, i) = A(λ, τ, n),

причому

{τn,n−αr+1}n = {τα1+...+αr,α1+...+αr−1+1}n

i вона перейде у рiвнiсть (2.75). Те, що A(λ, τ, n) можна подати
у виглядi скалярного добутку (2.76) випливає безпосередньо iз
означення парадетермiнанта та скалярного добутку вектора на
парадетермiнант трикутної матрицi.

Аналогiчно формулюється та доводиться вiдповiдний нас-
лiдок для параперманента трикутної матрицi.

Наслiдок 2.8. Наступнi рiвностi рiвносильнi мiж собою:

yn =


τ11x1

τ21
x2
x1... . . .

τn−1,1
xn−1
xn−2

· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn

xn−1
· · · τn,n−1

x2
x1

τnnx1


n

; (2.77)

yn = {τnn}x1yn−1 + {τn,n−1}x2yn−2 + {τn,n−2}x3yn−3+

. . . + {τn2}xn−1y1 + {τn1}xny0; (2.78)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

A(λ, τ, n)
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (2.79)
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де

A(λ, τ, n) =

n∑
r=1

(k − r)!
∑

α1+...+αr=n,

αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn}, i=1,r

λα1λα2 · . . . · λαr×

×
r∏

s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1},

або

A(λ, τ, n) =


(k − 1)!

(k − 2)!
...

(k − n)!

×

×


λ1τ11
λ2
λ1
τ21 λ1τ22
... . . . . . .

λn
λn−1

τn1
λn−1
λn−2

τn2 . . . λ1τnn

 , (2.80)

де добуток
λi · . . . · λi︸ ︷︷ ︸

k

розглядається як спадний факторiальний степiнь λk
i

Приклад 2.10. Побудуємо многочлен розбиттiв, що зобра-
жується параперманентом четвертого порядку

x1

2x2x1 x1

3x3x2 4x2x1 x1

4x4x3 2x3x2 (−1)x2x1 x1

 .

Маємо ∑
λ1+2λ2+3λ3+4λ4=4

A

λ1!λ2!λ3!λ4!
xλ11 xλ22 xλ33 xλ44 ,
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де

A =


(k − 1)!

(k − 2)!

(k − 3)!

(k − 4)!




λ1

2λ2λ1 λ1

3λ3λ2 4λ2λ1 λ1

4λ4λ3 2λ3λ2 (−1)λ2λ1 λ1

 =

= λ4
1 + 10λ1λ3 − 2λ2

2 + 5λ2
1λ2 − 8λ4.

Тому 
x1

2x2x1 x1

3x3x2 4x2x1 x1

4x4x3 2x3x2 (−1)x2x1 x1

 =

=
∑

λ1+2λ2+3λ3+4λ4=4

λ4
1 + 10λ1λ3 − 2λ2

2 + 5λ2
1λ2 − 8λ4

λ1!λ2!λ3!λ4!
xλ11 xλ22 xλ33 xλ44 =

= x41 + 5x21x2 + 10x1x3 − 2x22 − 8x4.

Iз цього прикладу видно, що кожному невпорядкованому
розбиттю числа 4 вiдповiдає значення єдиного ненульового од-
ночлена многочлена

λ4
1 + 10λ1λ3 − 2λ2

2 + 5λ2
1λ2 − 8λ4,

що спiвпадає з коефiцiєнтом вiдповiдного одночлена шуканого
многочлена розбиттiв.

Висновки до роздiлу 2

Таким чином, при допомозi зображень многочленiв роз-
биттiв парафункцiями трикутних матриць, можна довести деякi
загальнi теореми про многочлени розбиттiв, будувати взаємно
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оберненi класи многочленiв розбиттiв, впорядкувати та систе-
матизувати вiдомi результати теорiї многочленiв розбиттiв та
побудувати новi класи многочленiв розбиттiв. Так, у першому
пiдроздiлi другого роздiлу побудовано два широкi класи взаємно
обернених многочленiв розбиттiв. Зауважимо, що вiдомi пари
взаємно обернених многочленiв розбиттiв можна перелiчити на
пальцях однiєї руки. У другому пiдроздiлi другого роздiлу вив-
чено властивостi многочленiв розбиттiв, що зображуються па-
рафункцiями трикутних матриць похилої структури з першим
довiльним стовпцем. До цього класу належить ряд вiдомих мно-
гочленiв розбиттiв, що зустрiчається у алгебрi. Прикладом таких
многочленiв слугують многочлени розбиттiв, в яких степеневi
суми виражаються через елементарнi симетричнi многочлени
або через повнi однорiднi симетричнi многочлени. Аналогiчнi
приклади можна знайти також у теорiї чисел. Третiй пiдроздiл
другого роздiлу присвячений вивченню многочленiв розбиттiв,
що зображуються парафункцiями трикутних матриць похилої
структури з двома першими довiльними стовпцями. Це дуже
широкий клас многочленiв розбиттiв, однак досi в iснуючiй
лiтературi вони не з’являлися. У четвертому пiдроздiлi доведено
загальну теорему про зображення многочленiв розбиттiв па-
рафункцiями трикутних матриць, однак алгоритми побудови
таких многочленiв розбиттiв вiдзначаються складнiстю за кiль-
кiстю операцiй.

Зауважимо, що у другому роздiлi, при допомозi розкла-
ду парафункцiй трикутних матриць за елементами останнього
рядка, вперше кожному многочлену розбиттiв ставиться у вiд-
повiднiсть лiнiйне рекурентне спiввiдношення. Таким чином мо-
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жна побудувати бiєктивнi вiдповiдностi мiж многочленами роз-
биттiв, парафункцiями трикутних матриць похилої структури,
що їх зображують та лiнiйними рекурентними спiввiдношення-
ми, що їх генерують.
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РОЗДIЛ 3

ТЕОРЕТИКО–ЧИСЛОВI ФУНКЦIЇ ТА

МНОГОЧЛЕНИ РОЗБИТТIВ

У першому пiдроздiлi цього роздiлу розглядаються теоре-
тико-числовi функцiї натурального аргументу, що узагальнюють
класичнi функцiї натурального аргументу – суму натуральних
дiльникiв натурального числа та число невпорядкованих роз-
биттiв натурального числа. Поняття про цi функцiї наведено
вкiнцi другого пiдроздiлу першого роздiлу. Дослiдження про-
водяться при допомозi апарату числення трикутних матриць,
необхiднi вiдомостi про який також можна знайти у другому
пiдроздiлi першого роздiлу.

Теорема 3.1 цього пiдроздiлу дає зображення m-арних
чисел bm(n), ξm(n), dm(n) у виглядi парафункцiй трикутних мат-
риць. У теоремi 3.2. встановлено лiнiйнi рекурентнi спiввiдно-
шення, з допомогою яких можна побудувати ефективнi алго-
ритми обчислення цих чисел, а у теоремi 3.3. – зображення цих
чисел у виглядi многочленiв розбиттiв.

Другий пiдроздiл цього роздiлу присвячений модифiкацiї
класичної теоретико-числової формули обернення.

3.1. Теоретико-числовi функцiї, пов’язанi з розби-
ттями та сумами дiльникiв натурального числа

Доведемо, при допомозi апарату числення трикутних мат-
риць ще три теореми, якi встановлюють додатковi зв’язки мiж
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m-арними числами bm(n), ξm(n), dm(n), що розглядалися в [46].

Теорема 3.1. Справедливi рiвностi:

bm(n) =


ξm(1)
ξm(2)
ξm(1)

1
2ξm(1)

... . . . . . .
ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1)
1
nξm(1)

 , (3.1)

dm(n) =
−ξm(1)
ξm(2)
ξm(1) −1

2ξm(1)
... . . . . . .

ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . − 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1) − 1
nξm(1)

 =

= (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

ξm(1)
ξm(2)
ξm(1)

1
2ξm(1)

... . . . . . .
ξm(n−1)
ξm(n−2)

ξm(n−2)
ξm(n−3) . . . 1

n−1ξm(1)
ξm(n)

ξm(n−1)
ξm(n−1)
ξm(n−2) . . . ξm(2)

ξm(1)
1
nξm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

, (3.2)

ξm(n) = (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)

2 · bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
(n− 1) · bm(n−1)

bm(n−2)
bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

n · bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,

(3.3)
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ξm(n) =

= (−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

−dm(1)

−2 · dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
−(n− 1) · dm(n−1)

dm(n−2)
dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

−n · dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

=

= (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

dm(1)

2 · dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
(n− 1) · dm(n−1)

dm(n−2)
dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

n · dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

,

(3.4)

bm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

dm(1)
dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
dm(n−1)
dm(n−2)

dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

, (3.5)

dm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)
bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
bm(n−1)
bm(n−2)

bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

. (3.6)

Доведення. Рiвностi (3.1), (3.2) випливають iз рекурентних спiв-
вiдношень теореми 3 (див. [46], стор. 70). Дiйсно, розкладання
цих параперманентiв приводить до цих рiвностей. Рiвностi (3.3),
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(3.4) можна отримати обертаючи рiвностi (3.1), (3.2) (див. тео-
рема 1.7). Рiвностi (3.5), (3.6) безпосередньо випливають iз тео-
реми 1.3 про зв’язок детермiнантiв iз парадетермiнантами.

Приклад 3.1. Перевiримо рiвнiсть (3.4) при m = 2, n = 5.

ξ3(5) = (−1)5�
�
�
�
�
�
�

B
B
B
B
B
B
B

d3(1)

2d3(2)d3(1)
d3(1)

3d3(3)d3(2)
d3(2)
d3(1)

d3(1)

4d3(4)d3(3)
d3(3)
d3(2)

d3(2)
d3(1)

d3(1)

5d3(5)d3(4)
d3(4)
d3(3)

d3(3)
d3(2)

d3(2)
d3(1)

d3(1)

B
B
B
B
B
B
B

�
�
�
�
�
�
�

.

Але, позаяк

d3(1) = −1, d3(2) = 0, d3(3) = −1, d3(4) = 1, d3(5) = 0,

то

ξ3(5) = −�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

−1

2 0
−1 −1

3−1
0

0
−1 −1

4 1
−1

−1
0

0
−1 −1

501
1
−1

−1
0

0
−1 −1

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

.

Позначимо парадетермiнант правої частини цiєї рiвностi че-
рез ⋄5 та розкладемо його за елементами останнього рядка:

⋄5 = (−1) · ⋄4 − 0 · ⋄3 + (−1) · ⋄2 − ⋄1 + 0 · ⋄0 = −(⋄4 + ⋄2 + ⋄1).

Але ⋄1 = −1, ⋄2 = 1, а

⋄4 = −1 · ⋄3 − ⋄1 − 4 = (−1)(−4)− (−1)− 4 = 1,

тому ⋄5 = −(1 + 1− 1) = −1. Таким чином,

ξ3(5) = 1.
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Доведемо теорему про рекурентнi спiввiдношення, що по-
в’язують мiж собою m-арнi числа bm(n), ξm(n), dm(n).

Теорема 3.2. Справедливi рiвностi:

ξm(n) = −(bm(1)ξm(n− 1) + bm(2)ξm(n− 2) + . . .+

+ bm(n− 1)ξm(1)− nbm(n)ξm(0)),
(3.7)

ξm(n) = −(dm(1)ξm(n− 1) + dm(2)ξm(n− 2) + . . .+

+ dm(n− 1)ξm(1) + ndm(n)ξm(0)),
(3.8)

bm(n) = −(dm(1)bm(n− 1) + dm(2)bm(n− 2) + . . .+

+ dm(n− 1)bm(1) + dm(n)bm(0)),
(3.9)

dm(n) = −(bm(1)dm(n− 1) + bm(2)dm(n− 2) + . . .+

+ bm(n− 1)dm(1) + bm(n)dm(0)),
(3.10)

де bm(0) = dm(0) = ξm(0) = 1.

Доведення. Доведемо рекурентне спiввiдношення (3.7). Для цьо-
го перемножимо обидвi сторони рiвностi (3.3) на (−1)n−1 та
розкладемо парадетермiнант правої частини утвореної рiвностi
за елементами останнього рядка. При цьому отримаємо рiвнiсть

(−1)n−1ξm(n) = bm(1)(−1)n−2ξm(n−1)−bm(2)(−1)n−3ξm(n−2)+. . .+

+(−1)n−2bm(n− 1)(−1)n−nξm(n− (n− 1)) + (−1)n−1bm(n)×

×(−1)n−(n+1)ξm(n− n),

з якої пiсля множення обох частин рiвностi на (−1)n−1 отримаємо
рiвнiсть (3.7).

Для доведення рекурентного спiввiдношення перемножимо
спочатку обидвi сторони рiвностi (3.4) на (−1)n та розкладемо
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парадетермiнант правої частини цiєї рiвностi за елементами ос-
таннього рядка.

(−1)nξm(n) = dm(1)(−1)n−1ξm(n−1)−dm(2)(−1)n−2ξm(n−2)+. . .+

+(−1)n−2dm(n− 1)(−1)1ξm(1) + (−1)n−1dm(n)(−1)0ξm(0).

Перемножуючи обидвi частини останньої рiвностi на (−1)n от-
римаємо рiвнiсть (3.8).

Доведемо справедливiсть рекурентного спiввiдношення (3.9).
Перемножимо обидвi сторони рiвностi (3.5) на (−1)n та розкладемо
парадетермiнант правої частини утвореної рiвностi за елементами
останнього рядка. При цьому отримаємо

(−1)nbm(n) = dm(1)(−1)n−1bm(n−1)−dm(2)(−1)n−2bm(n−2)+. . .+

+(−1)n−2dm(n− 1)(−1)n−(n−1)bm(n− (n− 1)) + (−1)n−1×

×dm(n)(−1)n−nbm(n− n),

з якої легко отримати потрiбну рiвнiсть.
Накiнець, перемножуючи обидвi частини рiвностi (3.10)

на (−1)n, доведемо справедливiсть рiвностi (3.6).

(−1)ndm(n) = bm(1)(−1)n−1dm(n−1)−bm(2)(−1)n−2dm(n−2)+. . .+

+(−1)n−2bm(n− 1)(−1)1dm(1) + (−1)n−1bm(n)(−1)0dm(0).

Тепер, перемножуючи обидвi частини отриманої рiвностi на
(−1)n, прийдемо до рiвностi (3.10).

Приклад 3.2. Перевiримо рекурентне спiввiдношення (3.8) при
m = 3, n = 5.

ξ3(5) = −(d3(1)ξ3(4)+d3(2)ξ3(3)+d3(3)ξ3(2)+d3(4)ξ3(1)+5d3(5)ξ3(0)).
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Але

d3(1) = −1, d3(2) = 0, d3(3) = −1, d3(4) = 1, d3(5) = 0,

ξ3(0) = 1, ξ3(1) = 1, ξ3(2) = 1, ξ3(3) = 4, ξ3(4) = 1,

тому

ξ3(5) = −((−1) · 1 + 0 · 4 + (−1) · 1 + 1 · 1 + 5 · 0 · 1) = 1.

В наступнiй теоремi встановлено многочлени разбиттiв,
якi задають m-арнi числа bm(n), ξm(n), dm(n).

Теорема 3.3. Справедливi рiвностi:

dm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
ξλ1m (1) · . . . · ξλnm

λ1! · . . . · λn!1λ1 · . . . · nλn
, (3.11)

ξm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k−1 n(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n),

(3.12)

ξm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
n(k − 1)!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n),

(3.13)

bm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n),

(3.14)

dm(n) =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n),

(3.15)
де k = λ1 + λ2 + . . . + λn.

Доведення. Многочлен розбиттiв, що вiдповiдає рiвностi (3.1)
встановлено у [46] (див. теорема 1.10). Тому многочлен розбиттiв,
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що вiдповiдає рiвностi (3.2) вiдрiзнятиметься вiд попереднього
многочлена розбиттiв лише знаками (−1)n−k. Отже

dm(n) = (−1)n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kξm(1)
λ1ξm(2)

λ2 · . . . · ξm(n)λn
λ1!1λ1λ2!2λ2 · . . . · λn!nλn

=

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
ξm(1)

λ1ξm(2)
λ2 · . . . · ξm(n)λn

λ1!1λ1λ2!2λ2 · . . . · λn!nλn
.

Побудуємо многочлен розбиттiв, що вiдповiдає рiвностi
(3.3). Для цього скористаємося загальною теоремою про зобра-
ження многочленiв розбиттiв парафункцiями трикутних матриць
похилої структури з першим довiльним стовпцем (див. теорема
2.3), рiвностi (2.46), (2.51). Маємо

(−1)n−1
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)

2 · bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
(n− 1) · bm(n−1)

bm(n−2)
bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

n · bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

=

= (−1)n−1
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k

(
n∑

i=1

λii

)
(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
·

·bm(1)λ1 · . . . · bm(n)λn =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k n(k − 1)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
bm(1)

λ1 · . . . · bm(n)λn.

Порiвнюючи рiвностi (3.3) та (3.4) приходимо до висновку,
що многочлен розбиттiв, який вiдповiдає парадетермiнанту пра-
вої частини рiвностi (3.4), має вигляд многочлена розбиттiв
(3.13).
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Многочлени розбиттiв, що вiдповiдають парадетермiнан-
там правих частин рiвностей (3.5), (3.6) не вiдрiзняються своєю
структурою. Для встановлення їх вигляду скористаємося тео-
ремою (1.8) iз першого роздiлу. Маємо:

bm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

dm(1)
dm(2)
dm(1) dm(1)

... . . . . . .
dm(n−1)
dm(n−2)

dm(n−2)
dm(n−3) . . . dm(1)

dm(n)
dm(n−1)

dm(n−1)
dm(n−2) . . . dm(2)

dm(1) dm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

=

= (−1)n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· dλ1m (1) · . . . · dλnm (n).

Аналогiчно отримуємо рiвнiсть (3.15):

dm(n) = (−1)n�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
BB

bm(1)
bm(2)
bm(1) bm(1)

... . . . . . .
bm(n−1)
bm(n−2)

bm(n−2)
bm(n−3) . . . bm(1)

bm(n)
bm(n−1)

bm(n−1)
bm(n−2) . . . bm(2)

bm(1) bm(1)

B
B
B
B
B
BB

�
�
�
�
�
��

=

= (−1)n
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k k!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n) =

=
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)k
k!

λ1! · . . . · λn!
· bλ1m (1) · . . . · bλnm (n).
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Приклад 3.3. Перевiримо рiвнiсть (3.13) при m = 3, n = 5.
Зауважимо, що

d3(1) = −1, d3(2) = 0, d3(3) = −1, d3(4) = 1, d3(5) = 0.

ξ3(5) =
∑

λ1+2λ2+3λ3+4λ4+5λ5=5

(−1)k
n(k − 1)!

λ1!λ2!λ3!λ4!λ5!
·

·d3(1)λ1d3(2)λ2d3(3)λ3d3(4)λ4d3(5)λ5 =

= 1− 5 · (−1)2(−1)1 + 5 · (−1)1 · 11 = 1.

3.2. Модифiкацiя теореми обернення Мебiуса

У цьому параграфi будується функцiя Мебiуса частково
впорядкованої множини (ч.в.м.) та при її допомозi модифiку-
ється теорема обернення Мебiуса.

Нехай
A = {xk11 , . . . , xknn }

– деяка мультимножина [10]; P (A) – її мультибулеан, тобто
множина всiх пiдмультимножин мультимножини A; (P (A),⊆)

– частково впорядкована множина.

Теорема 3.4. Функцiя Мебiуса µ(C,B) частково впорядкованої
множини (P (A),⊆) має вигляд

µ(C,B) =

(−1)|B−C|, якщо B − C = [B − C],

0, якщо B − C ̸= [B − C],
(3.16)

де
C ⊆ B ∈ (P (A),⊆),

а [X ]- база мультимножини X.
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Доведення. За означенням, функцiя Мебiуса на ч.в.м. (A,6)

задається рiвнiстю

µ(x, y) =


1, якщо x = y,

−
∑

z:x6z<y µ(x, z), якщо x < y,

0, в iнших випадках,

тому якщо мультимножини B i C рiвнi, то їх рiзниця дорiвнює
порожнiй множинi i µ(C,B) = 1, що узгоджується iз рiвнiстю
(3.16).

Нехай B − C = [B − C] i |B − C| 6 k. Припустимо, що

µ(C,B) = (−1)|B−C|

та обчислимо її значення для мультимножин C ′, B′ таких, що
B′ − C ′ = [B′ − C ′] i |B′ − C ′| = k + 1 :

Маємо

µ(C ′, B′) = −
∑

C ′⊆X⊂B′

µ(C ′, X).

Очевидно, що
|X − C ′| 6 k

i всiх пар мультимножин (C ′, X), для яких виконується рiвнiсть

|X − C ′| = i, 0 6 i 6 k

є рiвно (
k + 1

i

)
,

тому

µ(C ′, B′) = −
k∑

i=0

(−1)i
(
k + 1

i

)
=
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= −

(
k+1∑
i=0

(−1)i
(
k + 1

i

)
− (−1)k+1

(
k + 1

k + 1

))
= (−1)k+1.

Якщо
B − C = [B − C] ⊂ B − C,

то за iндукцiєю маємо

µ(C ′, B′) = −

 ∑
C ′⊆X⊂B′,

X−C ′⊆[B′−C ′]

µ(C ′, X) +
∑

C ′⊆Y⊂B′,
[Y−C ′]⊂B′−C ′

µ(C ′, Y )

 =

= −

|[B′−C ′]|∑
i=0

(−1)i
(
|[B′ − C ′]|

i

)
+ 0

 = 0.

Приклад 3.4. Нехай

C = {a, b, c2, d3}, B = {a, b2, c4, d3}.

Обчислимо µ(C,B) за рекурентним означенням та перевiримо
чи узгоджується результат iз теоремою 3.4.

µ(C,B) = −(µ(C,C) + µ(C,C + {b}) + µ(C,C + {c})+

+µ(C,C + {b, c}) + µ(C,C + {c2}) + µ(C,C + {b, c2})).

Але

µ(C,C) = 1, µ(C,C + {b}) = −1, µ(C,C + {c}) = −1,

µ(C,C + {b, c}) = 1, µ(C,C + {c2}) = 0, µ(C,C + {b, c2}) = 0,

тому
µ(C,B) = 0.
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З iншого боку маємо

B − C = {b, c2}, [B − C] = {b, c}

i за теоремою 3.4 µ(C,B) також дорiвнює нулю.

Зауважимо, що у випадку, коли A є множиною, то її функцiя
Мебiуса має вигляд

µ(C,B) = (−1)|B−C|.

Якщо ж C = ∅, то (3.16) має вигляд

µ(B) =

(−1)|B|, якщо B = [B],

0, якщо B ̸= [B].

Лема 3.1. Справедлива рiвнiсть

∑
X⊆B

µ(X) =

1, якщо B = ∅,

0, якщо B ̸= ∅.

Доведення. Якщо B = ⊘, то µ(⊘) = 1 за означенням функцiї
Мебiуса. Якщо ж µ(⊘) ̸= 1, то∑

X⊆B

µ(X) =
∑
Y ′⊆B
Y ′=[Y ′]

µ(Y ′) +
∑
Y ′′⊆B

Y ′′ ̸=[Y ′′]

µ(Y ′′) =

=
∑

Y ′⊆[B]

(−1)|Y
′|
(
|[B]|
|Y ′|

)
=

|[B]|∑
i=0

(−1)i
(
|[B]|
i

)
= 0.



112

Теорема 3.5. Якщо f (X) i g(X) визначенi на частково впо-
рядкованiй множинi (P (A),⊆) функцiї, причому виконується
рiвнiсть ∑

X⊆B

f (X) = g(B),

то виконується рiвнiсть∑
X⊆B

µ(X) · g(B −X) = f(B).

Доведення. Позаяк

g(C −X) =
∑

Y⊆C−X

f (Y ),

то ∑
X⊆C

g(C −X)µ(X) =
∑
X⊆C

µ(X)
∑

Y⊆C−X

f (Y ).

Групуючи в останньому виразi всi доданки iз множником f (Y ),

матимемо ∑
Y⊆C

f (Y )
∑

X⊆C−Y

µ(X) = f (C).

Нехай задано деяке натуральне число

n = pk11 , . . . , p
kr
r ,

де pi, i = 1, . . . , r – деякi простi числа. Тодi розглянемо частково
впорядковану множину всiх пiдмультимножин мультимножини

A = {pk11 , . . . , pkrr }

i мiняючи в теоремi 3.5 теоретико-множиннi операцiї X ⊆ B

i B − X вiдповiдно на теоретико-числовi операцiї x|b i b : x



113

отримаємо вiдомий теоретико-числовий варiант теореми обер-
нення Мебiуса.

Якщо, наприклад, у теоремi 3.5 покласти B = ⊘, то тодi
X = ⊘ i рiвнiсть ∑

X⊆B

f (X) = g(B)

прийме вигляд
f (⊘) = g(⊘).

Позаяк µ(⊘) = 1, то обернене спiввiдношення∑
X⊆B

µ(X) · g(B −X) = f (B)

Прийме вигляд
g(⊘) = f (⊘).

Висновки до роздiлу 3

В iснуючiй лiтературi властивостi m-арних арифметичних
функцiй дослiджувалися при допомозi класичного апарату лi-
нiйної алгебри та методiв комбiнаторного аналiзу. Застосування
до дослiджень властивостей цих функцiй апарату числення три-
кутних матриць суттєво спрощує цi дослiдження та дозволяє
легко описати всi зв’язки мiж цими функцiями в термiнах мно-
гочленiв розбиттiв та лiнiйних рекурентних спiввiдношень. Цi
дослiдження наведено у першому пiдроздiлi третього роздiлу.

У другому пiдроздiлi третього роздiлу у частково впоряд-
кованiй множинi – мультибулеанi, розглянуто функцiю Мебiуса
та модифiкацiю класичної теореми обернення арифметичних
функцiй. При цьому класична теорема обернення, за деяких
умов, випливає iз наведеної у цьому роздiлi теореми.
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ВИСНОВКИ

Многочлени розбиттiв появлялися епiзодично то у алгебрi,
то у теорiї чисел, то у аналiзi, то у комбiнаторицi. Трохи згодом
деякi аналiтики дослiджували окремi класи многочленiв роз-
биттiв – многочлени Белла та Тушара. Однак загальнi пiдходи
до вивчення многочленiв розбиттiв стали можливими пiсля зап-
ровадження числення трикутних матриць. З’ясувалося, що па-
рафункцiї трикутних матриць похилої структури зображують
многочлени розбиттiв. Тому з’явилася iдея дослiдження мно-
гочленiв розбиттiв, що зображуються парафункцiями деяких
класiв трикутних матриць похилої структури. Такими класами
є парафункцiї трикутних матриць похилої структури з першим
та двома першими довiльними стовпцями. До першого iз цих
класiв належать ряд вiдомих многочленiв розбиттiв, що зус-
трiчаються у алгебрi. Прикладом таких многочленiв слугують
многочлени розбиттiв, в яких степеневi суми виражаються через
елементарнi симетричнi многочлени або через повнi однорiднi
симетричнi многочлени. Аналогiчнi приклади можна знайти
також у теорiї чисел. На жаль, жоден iз многочленiв розбиттiв,
що описуються у теоремi про зображення многочленiв розбиттiв
парафункцiями трикутних матриць з двома першими довiльни-
ми стовпцями, досi не зустрiчався в iснуючiй лiтературi.

У дисертацiї наведено результати що уточнюють теорему
Заторського про зображення многочленiв розбиттiв парафун-
кцiями трикутних матриць похилої структури, проте алгоритми
побудови многочленiв розбиттiв вiдзначаються складнiстю за
числом операцiй. Теорема про взаємно оберененi парафункцiї
трикутних матриць дозволяє будувати взаємно оберненi мно-
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гочлени розбиттiв. Такi пари многочленiв розбиттiв зустрiчалися
у теорiї симетричних многочленiв та теорiї чисел. Числення
трикутних матриць дозволяє вивчати класи взаємно обернених
многочленiв розбиттiв.

Слiд вiдзначити також той факт, що розкладаючи мно-
гочлени розбиттiв за елементами останнього рядка, легко буду-
ються лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення, якi дають ефективнi
алгоритми побудови многочленiв розбиттiв. Таким чином, з’яв-
ляється бiєктивний трикутник, вершинами якого є: многочлени
розбиттiв, парафункцiї трикутних матриць похилої структури,
що їх зображують та лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення, що їх
генерують.

Числення трикутних матриць застосовується також для
дослiдження узагальнених арифметичних функцiй – m-арних
розбиттiв та m-арних сум дiльникiв натурального числа, якi
вивчалися у третьому роздiлi дисертацiї. Тут, зокрема, побудо-
вано деяку модифiкацiю класичної теореми обернення арифме-
тичних функцiй.

Розробленi методи у дисертацiйнiй роботi можна вико-
ристати при подальшому дослiдженнi многочленiв розбиттiв,
парафункцiй трикутних матриць та теоретико-числових фун-
кцiй. Результати цих дослiджень можуть бути використанi при
читаннi лекцiй та спецкурсiв на механiко-математичних i фiзико-
математичних факультетах навчальних закладiв.
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