
ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÀ ÀÊÀÄÅÌIß ÍÀÓÊ ÓÊÐÀ�ÍÈ

Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè

iìåíi ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñó

Áóáíÿê Ìàðiÿ Ìèêîëà¨âíà

ÓÄÊ 517.524

Ìíîæèíè çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ

êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Íàóêîâèé êåðiâíèê

Áîäíàð Äìèòðî Iëüêîâè÷

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê, ïðîôåñîð

Ëüâiâ � 2016



2

ÇÌIÑÒ

Ñòîð.

ÂÑÒÓÏ 4

ÐÎÇÄIË 1. ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÒÀ ÎÑÍÎÂÍÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒIÂ 10

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2. Ïåðåëiê îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

ÐÎÇÄIË 2. ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÒÀ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÅÐIÎ-

ÄÈ×ÍÈÕ ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎ-

ÃÎ ÂÈÃËßÄÓ 40

2.1. Îçíà÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2. Ïiäõiäíi äðîáè òà çàëèøêè. Åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ . . . . . . . 43

2.3. Ôîðìóëè ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

ÐÎÇÄIË 3. ÎÇÍÀÊÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÒÀ ÎÖIÍÊÈ ØÂÈÄÊÎÑÒI ÏÎÒÎ-

×ÊÎÂÎ� ÇÁIÆÍÎÑÒI ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎ-

ÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ 54

3.1. Îáìåæåíi ìíîæèíè çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2. Íåîáìåæåíi ìíîæèíè çáiæíîñòi òà îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-

ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3. Êóòîâi ìíîæèíè çáiæíîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.4. Çáiæíiñòü (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó . . . . 87

3.5. Íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè . . . . . . . . . 99



3

3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

ÐÎÇÄIË 4. ÎÇÍÀÊÈ ÐIÂÍÎÌIÐÍÎ� ÇÁIÆÍÎÑÒI ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÃI-

ËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËß-

ÄÓ 102

4.1. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.2. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ ïàðàáîëi÷íî¨ òåîðåìè äëÿ 1-

ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó . 112

4.3. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ãi-

ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó . . . . . . . . . . 126

4.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

ÂÈÑÍÎÂÊÈ 137

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË 138



4

ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Íåïåðåðâíi (ëàíöþãîâi) äðîáè � åôåêòèâíèé àïà-

ðàò ïîáóäîâè äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ íàáëèæåíü àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Çàñ-

íîâíèêîì òåîði¨ òàêèõ äðîáiâ, ÿê îêðåìîãî ðîçäiëó ìàòåìàòèêè, ââàæà¹-

òüñÿ Ë. Åéëåð. Áàãàòî âèäàòíèõ ìàòåìàòèêiâ XVIII � XIX ñòîëiòü, çîêðå-

ìà E. Ãàëóà, Ê.Ô. Ãàóññ, Ä.Õ.Ëàìáåðò, Ä.Áåðíóëëi, Æ.Ë. Ëàãðàíæ,

T.ß. Ñòiëòü¹ñ, O. Ïåððîí, Ï.Ë. ×åáèøîâ âíåñëè âàãîìèé âêëàä ó ðîçâèòîê

öi¹¨ òåîði¨. Ó ÕIÕ ñòîëiòòi ñôîðìóâàëèñÿ äâà íàóêîâi íàïðÿìè: òåîðåòèêî-

÷èñëîâèé òà àíàëiòè÷íèé. Ïåðøèé âèâ÷à¹ ïðàâèëüíi íåïåðåðâíi äðîáè, ¨õ çà-

ñòîñóâàííÿ äëÿ íàáëèæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ðîçâ'ÿçàííÿ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü

òîùî. Äðóãèé äîñëiäæó¹ ÷èñëîâi òà ðiçíi òèïè ôóíêöiîíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè, âèâ÷à¹ ïèòàííÿ ¨õ çáiæíîñòi òà ñòiéêî-

ñòi, ðîçâèíåííÿ ôóíêöié ó íåïåðåðâíi äðîáè òà îöiíêè ïîõèáîê íàáëèæåíü

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïiäõiäíèìè äðîáàìè òà ií. Îäíèì iç íàéáiëüø çàãàëü-

íèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè ðîçâèíåííÿ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ó íåïåðåðâíèé äðiá ¹

ïîáóäîâà âiäïîâiäíîãî äðîáó äî ñòåïåíåâîãî ðÿäó, â ÿêèé ðîçâèâà¹òüñÿ äàíà

ôóíêöiÿ. Ïðèíöèï âiäïîâiäíîñòi ïîâ'ÿçó¹ íåïåðåðâíi äðîáè ç àïðîêñèìàöiÿ-

ìè Ïàäå. M.A. Øòåðí, O. Øòîëö, Ë. Çåéäåëü, À. Ïðiíãñãåéì, E. Âàí Ôëåê,

I. Â. Ñëåøèíñüêèé, Þ. Âîðïiöüêèé, Õ.Ñ. Óîëë, Â.T. Ñêîòò òà Â. Òðîí âñòàíî-

âèëè ïåðøi îçíàêè çáiæíîñòi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. �õ àíàëiòè÷íà òåîðiÿ âèêëà-

äåíà ó ìîíîãðàôiÿõ T.ß. Ñòiëòü¹ñà, À.Í. Õîâàíñüêîãî, Ó. Äæîíñà i Â. Òðîíà,

Ë. Ëîðåíòöåí i Õ. Âîäåëàíäà.

Ïåðiîäè÷íi äðîáè � âàæëèâèé ïiäêëàñ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. �õ óçàãàëüíåí-

íÿì ¹ ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íi íåïåðåðâíi äðîáè, â ÿêi ðîçâèâàþòüñÿ áàãàòî åëå-

ìåíòàðíèõ òà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Äëÿ ïðèñêîðåííÿ çáiæíîñòi îñòàííiõ âè-

êîðèñòîâóþòü ïåðiîäè÷íi íåïåðåðâíi äðîáè. O. Øòîëö, Ä. Áåðíóëëi, Ë. Åéëåð,

K. Êàõëü, E. Ãàëóà, À. Ïðiíãñãåéì, Â. Ëåéòîí, T. Òiëå, Ð. Ëåéí, Â.T. Ñêîòò

äîñëiäæóâàëè ïåðiîäè÷íi íåïåðåðâíi äðîáè, E. Âàí Ôëåê, Õ. Óîëë, Ó. Äæîíñ,
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O. Ïåððîí, Â. Òðîí, Õ. Âîäåëàíä, Ë. Ëîðåíòöåí � ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íi äðîáè.

Ïåðøi áàãàòîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ðîçãëÿäàëèñÿ

ó òåîðåòèêî-÷èñëîâîìó íàïðÿìi. Ñåðåä íèõ íàéáiëüø âiäîìèì ¹ àëãî-

ðèòì ßêîái-Ïåððîíà. Æ.Ë. Ëàãðàíæ äîâiâ, ùî áóäü-ÿêà êâàäðàòè÷íà ið-

ðàöiîíàëüíiñòü çîáðàæà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì ïåðiîäè÷íèì íåïåðåðâíèì äðî-

áîì. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ïðèçâåëî äî ïîáóäîâè

ðiçíèõ êîíñòðóêöié áàãàòîâèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ, çîêðåìà ïåðiîäè-

÷íèõ. Ë.Áåðíøòåéí, Â.Áðóí, Ã.Æåêåðåñ, Ã.Ìiíêîâñüêèé, Ã.Ô. Âîðîíîé,

Ë.M. Ìiëíå-Òîìñîí, Â. I. Àðíîëüä, Ð.À. Çàòîðñüêèé çàéìàëèñÿ ïîáóäîâîþ

òà äîñëiäæåííÿì òàêèõ äðîáiâ.

Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêî, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåðïðåòàöiþ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ

ó âèãëÿäi ãðàôiâ, âèçíà÷èâ ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè � àíàëîãè íåïåðåðâ-

íèõ äðîáiâ äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Îñíîâè àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ òàêèõ

äðîáiâ çàêëàëè â ñâî¨õ ðîáîòàõ Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêî, Ï. I. Áîäíàð÷óê, Ä. I. Áî-

äíàð, Õ.É. Êó÷ìiíñüêà, Ì.Î. Íåäàøêîâñüêèé, Ð. I. Äìèòðèøèí, Î.Ñ. Ìàíçié,

Â. Ð. Ãëàäóí, Í.Ï. Ãî¹íêî òà iíøi. Ïåðøà êîíñòðóêöiÿ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ, ÿêà ïðåäñòàâëÿëà àëãåáðà¨÷íó iððàöiîíàëüíiñòü òðåòüîãî

ïîðÿäêó, íàâåäåíà ó ìîíîãðàôi¨ Ï. I. Áîäíàð÷óêà òà Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêà.

Çàäà÷à âiäïîâiäíîñòi ïîäâiéíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó òà áàãàòîâèìiðíîãî

ôóíêöiîíàëüíîãî äðîáó ñïîíóêàëà äî ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ äâîâèìiðíèõ

íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ó ðîáîòàõ Õ.É. Êó÷ìiíñüêî¨, M. O'Äîíîãîå, Äæ. Ìåðôi,

Â. Ñåìàøêî, A. Êîóò, Î.Ì.Ñóñü, Ò.Ì. Àíòîíîâî¨. Ïðè ïåðåõîäi äîN çìiííèõ

åôåêòèâíèìè âèÿâèëèñÿ ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííè-

ìè, ÿêi ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ íàçèâàþòü ãiëëÿñòèìè ëàíöþãîâèìè äðî-

áàìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Öi äðîáè âèâ÷àëè Ä. I. Áîäíàð, Õ.É. Êó÷ìiíñüêà,

Ò.Ì. Àíòîíîâà, Ð. I. Äìèòðèøèí, Â. Ñåìàøêî, Î.�. Áàðàí. Îäíàê, íà âiäìi-

íó âiä íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ïiäõiäíi äðîáè âiäïîâiäíèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ íå ¹ àïðîêñèìàíòàìè Ïàäå. Êîíñòðóêòèâíié ïîáóäîâi òà äîñëiäæåííþ

îäíî- òà áàãàòîâèìiðíèõ àïðîêñèìàöié Ïàäå ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè À. Ï. Ãîëóáà
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òà éîãî ó÷íiâ.

Â àíàëiòè÷íié òåîði¨ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ïåðiîäè÷íi äðîáè âè-

êîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè ìàæîðàíò i äîñëiäæåííÿ íàéêðàùèõ îáëàñòåé

çáiæíîñòi. Àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãî-

âèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, äîñëiäæåííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé, âñòàíîâëåííÿ

îçíàê çáiæíîñòi òà îöiíîê ïîõèáîê íàáëèæåíü ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíóâàëàñÿ â Iíñòèòóòi ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i

ìàòåìàòèêè iì. ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à ó ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì: "Àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ ñòðóêòóð íà ìíîãîâèäàõ òà

ðiâíÿíü ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ i òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè"(äåðæàâíèé ðå¹-

ñòðàöiéíèé íîìåð 011U004819), "Ðîçâèòîê ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóð íà

ìíîãîâèäàõ, àñîöiéîâàíèõ ç ãðóïàìè, àëãåáðàìè i ãðàôàìè, òà ðîçâèòîê ãåîìå-

òðè÷íîãî àíàëiçó ñòîñîâíî òåîði¨ ðåëÿòèâiñòñüêèõ ïîëiâ i ÷àñòîê"(äåðæàâíèé

ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0115U007253).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæå-

ííÿ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó (ÃËÄ),

ÿêå âêëþ÷à¹ íàñòóïíi çàäà÷i:

• âèçíà÷åííÿ −→p -ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó, âñòàíîâëåííÿ ôîðìóë ðiçíèöi ìiæ ¨õ ïiäõiäíèìè äðîáàìè;

• äîñëiäæåííÿ êðóãîâèõ, êóòîâèõ, ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi 1-

ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó;

• âñòàíîâëåííÿ áàãàòîâèìiðíîãî óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ −→p -

ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó;

• âñòàíîâëåííÿ óìîâ ïîòî÷êîâî¨, ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi òà îöiíîê ïîõè-

áîê àïðîêñèìàöi¨ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíî-

ãî âèãëÿäó â äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó.
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Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi −→p -ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþ-

ãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, îçíàêè ¨õ çáiæíîñòi, îöiíêè íàáëèæåííÿ

ïiäõiäíèìè äðîáàìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïîñòàâëåíi çàäà÷i áóëè ðîçâ'ÿçàíi ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî òà êîìïëåêñíîãî àíàëiçó, àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâ-

íèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ¹

íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

• âïåðøå âèçíà÷åíî −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöiàëüíî-

ãî âèãëÿäó; âñòàíîâëåíî ôîðìóëè òà îöiíêà ðiçíèöi ìiæ ¨õ ïiäõiäíèìè

äðîáàìè;

• äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

äîñëiäæåíî ðiçíi îáëàñòi çáiæíîñòi (ïàðàáîëi÷íi, îá'¹äíàííÿ ïàðàáîëi-

÷íèõ îáëàñòåé, êóòîâi, ïëîùèíè ç ðîçðiçàìè, êðóãîâi òîùî); äîâåäåíî

íåîáõiäíó óìîâó çáiæíîñòi;

• äëÿ −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

äîâåäåíî áàãàòîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ íåïåðåðâíèõ

äðîáiâ, ÿêå çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçøèðåííÿ êðóãîâèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi;

• âñòàíîâëåíî óìîâè ïîòî÷êîâî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, îöiíêè ïîõèáîê

àïðîêñèìàöié äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî, (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî òà −→p -ïåðiî-

äè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ïðè äîäà-

òêîâèõ óìîâàõ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëü-

øîìó äîñëiäæåííi â àíàëiòè÷íié òåîði¨ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. �õ ìî-

æíà ðåêîìåíäóâàòè äëÿ âèêîðèñòàííÿ ïðè ÷èòàííi ëåêöié òà ñïåöêóðñiâ ñòó-

äåíòàì ìàòåìàòè÷íèõ òà iíøèõ ôàêóëüòåòiâ âèùèõ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè îòðè-

ìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Â îïóáëiêîâàíèõ ñïiëüíî ç ïðîô. Áîäíàðîì Ä. I.
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ðîáîòàõ íàóêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà àíàëiç îäåðæà-

íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ äîïîâiäàëèñü íà: Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iìåíi

Â.ß.Ñêîðîáîãàòüêà (19 � 23 âåðåñíÿ 2011 ð., 25 � 28 ñåðïíÿ 2015 ð.,

ì. Äðîãîáè÷); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ

ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ" , ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-

êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ

2012 ð., ì. Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨,

ïðèñâÿ÷åíié 120-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Ñòåôàíà Áàíàõà (17 � 21 âåðåñíÿ

2012 ð., ì. Ëüâiâ); Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè

ìåõàíiêè òà ìàòåìàòèêè"(21 � 25 òðàâíÿ 2013 ð., ì. Ëüâiâ); Ìiæíàðîäíié

íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáiâñüêi ÷èòàííÿ DIF-2013. Äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðî-

äæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì.Ñàìîéëåíêà (23 � 30 ÷åðâíÿ 2013 ð., ì. Ñåâàñòîïîëü);

Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Àíàëiç òà ñóìiæíi ïèòàííÿ" (23 � 28

âåðåñíÿ 2013 ð., ì. Ëüâiâ); Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Íåëiíiéíi

ïðîáëåìè àíàëiçó" (19 � 21 âåðåñíÿ 2013 ð., ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê); Âñåóêðà-

¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà

ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó" (24 ëþòîãî � 2 áåðåçíÿ 2014 ð., ñìò. Âîðîõòà); Ìiæ-

íàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ (3 � 6 ÷åðâíÿ 2015 p., ì. Êè¨â);

Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ Âiòàëiÿ Ïàâëîâè÷à

Ìîòîðíîãî (8 � 11 æîâòíÿ 2015 ð., ì. Äíiïðîïåòðîâñüê).

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâîìó ñåìiíàði ç àíàëiòè÷íî¨

òåîði¨ íåïåðåðâíèõ òà ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ (êåðiâíèêè: ä. ô.-ì.í.,

ïðîô. Ä. I. Áîäíàð, ä. ô.-ì.í., ïð. í. ñ. Õ.É. Êó÷ìiíñüêà), íàóêîâîìó ñåìiíàði

iìåíi Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêà Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìà-

òèêè iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèêè: ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨-

íè, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Á.É. Ïòàøíèê, ä.ô.-ì.í., ïð. í. ñ. Â.Î. Ïåëèõ), ñåìiíàði
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ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüêó (Ïðèêàðïàòñüêèé íà-

öiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà, êåðiâíèê ä.ô.-ì.í., ïðîô.

À.Â. Çàãîðîäíþê).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, âêëþ÷åíi â äèñåðòàöiþ, îïóáëiêîâà-

íî àâòîðîì ó 9 ñòàòòÿõ: 6 ç ÿêèõ � ó ôàõîâèõ âiò÷èçíÿíèõ ìàòåìàòè÷íèõ

íàóêîâèõ æóðíàëàõ [22, 30, 31, 34, 36, 78], â òîìó ÷èñëi 1 ñòàòòÿ ïåðåêëàäåíà

i îïóáëiêîâàíà íàóêîâîìó ôàõîâîìó âèäàííi, ùî âêëþ÷åíå äî ìiæíàðîäíî¨

íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ "Scopus" [30], à òàêîæ âèñâiòëåíî â 11 òåçàõ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-

ðüîõ ðîçäiëiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 125 íàéìåíó-

âàíü. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 151 ñòð., îáñÿã ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë

� 13 ñòð. Äèñåðòàöiþ ïðîiëþñòðîâàíî 5 ðèñóíêàìè.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÒÀ ÎÑÍÎÂÍÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒIÂ

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

Íåïåðåðâíèì (ëàíöþãîâèì) äðîáîì íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü âïîðÿäêîâàíèõ

ïàð ⟨⟨{an}∞n=1, {bn}∞n=0⟩, {fn}∞n=0⟩, äå a1, a2, ... òà b0, b1, b2, ... � êîìïëåêñíi ÷è-

ñëà, ïðè÷îìó âñi an ̸= 0, à {fn}∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü â ðîçøèðåíié êîìïëåêñíié

ïëîùèíi i

fn = Sn(0), n = 0, 1, 2, . . . ,

äå

S0(ω) = s0(ω), Sn(ω) = Sn−1(sn(ω)), n = 1, 2, . . . , (1.1)

i

s0(ω) = b0 + ω, sn(ω) =
an

bn + ω
, n = 1, 2, . . . .

Äëÿ çàïèñó íåïåðåðâíîãî äðîáó

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + . . .

(1.2)

ó çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ñêîðî÷åíi ïîçíà÷åííÿ

b0 +
∞
K
n=1

an

bn
; b0 +

a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ . . .

òà iíøi. Ó âiò÷èçíÿíié ëiòåðàòóði âæèâàþòü ïîçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå

Þ. Ñëåøèíñüêèì

b0 +
∞
D
n=1

an

bn
,

ÿêå áóäåìî íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòè.

×èñëà a1, a2, . . . òà b1, b2, . . . íàçèâàþòü ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè òà çíà-

ìåííèêàìè äðîáó (1.2) âiäïîâiäíî.
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Ñêií÷åííi íåïåðåðâíi äðîáè

f0 = b0, fn = b0 +
n

D
k=1

ak

bk
, n ≥ 1,

íàçèâàþòü n-ìè ïiäõiäíèìè äðîáàìè, àáî n-ìè íàáëèæåííÿìè (n-

àïðîêñèìàíòàìè) íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.2).

Êîæíîìó íåïåðåðâíîìó äðîáó b0 +
∞
D
n=1

(an/bn) ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü

ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêi âèçíà÷àþòü ç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíî-

øåííü Âàëëiñà
An = bnAn−1 + anAn−2,

Bn = bnBn−1 + anBn−2, n ≥ 1,
(1.3)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè: A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0, B0 = 1. Òîäi fn = An/Bn,

n ≥ 0. Âiäïîâiäíî An òà Bn íàçèâàþòü n-èì ÷èñåëüíèêîì òà çíàìåííèêîì

n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó fn.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé äðiá

b0 +
∞
D
n=1

cn

dn
, (1.4)

äå b0, cn, dn ∈ C, n ≥ 1. Íåõàé gn, n ≥ 0, � éîãî n-òi ïiäõiäíi äðîáè. Íåïå-

ðåâíi äðîáè (1.2) i (1.4) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî fn = gn, n ≥ 1.

Äðîáè (1.2) i (1.4) åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

íåíóëüîâèõ ñòàëèõ {ρn}∞n=1 òàêà, ùî cn = ρnρn−1an, dn = ρnbn, n ≥ 1, i ρ0 = 1.

ßêùî bn ̸= 0, n ≥ 1, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ,

äðiá (1.2) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi b0 +
∞
D
n=1

(cn/1), äå c1 =
a1
b1
, cn =

an
bnbn−1

,

n ≥ 2. Äðiá (1.2) åêâiâàëåíòíèé íåïåðåðâíîìó äðîáó ç ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíè-

êàìè ðiâíèìè îäèíèöi b0 +
∞
D
n=1

(1/dn), äå dn = bn
∏n

k=1 a
(−1)n+k−1

k , n ≥ 1.

Ïàðíîþ ÷àñòèíîþ äðîáó (1.2) íàçèâàþòü äðiá d0+
∞
D
n=1

(cn/dn) ç ïiäõiäíèìè

äðîáàìè gn, n ≥ 1, ÿêùî ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi gk = f2k, k ≥ 0.

Íåïàðíîþ ÷àñòèíîþ äðîáó (1.2) íàçèâàþòü äðiá (1.4), ÿêùî gk = f2k−1,

k ≥ 1.
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Íåïåðåâíèé äðiá (1.2) çáiãà¹òüñÿ (àáî çáiãà¹òüñÿ ó êëàñè÷íîìó ðîçóìií-

íi çãiäíî ç Ïåððîíîì [111, 125]), ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi

éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ {fn}∞n=0, òîáòî lim
n→∞

fn = f i f ∈ C. ßêùî iñíó¹ ãðà-

íèöÿ lim
n→∞

fn = f i f ∈ Ĉ, òî íåïåðåðâíèé äðiá (1.2) çáiãà¹òüñÿ ó øèðîêî-

ìó ðîçóìiííi [111] àáî ó êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi [109, c. 6]. Íàäàëi ìè áóäåìî

äîòðèìóâàòèñÿ îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíå Ïåððîíîì. Êðiì âèùå íàâåäåíèõ

îçíà÷åíü ââîäÿòü òàêîæ ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó â çàãàëüíî-

ìó [109, c. 60].

Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó çàñòîñîâóþòü ðiçíi ìåòîäè,

ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà

• iíòåðïðèòàöiÿõ ôóíäàìåòíàëüíèõ íåðiâíîñòåé [125, ñ. 40],

• âëàñòèâîñòÿõ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü [92,125] ,

• âñòàíîâëåííi ìíîæèí åëåìåíòiâ òà ìíîæèí çíà÷åíü äðîáó [92,109],

• òåîðåìi Ñòiëòü¹ñà-Âiòàëi [109, c. 115].

Ó ìîíîãðàôi¨ [109, c. 70] ïîäàíî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi ìíîæèí {Vn}∞n=0, Vn ⊂ Ĉ, n ≥ 0, âèçíà÷àþòü ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí

{Ωn}∞n=1 çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííü: Ωn = {(an, bn) ∈ C2 : an/(bn + Vn) ⊆

Vn−1}. Ïîñëiäîâíiñòü {Ωn}∞n=1 íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí åëåìåíòiâ

äðîáó (1.2), ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çíà÷åíü {Vn}∞n=0. ßêùî æ

óìîâè (an, bn) ∈ Ωn, n ≥ 1, ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü íåïåðåðâíîãî äðîáó, òî Ωn,

n ≥ 1 íàçèâàþòü ìíîæèíàìè çáiæíîñòi. ßêùî Ωn = Ω, n ≥ 1, òî Ω íàçèâàþòü

ïðîñòîþ ìíîæèíîþ çáiæíîñòi.

Íàâåäåìî îñíîâíi êëàñè÷íi îçíàêè çáiæíîñòi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Òåîðåìà 1.1. (Âîðïiöüêèé) [125, c. 42]. Íåõàé åëåìåíòè íåïåðåðâíîãî

äðîáó 1 +
∞
D
n=1

an

1

−1

, (1.5)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: |an| ≤ 1/4, n ≥ 1. Òîäi

1) äðiá (1.5) çáiãà¹òüñÿ;
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2) ìíîæèíîþ çíà÷åííÿ ¹ êðóã K = {z ∈ C : |z − 4/3| ≤ 2/3};

3) ñòàëà 1/4 â óìîâi òà îáëàñòü K ¹ íàéêðàùèìè, òîáòî ñòàëó 1/4

íåìîæëèâî çáiëüøèòè, à îáëàñòü K çìåíøèòè.

Òåîðåìà 1.2. (Ñëåøèíñüêèé -Ïðiíãñãåéì) [109, c. 129]. Íåïåðåðâíèé

äðiá (1.2) ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî

|bn| ≥ |an|+ 1, n ≥ 1.

Äëÿ n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: |fn − b0| < 1, n ≥ 1.

Òåîðåìà 1.3. (Âàí Ôëåê) [92, c. 102]. Íåõàé åëåìåíòè íåïåðåðâíîãî äðîáó

b0 +
∞
D
n=1

1

bn
, (1.6)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: bn ̸= 0, | arg bn| < π/2− ε, n ≥ 0 i 0 < ε < π/2. Òîäi

1) n-èé ïiäõiäíèé äðiá íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.6) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: fn ̸= 0

i | arg fn| < π/2− ε, n ≥ 1.

2) iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi ïàðíèõ i íåïàðíèõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ (1.6).

3) äëÿ çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.6) íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ðîçái-

ãàâñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|bn|.

Òåîðåìà 1.4. [109, c. 151]. Íåõàé

Vα = {ω ∈ C : Re (ωe−iα) ≥ −1

2
cosα}

∪
∞,

Pα =
{
ω : |ω| −Re(ωe−2iα) ≤ 1

2 cos
2 α
}
, −

π

2
< α <

π

2
,

òîäi äëÿ ôiêñîâàíîãî α, α ∈ R, |α| < π/2, ìíîæèíà Pα ¹ ìíîæèíîþ åëå-

ìåíòiâ íåïåðåðâíîãî äðîáó
∞
D
n=1

(an/1), (1.7)

ÿêà âiäïîâiäà¹ ìíîæèíi çíà÷åíü Vα. ßêùî åëåìåíòè öüîãî äðîáó íàëåæàòü

ìíîæèíi Pα i S = ∞, äå S =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
a2a4 . . . a2n

a1a3 . . . a2n+1

∣∣∣∣∣∣ +
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
a1a3 . . . a2n−1

a4a6 . . . a2n

∣∣∣∣∣∣, òî
íåïåðåðâíèé äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ.
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Ó 1945 ðîöi Ð. Ëåéí âñòàíîâèâ òåîðåìó, ÿêà äîâîäèòü çáiæíiñòü íåïåðåðâ-

íîãî äðîáó â îâàëüíié îáëàñòi.

Òåîðåìà 1.5. [104, c. 41] Íåõàé C ∈ C, ReC > −1/2 i 0 < R < |1 + C|.

Òîäi ìíîæèíà

E =
{
a ∈ C : |a(1 + C)− C(|1 + C|2 −R2)|+R|a| ≤ R(|1 + C|2 − r2)

}
¹ ìíîæèíîþ çáiæíîñòi íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.7)

V = {ω ∈ C : |ω − C| < R}

¹ ìíîæèíîþ çíà÷åíü, ÿêà âiäïîâiäà¹ E . Áiëüøå òîãî

|f − Sn(ω)| ≤ 2R
|C|+R

|1 + C| −R
Mn−1,

äå f � çíà÷åííÿ öüîãî äðîáó, Sn(ω) � äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ, âèçíà-

÷åíîãî çãiäíî ç (1.1), ïðè bn = 1, n ≥ 1, M = max

 |ω|
|1 + ω|

, ω ∈ V

.

Ïåðiîäè÷íi äðîáè ¹ âàæëèâèì ïiäêëàñîì íåïåðåðâíèõ äðîáiâ. Äðiá (1.2)

íàçèâàþòü p-ïåðiîäè÷íèì, ÿêùî éîãî åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: apn+k =

ak òà bpn+k = bk; n ≥ 0; 1 ≤ k ≤ p; p ∈ N. 1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá

âèâ÷àòè ùå Ë. Åéëåð, Ä. Áåðíóëëi. E. Êàõëü, E. Ãàëóà, Â. Ëåéòîí, O. Ïåððîí,

Ð. Ëåéí, Ã. Óîëë, Ó. Äæîóíñ, Â. Òðîí, Õ. Âîäåëàíä, Ë. Ëîðåíòöåí, A. Áåàðäîí

òà iíøi äîñëiäæóâàëè p-ïåðiîäè÷íi íåïåðåðâíi äðîáè.

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè

âèãëÿäó

1 +
c|
|1
+

c|
|1
+ . . . (1.8)

Òåîðåìà 1.6. [92, c. 48]. Äðiá (1.8) çáiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ íåíóëüîâèõ êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë c ∈ C, çà âèíÿòêîì c = −(1/4) − a, äå a � äîâiëüíå äiéñíå

äîäàòíå ÷èñëî. Äëÿ c = −(1/4) − a, a = |a|eiγ, −π < γ < π çíà÷åííÿ íåïå-

ðåðâíîãî äðîáó äîðiâíþ¹ (1 + 2
√
|a|eiγ/2)/2.
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Íàéáiëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ çáiæíîñòi òà ðîçáiæíîñòi

ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ íàâåäåíî íèæ÷å.

Òåîðåìà 1.7. [125, ñ. 37]. Íåõàé x òà y � íåðóõîìi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ Sp(w) =
a1|
|b1

+ . . . +
ap−1|
|bp−1

+
ap|

|bp + w
, äå a1, a2, ..., ap òà b1, b2,

..., bp � êîìïëåêñíi ÷èñëà, ak âiäìiííi âiä íóëÿ, k = 1, p. Íåõàé fn � n-èé

ïiäõiäíèé äðiá p-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (1.2). Öåé äðiá çáiãà¹òüñÿ

òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî x òà y ñêií÷åííi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îäíié ç

äâîõ óìîâ

x = y

àáî

|fp−1 − y| > |fp−1 − x|, fp ̸= y, k = 0, p− 1.

ßêùî p-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá (1.2) çáiãà¹òüñÿ, òî éîãî çíà÷åííÿ

ðiâíå x.

Ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ÷àñòî âèêî-

ðèñòîâóþòü âëàñòèâîñòi äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

t(ω) =
aω + b

cω + d
, ∆ = ad− bc ̸= 0. (1.9)

ÿêùî c = 0 i a ̸= 0, òî öå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ äâi íåðóõîìi òî÷êè

x, y =
a− d±

√
(a− d)2 + 4bc

2c
,

√
1 = 1.

Íåõàé k = (cy + d)/(cx+ d) , äå x, y � íåðóõîìi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ (1.9). ßêùî |k| < 1, òî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t(ω) íà-

çèâàþòü âiäîáðàæåííÿì ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. ßêùî |k| = 1 i k ̸= 1, òî t(ω)

íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿì åëiïòè÷íîãî òèïó, ÿêùî k = 1, òî äðîáîâî-ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ (1.9) � ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

Áiëüøå òîãî, x íàçèâàþòü ïðèòÿãóâàëüíîþ (attracting) òî÷êîþ, ÿêùî

tn(ω) → x äëÿ âñiõ ω ̸= y, y íàçâèâàþòü âiäøòîâõóâàëüíîþ (repelling) òî÷êîþ.

Ó ìîíîãðàôi¨ Ë. Ëîðåíòöåí [104, c.102] íàâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.8. Íåõàé t(ω) � äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó (1.9), ÿêå

ìà¹ 2 íåðóõîìi òî÷êè x, y.

1. ßêùî x = y, òî lim
n→∞

tn(ω) = x äëÿ âñiõ ω ∈ Ĉ.

2. ßêùî x ̸= y i |cx + d| = |cy + d| ïðè c ̸= 0 àáî |a| = |d| ïðè c = 0, òî

tn(ω) ðîçáiãà¹òüñÿ (îñöèëÿöiÿ) äëÿ âñiõ ω ̸= x, y.

3. ßêùî x ̸= y i |cx + d| > |cy + d| ïðè c ̸= 0 àáî |a| ̸= |d| ïðè c = 0, òî

lim
n→∞

tn(ω) = x äëÿ âñiõ ω ̸= y. ßêùî c = 0, òîäi x = ∞, ÿêùî |d| < |a|

i y = ∞ ÿêùî |d| > |a|.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó (1.8) âñòàíîâëåíà ôîðìóëà [109]

fn =
xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
, n ≥ 0, (1.10)

äå

x = 1
2(1 +

√
1 + 4c)− (1.11)

ïðèòÿãóâàëüíà òà

y = 1
2(1−

√
1 + 4c)− (1.12)

âiäøòîâõóâàëüíà òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ s(ω) = 1 + c/ω.

ßêùî c = −1/4, òî x = y = 1/2 i çíà÷åííÿ n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó çíàõî-

äèìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.14)-(3.15) íàâåäåíèìè â [18]

fn =
n+ 2

2(n+ 1)
, n ≥ 0. (1.13)

Óçàãàëüíåííÿì p-ïåðiîäè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ ¹ ãðàíè÷íî-p-

ïåðiîäè÷íi íåïåðåðíi äðîáè. Çãiäíî ç [109, c. 186] äðiá âèãëÿäó
∞
D
k=1

(ak/bk)

íàçèâàþòü ãðàíè÷íî-p-ïåðiîäè÷íèì íåïåðåðâíèì äðîáîì, ÿêùî ïîñëiäîâíîñòi

åëåìåíòiâ ¹ ãðàíè÷íî p-ïåðiîäè÷íèìè, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

lim
n→∞

apn+m = ãm,

lim
n→∞

bpn+m = b̃m, n ≥ 0; m = 1, p.
(1.14)
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Ïîñëiäîâíiñòþ çâîðîòíèõ äðîáiâ ÷è êðèòè÷íèõ çàëèøêiâ ãðàíè÷íî-

ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó b0 +
∞
D
k=1

(an/bn) íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü

ñêií÷åííèõ äðîáiâ âèãëÿäó

hn =
Bn

Bn−1
= bn +

an|
|bn−1

+
an−1|
|bn−2

+ . . .+
a2|
|b1

, n ≥ 1. (1.15)

Ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi ãðàíè÷íî-p-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

ðîçãëÿäàþòü âiäïîâiäíå éîìó äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

Sp(ω) =
ã1|

|̃b1
+

ã2|

|̃b2
+ . . .+

ãp|

|̃bp + ω
. (1.16)

Ïîçíà÷èìî x(m), y(m), 1 ≤ m ≤ p, ïðèòÿãóâàëüíi òà âiäøòîâõóâàëüíi íåðóõîìi

òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

S̃(m)
p (ω) =

ãm|

|̃bm
+

ãm+1|

|̃bm+1

+ . . .+
ãm+p−1|

|̃bm+p−1 + ω
1 ≤ m ≤ p.

Òåîðåìà 1.9. [109, c.188] Íåõàé äðiá
∞
D
k=1

(ak/bk) ¹ ãðàíè÷íî-p-ïåðiîäè÷íèì

íåïåðåðâíèì äðîáîì çi ñêií÷åííèìè ãðàíèöÿìè (1.14) éîãî åëåìåíòiâ, ïðè

÷îìó âiäîáðàæåííÿ (1.16) ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. Òîäi

1) äðiá çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ f àáî íåñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ,

ÿêùî âñi y(m) ̸= 0, m = 1, p;

2) äëÿ m = 1, p ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

bnp+m +
anp+m|
|bnp+m−1

+
anp+m−1|
|bnp+m−2

+ . . .+
a1|

| − t0
=

=

−x(m), ÿêùî t0 = f,

−y(m), ÿêùî t0 ̸= f.

Çàóâàæåííÿ. Iç òåîðåìè 1.9 äëÿ ãðàíè÷íî-1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðî-

áó
∞
D
k=1

(ak/bk), ó ÿêîãî ã i b̃ � ñêií÷åííi ãðàíèöi, ã ̸= 0, i äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiä-

îáðàæåííÿ t(ω) = ã/(̃b+ω) ¹ ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó, âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ
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ñïiââiäíîøåííÿ lim
n→∞

hn = −y, äå y � âiäøòîâõóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ t(ω).

Òåîðåìà 1.10. [119, c. 47] Íåõàé äëÿ ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî

äðîáó
∞
D
k=1

(an/1), âèêîíóþòüñÿ óìîâè

lim
n→∞

an = a ̸= 0, | arg(a+ 1/4)| < π, a ̸= −1/4.

Òîäi

1) iñíó¹ òàêà âåëè÷èíà d(a), ùî dn = max
m≥n

|am − a| < d(a), n ≥ 1;

2) |hn − (1 + x1)| < K(a, p)
∑n

ν=1 p
n−νdν äå |x1/(1 + x1)| < p < 1, K(a, p) �

äåÿêà ñòàëà;

3) áiëüøå òîãî, lim
n→∞

hn = 1 + x1, x1 = (−1 +
√
1 + 4a)/2,

√
1 = 1.

Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêî ó 1966 ðîöi çàïðîïîíóâàâ íîâå óçàãàëüíåííÿ íåïå-

ðåðâíèõ äðîáiâ íà âèïàäîê ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ, ÿêå îòðèìàëî íàçâó

ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá [58]. Ïðè öüîìó âií âèêîðèñòàâ iíòåðïðåòàöiþ íå-

ïåðåðâíîãî äðîáó ó âèãëÿäi ãðàôà.

Íåõàé

L =
{
i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik; ip = 1, N ; p = 1, k; k = 1, 2, . . .

}
−

ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ, N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. b0, ai(k), bi(k) �

êîìïëåêñíi ÷èñëà, i(k) ∈ L. Ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì (ÃËÄ) íàçâåìî

ïîñëiäîâíiñòü {Fn}∞n=1, äå F0 = b0 i

Fn = b0 +
n

D
k=1

N∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

= b0 +
N∑

i1=1

ai(1)

bi(1) +
N∑

i2=1

ai(2)

bi(2) + . . .+
N∑

in=1

ai(n)

bi(n)

n ≥ 1.

Áîäíàð Ä. I., Íåäàøêîâñüêèé Ì.Î., Àíòîíîâà Ò.Ì., Äìèòðèøèí Ð. I., Ãëà-

äóí Â.Ð., âñòàíîâèëè áàãàòîâèìiðíi àíàëîãè îçíàê çáiæíîñòi Çåéäåëÿ, Âîð-

ïiöüêîãî, Ñëåøèíñüêîãî-Ïðiíñãåéìà, Âàí Ôëåêà, ïàðàáîëi÷íèõ òåîðåì òà ií-

øèõ [1, 3, 18, 39, 49, 51, 54, 59, 82]. Ðiçíi êëàñè ôóíêöiîíàëüíèõ ÃËÄ âèâ÷àëèñÿ
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â ðîáîòàõ Áîäíàðà Ä. I., Êó÷ìiíñüêî¨ Õ.É., Äìèòðèøèíà Ð. I., Ãëàäóíà Â.Ð.,

Ãî¹íêî Í.Ï., Ìàíçié Î.Ñ. [18,41,51,52,59].

Çàäà÷à âiäïîâiäíîñòi ìiæ ïîäâiéíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè i ôóíêöiîíàëü-

íèìè ÃËÄ iç äâà âiòêàìè ðîçãàëóæåííÿ (N = 2) íåìà¹ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó áåç

íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè öüîãî äðîáó. Öå ñïðèÿëî ïîÿâi â

1978 ðîöi äâîâèìiðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ (ÄÍÄ) ó ðîáîòàõ Õ.É. Êó÷ìiíñü-

êî¨, Äæ. Ìåðôi òà Ì. O'Äîíîãîå. Öi äðîáè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä

∞
D
k=1

ai,ixy

Φi
, Φi = 1 +

∞
D
j=1

aj+i,jx

1
+

∞
D
j=1

ai,i+jy

1
,

äå ai,j ∈ C. Âîíè äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ Êó÷ìiíñüêî¨ Õ.É., Ñóñü Î.Ì.,

Àíòîíîâî¨ À.Ì., Êîóò A., Âåðäîíê Á. [6, 8, 50,51,79,80].

Â 1980 ðîöi Â. Ñåìàøêî çàïðîïîíóâàâ iíøå äâîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ íå-

ïåðåðâíîãî äðîáó

1 + F00 +
∞
D
k=1

bi0x

1 + Fi0
+

∞
D
k=1

b0iy

1 + F0i
; Fi0 =

∞
D
p=1

bp+i,pxy

1
; F0i =

∞
D
p=1

bp,p+ixy

1
,

äå bi,j ∈ C [114�116].

N -âèìiðíi ÃËÄ, âiäïîâiäíiN -êðàòíèì ñòåïåíåâèì ðÿäàì, âèÿâèëèñÿ äóæå

ãðîìiçäêèìè i ñêëàäíèìè äëÿ äîñëiäæåíü îá'¹êòàìè. Öå çóìîâèëî ïîÿâó ÃËÄ

ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè

b0 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik
1

= b0 +
N∑

i1=1

ai(1)zi1

1 +
i1∑

i2=1

ai(2)zi2

1 + . . .

, (1.17)

äå b0, ai(k), bi(k) ∈ C; i(k) � ìóëüòèiíäåêñ, i(k) ∈ I;

I =
{
i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik; ip = 1, ip−1; p = 1, k; k = 1, 2, . . .

}
;

i0 = N , N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äðiá (1.17) ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷å-

ííÿõ çìiííèõ îòðèìàâ íàçâó ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

b0 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

. (1.18)
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Äëÿ äëÿ äðîáiâ (1.17)-(1.18) âñòàíîâëåíî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi, óçàãàëü-

íåíî îçíàêè çáiæíîñòi. Ïîáóäîâàíî iíòåðïîëÿöiéíi, âiäïîâiäíi òà ïðè¹äíàíi

ÃËÄ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè.

Âàæëèâèì ìåòîäîì ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi ÃËÄ (1.18) ¹ âèêîðèñòàííÿ

îáëàñòåé çíà÷åíü òà îáëàñòåé åëåìåíòiâ.

Ó äèñåðòàöi¨ [16] Áàðàí Î.�. íàâåëà íàñòóïíi îçíà÷åííÿ ìíîæèí çíà÷åíü

òà åëåìåíòiâ äëÿ ÃËÄ

a0/

(
b0 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
bi(k)

)
. (1.19)

Ïîñëiäîâíiñòü {Vi(k)}∞k=0, i(k) ∈ I, i(0) = 0, íåïîðîæíiõ ìíîæèí Vi(k) ⊆ Ĉ

íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí çíà÷åíü äðîáó (1.18), ÿêùî

ai(k)
bi(k)

∈ Vi(k),
ai(k)

bi(k) +
ik∑

ik+1=1

Vi(k+1)

⊆ Vi(k), k ≥ 0, i(k) ∈ I, i(0) = 0. (1.20)

Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çíà÷åíü {Vi(k)}, i(k) ∈ I, i(0) = 0, äå

Vi(k) ⊆ Ĉ, ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Ωi(k)}∞k=0, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿìè

Ωi(k) :=

(a, b) ∈ C2 :
a

b+
ik∑

ik+1=1

Vi(k+1)

⊆ Vi(k)

 , (1.21)

äå k ≥ 0, i(k) ∈ I, i(0) = 0, íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ìíîæèí åëåìåí-

òiâ ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.19), ÿêà âiäïîâiäà¹ {Vi(k)}. ßêùî óìîâà

(ai(k), bi(k)) ∈ Ωi(k), k ≥ 0, i(k) ∈ I, i(0) = 0, ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü öüîãî äðîáó, òî

Ωi(k) íàçèâàþòü ìíîæèíàìè éîãî çáiæíîñòi.

Áàðàí Î.�. â [9] âñòàíîâèëà ôîðìóëó ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ (1.18)

fn − fm = (−1)n
N∑

i1=1

i1∑
i2=1

. . .

im−1∑
im=1

∏m
k=1 ai(k)∏m

k=1

(
Q

(n−1)
i(k) Q

(m−1)
i(k)

), n > m > 0, (1.22)
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äå Q(n)
i(k) � çàëèøêè ÃËÄ (1.18) i âèçíà÷åíi íà îñíîâi íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

Q
(s)
s = bi(s), Q

(s)
i(k) = bi(k) +

∑ik
ik+1=1

ai(k+1)

Q
(s)
i(k+1)

, s = 1, 2, . . .; k = s − 1, s − 2, . . . 1;

Q
(s)
i(k) = 1, ÿêùî s = k + 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó, áóëî äîâåäåíî áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ

îçíàêè çáiæíîñòi Âîðïiöüêîãî äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ.

Òåîðåìà 1.11. [9, ñ. 35] Íåõàé ai(k) � êîìïëåêñíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â äå-

ÿêié îáëàñòi G ⊂ CN , i(k) ∈ I, òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ G i äåÿêîãî

äiéñíîãî t, 0 ≤ t ≤ 1/2, âèêîíóþòüñÿ óìîâè

|ai(k)(x)| ≤ αik−1
=

t(1− t)

ik−1
, i(k) ∈ I. (1.23)

Òîäi

1) ÃËÄ (
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)(x)

1

)−1

(1.24)

¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì â îáëàñòi G;

2) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|f − fm| ≤
(1− 2t)tm

(1− t)[(1− t)]m+1 − tm+1
, 0 ≤ t <

1

2

àáî

|f − fm| ≤
2

m+ 1
, t =

1

2
;

äå f� çíà÷åííÿ ÃËÄ (1.24), fm� éîãî m-ïiäõiäíèé äðiá, m = 1, 2, . . ..

3) íàéêðàùîþ îáëàñòþ çíà÷åíü äëÿ äðîáó (1.24) ¹ êðóã∣∣∣∣∣∣z −
1

1− t2

∣∣∣∣∣∣ ≤
t

1− t2
;

4) ãðàíè÷íi ñòàëi αik−1
= 1/(4ik−1) â íåðiâíîñòi (1.23) ¹ íàéêðàùèìè, ¨õ

íå ìîæíà îäíî÷àñíî çáiëüøèòè, íå ïîðóøóþ÷è çáiæíîñòi äðîáó.
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Áàðàí Î.� âñòàíîâèëà òàêîæ áàãàòîâèìiðíi àíàëîãè îçíàê çáiæíîñòi

Ñëåøèíñüêîãî-Ïðiíãñãåéìà, ïàðàáîëi÷íî¨ òåîðåìè Òðîía, à òàêîæ óçàãàëüíè-

ëà òåîðåìè ïðî ñïàðåíi îáëàñòi Âèøiíñêi � Ìàê Ëàôëiíà, Ëåéòîíà � Óîëëà,

Ëàíãå òà iíøèõ [10,12�15].

Äìèòðèøèí Ð. I. â ñâî¨õ ðîáîòàõ äîñëiäæóâàâ ïèòàííÿ âiäïîâiäíîñòi ìiæ

ïiäõiäíèìè ðÿäàìè i ÃËÄ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè [48], àëãîðèòì Áà-

óåðà [49], ôóíêöiîíàëüíi áàãàòîâèìiðíi g-äðîáè, j-äðîáè ç íåðiâíîçíà÷íèìè

çìiííèìè [82, 83]. Ïðè äîâåäåííi ïàðàáîëi÷íèõ òåîðåì âií çàñòîñóâàâ íåðiâ-

íiñòü

Re
u+ iv

x+ iy
≥ −

√
u2 + v2 − u

2x
, (1.25)

äå ÿêùî x ≥ c > 0,
√
u2 + v2 − u ≤ 2p, 0 < p < 1. Öÿ íåðiâíiñòü óçàãàëüíþ¹

íåðiâíiñòü ç ëåìè 4.41 [92, ñ.100].

Íåõàé âñi çàëèøêè äðîáó (1.18) âiäìiííi âiä íóëÿ, òîáòî Q
(s)
i(k) ̸= 0, k =

1, s; i(s) ∈ I. Äëÿ ÃËÄ (1.18) âèêîíóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi íåðiâíîñòi, ÿêùî

iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi M i ρk, k ≥ 1, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ s, p,

k, äå p > k ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi [2, 18]∣∣∣∣∣∣
ai1

Q
(s)
i1

∣∣∣∣∣∣ ≤ M, 1 ≤ i1 ≤ i0 ≤ N, (1.26)

ik∑
ik+1=1

∣∣∣∣∣∣
ai(k+1)

Q
(p)
i(k)Q

(p)
i(k+1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρk, i(k) ∈ I. (1.27)

Çàìiñòü óìîâè (1.27) ðîçãëÿäàþòü òàêîæ óìîâè∣∣∣∣∣∣
ai(k+1)

Q
(p)
i(k)Q

(p)
i(k+1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρk, i(k) ∈ I. (1.28)

Ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíèõ íåðiâíîñòåé äà¹ ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè îöiíêó

øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (1.18).

Òâåðäæåííÿ 1 [2, ñ. 22]. Íåõàé äëÿ ÃËÄ (1.18) ñïðàâäæóþòüñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíi íåðiâíîñòi (1.26)-(1.27) i
∏∞

k=1 ρk = 0. Òîäi öåé äðiá çáiãà¹òüñÿ,
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ïðè÷îìó îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ

|F − Fn| ≤ M
n∏

k=1

ρk.

Òâåðäæåííÿ 2 [2, ñ. 22]. Íåõàé äëÿ ÃËÄ (1.18) ñïðàâäæóþòüñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíi íåðiâíîñòi (1.26),(1.28) i

lim
s→∞

(
N − 1

N + s

) s∏
k=1

ρk = 0.

Òîäi öåé äðiá çáiãà¹òüñÿ, ïðè÷îìó îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi õàðàêòåðèçó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòþ

|F − Fn| ≤ M

(
N − 1

N + n

) n∏
k=1

ρk.

Àíòîíîâà Ò.Ì. äîâåëà ðÿä îçíàê çáiæíîñòi äëÿ ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Çîêðåìà, âñòàíîâèëà êðèòåðié çáiæíîñòi äëÿ äðîáó

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

−R

1
, R > 0. (1.29)

Âîíà òàêîæ âñòàíîâèëà êóòîâi, ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ ÃËÄ (1.18)

[1�5,7].

ßê i ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî äðîáó, ïðè äîñëiäæåííi çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ

òà ôóíêöiîíàëüíèõ ÃËÄ ç íåðiâíîçíà÷íèìè çìiííèìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü

áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà-Âiòàëi.

Òåîðåìà 1.12. [18, ñ. 66] Íåõàé F = {fm(z), z ∈ D,m = 1, 2, . . .} � ïîñëi-

äîâíiñòü ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié â îáëàñòi D ⊂ Cn, ÿêi ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíi

â ñåðåäèíi D. ßêùî fm(z) çáiãà¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè ∆ ⊂ D, ÿêà

2m-ìiðíèì îêîëîì, m-ìiðíîãî äiéñíîãî àáî m-ìiðíîãî êîìïëåêñíîãî îêîëó

òî÷êè z0 ∈ D, òî fm(z) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi K,

K ⊂ D, äî ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ â D.
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1.2. Ïåðåëiê îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ó ðîçäiëi 2 âèçíà÷åíî ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöiàëüíîãî âè-

ãëÿäó, ¨õ çàëèøêè òà ïiäõiäíi äðîáè, âñòàíîâëåíî ôîðìóëè ïiäõiäíèõ äðîáiâ.

Ðîçãëÿíåìî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

)−1

, (1.30)

äå ai(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I � ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ åëåìåíòiâ,

I = {i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik : 1 ≤ ip ≤ ip−1; p = 1, k; k ≥ 1; i0 = N}, (1.31)

äå N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Íåïåðåðâíèé äðiá

1 + ai(k)

(
1 +

∞
D
q=1

ai(k+q)

1

)−1

,

äå i(k) ∈ I; ik = ik+q = r; q = 1, 2, . . ., íàçâåìî i(k)-îþ âiòêîþ ÃËÄ (1.30).

Äðiá (1.30) íàçâåìî −→p -ïåðiîäè÷íèì ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó, äå −→p = (p1, p2, . . . , pN), pj ∈ N; j = 1, N , ÿêùî ïðè êîæíîìó

ôiêñîâàíîìó im âñi i(m)-òi âiòêè ¹ îäíàêîâèìè i pim-ïåðiîäè÷íèìè íåïåðåðâ-

íèìè äðîáàìè. Òîäi åëåìåíòè äðîáó (1.30) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ar . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, q ≥ 1;

ai(m)r . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, m ≥ 1, i(m) ∈ I, r < im,
(1.32)

äå q = npr + s; r = 1, N ; 1 ≤ s ≤ pr; n ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

= cr,s. Òîäi
−→p -ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi (
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

. (1.33)

Ïðè÷îìó iíäåêñ s çàëåæàòü âiä ïîâåðõó k òà ïåðiîäó pik ik-î¨ âiòêè, 1 ≤ s ≤ pik .

Éîãî çíà÷åííÿ îäåðæó¹ìî ç íàñòóïíèõ ðîçêëàäiâ: k = pikn+s, ÿêùî i1 = i2 =
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. . . = ik, àáî k − m = pikn + s, ÿêùî i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ im > im+1 = . . . = ik,

n ≥ 0.

(1,1,...,1)-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ áóäåìî íàçèâàòè 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ. Éîãî ìî-

æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

, (1.34)

äå cj � êîìïëåêñíi ÷èñëà, j = 1, N , áî cik,s = cik,1 = cik , ik = 1, N .

Ïiäõiäíèì äðîáîì n-ãî ïîðÿäêó ÃËÄ (1.33) íàçèâàþòü âèðàç

Fn =

(
1 +

n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, n ≥ 1, F0 = 1.

Äðiá (1.33) çáiãà¹òüñÿ (ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ), ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíè-

öÿ ïîñëiäîâíîñòi éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ, lim
n→∞

Fn = F , F ∈ C.

Äðiá (1.33) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíàõ Ωq,j; q = 1, N ; j = 1, pq,

ÿêùî âií çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî çíà÷åííÿ F , ÿê ôóíêöiÿ âiä çìiííèõ cq,j,

q = 1, N ; j = 1, pq, ïðè óìîâàõ, ùî cq,j ∈ Ωq,j, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

äîäàòíèõ ñòàëèõ {εn}∞n=1, ÿêà çàëåæèòü âiä ìíîæèí Ωq,j, i lim
n→∞

εn = 0 òà íîìåð

n0 òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè: |Fn − F | < εn.

Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíî äëÿ n ≥ 1 çàëèøêè −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.33)

R(1,s)
n = 1 +

c1,s

R
(1,s+1)
n−1

, 1 ≤ s < p1, R(1,p1)
n = 1 +

c1,p1

R
(1,1)
n−1

,

R(q,s)
n = 1 +

q−1∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,s

R
(q,s+1)
n−1

, 1 ≤ s < pq,

R(q,pq)
n = 1 +

q−1∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,pq

R
(q,1)
n−1

, q = 2, N,

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ: R(q,j)
0 = 1, q = 1, N ; j ≥ 1.

Çàóâàæèìî, ùî Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

.

Äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34) çàëèøêè çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(q,j)
n = R(q,1)

n = R(q)
n , q = 1, N, n ≥ 0.
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Âèçíà÷èìî ìíîæèíó iíäåêñiâ

I(N)
n+1 =

{
k = (k1, k2, . . . , kN) : kl ≥ 0; l = 1, N ;

N∑
l=1

kl = n+ 1

}
. (1.35)

ßêùî ki = ri · pi + li, 0 ≤ li ≤ pi − 1, ri ≥ 0, òî

ki,s =


0, ÿêùî ki = 0;

ri + 1, ÿêùî 0 < li ≤ pi − 1 i s ≤ li;

ri, ÿêùî li = 0 àáî s > li.

(1.36)

Òåîðåìà 2.1. ßêùî âñi çàëèøêè ÃËÄ (1.33) âiäìiííi âiä íóëÿ, R
(q,j)
n ̸= 0,

q = 1, N , j = 1, pq, n ≥ 1, òî äëÿ ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ñïðàâäæó¹-

òüñÿ ôîðìóëà

Fn+m − Fn =
(−1)n+1

R
(N,1)
n+m ·R(N,1)

n

∑
k∈I(N)

n+1

N∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

ki,pi
i,pi∏ki

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−j ·R

(i,j+1)
li−j

),
äå n, m ≥ 1, li = n −

∑N
t=i+1 kt, R

(q,j)
−1 = 1, q = 1, N , j = 1, pq, ìíîæèíà

ìóëüòèiíäåêñiâ I(N)
n+1 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.35), iíäåêñè ki,s �

çãiäíî ç (1.36).

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé −→p -ïåðiîäè÷íèé äðiá (1.33) çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ

F i

1) âñi éîãî çàëèøêè âiäìiííi âiä íóëÿ: R
(q,j)
n ̸= 0, q = 1, N ; j = 1, pq; n ≥ 1;

2) iñíóþòü ãðàíèöi lim
n→∞

h
(j,1)
n = xj, xj ̸= 0,∞; j = 1, N , äå

h(j,1)
n = 1 +

cj,1/(R
(j−1,1)
n R

(j−1,1)
n−1 )|

|1
+

cj,2/(R
(j−1,1)
n−1 R

(j−1,1)
n−2 )|

|1
+ . . .+

+
cj,s/(R

(j−1,1)
1 R

(j−1;1)
0 )|

|1
,

äå n = r · pj + s, 1 ≤ s ≤ p. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

Fn − F =
1

R
(N,1)
n

N∑
j=1

R
(j−1,1)
n

Xj

(
xj − h(j,1)

n

)
, (1.37)
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äå Xj =
∏j

s=1 xs, j = 1, N .

Ó ðîçäiëi 3 äîâåäåíî áàãàòîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íèõ îçíàê çáiæíî-

ñòi äëÿ 1- òà (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ïîáóäîâàíî îáëàñòi ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi äëÿ 1-

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ òà âñòàíîâëåíî îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi â íèõ.

Ïîáóäó¹ìî ìíîæèíè Ωj, j = 1, N , äëÿ âèáîðó åëåìåíòiâ 1-ïåðiîäè÷íîãî

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó (1.34). Ïîêëàäåìî

Ω1 = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π} . (1.38)

Âèáåðåìî åëåìåíò c1 ∈ Ω1 i çàôiêñó¹ìî éîãî. Ïîçíà÷èìî ρ1 = |y1/x1|, äå x1, y1
� íåðóõîìi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t(ω) = 1+c1/ω. Çàôiêñó¹ìî

åëåìåíò c2 ç îáëàñòi

Ω2 = Ω2(c1) =

z ∈ C : |z| <
r1

4

 , r1 = |x1|2
1− ρ31

1 + ρ1
.

Íåõàé åëåìåíòè cj ∈ Ωj(c1, c2, . . . , cj−1), j = 3, k âèáðàíi òà çàôiêñîâàíi. Òîäi

îáëàñòü Ωk+1(c1, c2, . . . , ck) âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

Ωk+1 = Ωk+1(c1, c2, . . . , ck) =

z ∈ C : |z| <
1

4

k∏
j=1

rj

 , k = 1, N − 1, (1.39)

rj = ξ2j , ξj =
1 + dj

2
, dj =

√√√√1− 4|cj|/

(
j−1∏
s=1

rs

)
, j = 2, k. (1.40)

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé åëåìåíòè 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (1.34) íàëåæàòü

îáëàñòÿì (1.38) i (1.39), òîáòî cj ∈ Ωj, j = 1, N . Òîäi

1) äðiá (1.34) çáiãà¹òüñÿ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|Fn − F | ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1, n ≥ 1,
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äå ρ = max
j=1,N

{ρj}, ρ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ρj =
1

(1 + dj)2
, j = 2, N ,

dj âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.40), L � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà;

3) çíà÷åííÿ íåñêií÷åííîãî äðîáó (1.34) ðiâíå F =

(
N∏
j=1

xj

)−1

, äå

xj =
1

2

1 +

√√√√1 + 4cj/

j−1∏
p=1

x2p

 , j = 2, N,
√
1 = 1.

Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi äîâåäåíî çáiæíiñòü òà âñòàíîâëåíà îöiíêà øâèäêîñòi

çáiæíîñòi ÃËÄ (1.34), ÿêùî åëåìåíò c1 íàëåæèòü Ω1 i íàêëàäåíà óìîâà íà

ñóìó ìîäóëiâ âñiõ iíøèõ åëåìåíòiâ öüîãî äðîáó.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , ÃËÄ (1.34) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè: c1 ∈ Ω1, äå Ω1 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.38),
∑N

j=2 |cj| =

C ≤
µ2

4
, äå µ = 1

2

(
|1 +

√
1 + 4c1| − |1−

√
1 + 4c1|

)
.

Òîäi äðiá (1.34) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíî-

ñòi:

1) |F − Fm| ≤ L1

ξm+2
1 − ξm+2

2

ξ1 − ξ2
, m ≥ 0, ÿêùî C < µ2/4 i ξ1 ̸= ξ2;

2) |F − Fm| ≤ L1(m+ 1)ξm+1, m ≥ 0, ÿêùî C < µ2/4 i ξ1 = ξ2 = ξ;

3) |F − Fm| ≤ L2

1

m+ 1
, m ≥ 0, ÿêùî C = µ2/4,

äå ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ξ2 =
1−

√
1− 4C/µ2

1 +
√
1− 4C/µ2

, L1, L2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi,

F � çíà÷åííÿ äðîáó (1.34).

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîâåäåíî çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ â äåÿêèõ íåîáìå-

æåíèõ îáëàñòÿõ: ïàðàáîëi÷íèõ òà îá'¹äíàííÿõ ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé.

Äëÿ ðîçøèðåííÿ ìíîæèí çáiæíîñòi öüîãî äðîáó âèêîðèñòàíî íàñòóïíó

ëåìó.

Ëåìà 3.2. Íåõàé l � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, òàêå ùî 0 < l < 1, i

a ∈ G(l), äå

G(l) = {z ∈ C : | arg(z + l)| < π},
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Òîäi

1) ÿêùî arg a = π, òî a ∈ P(γ) äëÿ áóäü-ÿêîãî γ, −π < γ < π;

2) ÿêùî arg a ̸= π, òî a ∈ P(γ), ÿêùî γ1 ≤ γ ≤ γ2, äå

γ1 =


arccos

(
A+B
C

)
, ÿêùî cosα ≤ 1−

2l

|a|
;

− arccos
(
A+B
C

)
, ÿêùî cosα > 1−

2l

|a|
,

γ2 = arccos

(
A−B

C

)
,

(1.41)

äå

P(γ) =
{
z ∈ C : |z| −Re(ze−iγ) ≤ 2l cos2

γ

2

}
, −π < γ < π,

α = arg a, A = (|a| − l)(l + |a| cosα),

B = |a|| sinα|
√
2|a|l(1 + cosα), C = l2 + |a|2 + 2|a|l cosα.

Íåõàé

Pk(γ) =
{
z ∈ C : |z| −Re(ze−iγ) < 2lk cos

2 γ

2

}
, k = 1, N,−

äåÿêi ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi, äå lk = 1
2N

(
1− k

2N

)
, k = 1, N , −π < γ < π. Ïîçíà-

÷èìî

G1 =
∪

γ∈(−π,π)

P1(γ) = {z ∈ C : | arg(z + l1)| < π}. (1.42)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3.2, âèçíà÷èìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó γ, ïðè ÿêèõ c1 ∈

P1(γ). Îäåðæèìî, ùî c1 ∈ P1(γ), ÿêùî l = l1 i γ ∈ [γ1
1 , γ

1
2 ], äå γ1

1 = γ1

òà γ1
2 = γ2, äå γ1, γ2 âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.41). Íåõàé c1 �

äîâiëüíèé, ôiêñîâàíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè G1. Ïîêëàäåìî

G2 = G2(c1) =
∪

γ∈[γ1
1 ,γ

1
2 ]

P2(γ).

Âèáåðåìî i çàôiêñó¹ìî åëåìåíò c2 ∈ G2. Àíàëîãi÷íî ïîáóäó¹ìî îáëàñòi Gk,

k ≥ 3 äëÿ âèáîðó åëåìåíòiâ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34). Íåõàé îáëàñòi
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G1,G2,...,Gk−1 âèçíà÷åíi, åëåìåíòè c1,c2,...,ck−1 âèáðàíi ç âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé

òà çàôiêñîâàíi. Ïîêëàäåìî

[Γk−1
1 ,Γk−1

2 ] =
k−1∩
j=1

[γj
1, γ

j
2] (1.43)

i âèçíà÷èìî

Gk = Gk(c1, c2, ..., ck−1) =
∪

γ∈[Γk−1
1 ,Γk−1

2 ]

Pk(γ), k = 2, N. (1.44)

Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò ck ∈ Gk. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî: cj ∈ Pj(γ), j =

1, k, ïðè óìîâi, ùî γ ∈ [Γk
1,Γ

k
2].

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé åëåìåíòè ck, k = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (1.34)

íàëåæàòü îáëàñòÿì Gk, òîáòî ck ∈ Gk, k = 1, N , äå Gk âèçíà÷àþòüñÿ

çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.42)-(1.44). Òîäi

1) äðiá (1.34) çáiãà¹òüñÿ;

2) ìíîæèíîþ éîãî çíà÷åíü ¹ îá'¹äíàííÿ êðóãiâ B1

∪
B2, äå Bj � êðóã ç

öåíòðîì ó òî÷öi
exp(−ΓN

j i/2)

cos(ΓN
j /2)

i ðàäióñîì
1

cos(ΓN
j /2)

, j = 1, 2; ΓN
1 , Γ

N
2

âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî çi ñïiââiäíîøåííÿì (1.43);

3) ÿêùî |cj| < νj, j = 2, N , äå νj =((
1− j

2N

)
min{cos(ΓN

1 /2); cos(Γ
N
2 /2)}

)2
, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (1.34)

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1, n ≥ 0,

äå ξ = max
j=1,N

{ξj}; ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣; ξj =
|cj|
νj

; j = 2, N ; L � äåÿêà

ñòàëà, F � çíà÷åííÿ äðîáó (1.34).

Ïðè äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè âèêîðèñòàíî òåîðiþ çâîðîòíèõ äðîáiâ

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé åëåìåíòè cm äðîáó (1.34) íàëåæàòü âiäïîâiäíî

îáëàñòÿì Gm, cm ∈ Gm, m = 1, N , äå G1 = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π} ,
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Gj =
{
z ∈ C :

∣∣arg (z +X2
j−1/4

)∣∣ < π
}
, j = 2, N , i Xj � ïðèòÿãóâàëüíi òî-

÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü tj(ω) = Xj−1 + cj/ω, j = 1, N , X0 = 1.

Òîäi

1) çàëèøêè ÃËÄ (1.34) çáiãàþòüñÿ, lim
n→∞

R
(m)
n = Xm i Xm ̸= 0, m = 1, N ;

2) äðiá (1.34) çáiãà¹òüñÿ i éîãî çíà÷åííÿ ðiâíå F = (XN)
−1;

3) ÿêùî R
(j)
n ̸= 0, j = 2, N , n ≥ 0, òî Xj =

j∏
k=1

xk, äå

xk =
1

2

(
1 +

√
1 + 4ck/X2

k−1

)
, k = 1, N, X0 = 1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè äëÿ äiéñíèõ òà óÿâíèõ ÷àñòèí

cm

R
(m)
n

, m = 1, N , n ≥ 0, äîâåäåíî çáiæíiñòü òà âñòàíîâëåíî îöiíêó øâèäêîñòi

çáiæíîñòi äðîáó (1.34).

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34),

N > 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

0 ≤ arg c1 ≤ arg c2 ≤ . . . ≤ arg cN ≤ π/2

àáî

−π/2 ≤ arg cN ≤ arg cN−1 ≤ . . . ≤ arg c1 ≤ 0.

Òîäi äðiá (1.34) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|Fn+1 − Fn| ≤ C

(
N − 1

N + n− 1

)
ξn, n ≥ 1,

äå ξ =
C

√
1 + C2

, C = max
j=1,N

{|cj|}.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîâåäåíî ëåìó 3.4, ó ÿêié âñòàíîâëåíî çáiæíiñòü 2-ïåðiî-

äè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c1,1|
|1

+
c1,2|
|1

+
c1,1|
|1

+
c1,2|
|1

+ . . . . (1.45)

òà îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ëåìó, äîâåäåíî çáiæíiñòü(2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ

òà âñòàíîâëåíî îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi, ÿêùî åëåìåíòè íàëåæàòü âiäïî-

âiäíèì êðóãîâèì îáëàñòÿì.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé åëåìåíòè (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

(1.46)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: λ := 1 + c1,1 + c1,2, λ ̸= 0, i

−c1,1c1,2/λ
2 ∈ Ω1, cj,1 ∈ Ωj, j = 2, N,

äå Ω1 = {z ∈ C : | arg(z + 1/4)| < π}, Ωj = {z ∈ C : | arg(z +X2
j−1/4)| < π},

j = 2, N ; Xj � ïðèòÿãóâàëüíi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü tj(ω) =

Xj−1+cj,1/ω, j = 2, N ; X1 =
1
2

(
λ−2c1,2+λS

)
, S =

√
1− 4c1,1c1,2/λ2,

√
1 = 1.

Òîäi

1) äðiá (1.46) çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ F , ïðè÷îìó F = XN ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

N + n− 1

)(√ρ1)
n+1 − ρn+1

ρ1/ρ−
√
ρ1

, n ≥ 3,

ÿêùî ùå âèêîíóþòüñÿ äîäàòêîâi óìîâè:

à) iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi γj, j = 1, 2, òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ≥ 0

ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi:
∣∣∣R(1,j)

2k+1

∣∣∣ ≥ γj, j = 1, 2;

á) A := inf
k≥1

∣∣∣∣∣∣
− c1,1 + λgk

−c1,1 + λgk−1

∣∣∣∣∣∣ > 0 i B := inf
k≥1

∣∣∣∣∣∣
− c1,2 + λgk−1

−c1,1 + λgk−1

∣∣∣∣∣∣ > 0, äå gk

� k-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó ç åëåìåí-

òîì −c1,1c1,2/λ
2, k ≥ 0;

â) åëåìåíòè äðîáó (1.46) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|cj,1| <
1

4

j−1∏
k=1

rk, j = 2, N,

äå r1 =
1
2|λ|(|1 + S| − |1− S|)min{A,B}, rk = (1 + dk)

2/4,

dk =
√

1− 4|ck,1|/
∏k−1

m rm, k = 2, N ;
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äå ρ1 =

∣∣∣∣∣∣
1− S

1 + S

∣∣∣∣∣∣, ρ = max
k=2,N

 1

(1 + dk)2

, L � äåÿêà ñòàëà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîâåäåíî íåîáõiäíó óìîâó çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ãië-

ëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 3.8. ßêùî 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (1.34) ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè

çáiãà¹òüñÿ, òîäi éîãî åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: cq ≥ −X2
q−1/4, äå

Xq =
1
2(Xq−1 +

√
X2

q−1 + 4cq), X0 = 1, q = 1, N .

Iç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ: cq > −X2
q−1/4, q = 1, N ,

îäåðæó¹ìî çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34).

Ó ðîçäiëi 4 âñòàíîâëåíî óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi òà îöiíêè øâèäêîñòi

çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæåíî îáëàñòü ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî

íåïåðåðâíîãî äðîáó, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿêó äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü 1-

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34) ó äåÿêèõ îáëàñòÿõ.

Ëåìà 4.1. Íåõàé åëåìåíò c 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c|
|1
+

c|
|1
+ . . . . (1.47)

íàëåæèòü îáëàñòi

D =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg(z + 1

4

)∣∣∣∣ ≤ π − θ, δ ≤
∣∣∣∣z + 1

4

∣∣∣∣ ≤ ∆

}
(1.48)

ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ θ, δ i ∆; 0 < θ < π, 0 < δ < ∆.

Òîäi äðiá (1.47) çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ x, x = 1
2(1 +

√
1 + 4c), i ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|fn − x| ≤ Lρn+1, n ≥ 0,

äå fn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá (1.47), L =
2
√
∆

1− ρ
i

ρ =

√√√√1− 4
√
d sin(θ/2) + 4d

1 + 4
√
d sin(θ/2) + 4d

, (1.49)
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äå d = δ, ÿêùî δ∆ ≤ 1/16 àáî d = ∆, ÿêùî δ∆ > 1/16.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34)

íàëåæàòü îáëàñòÿì Dj, òîáòî cj ∈ Dj, j = 1, N , äå îáëàñòü D1 = D, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.48) ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ δ, ∆, 0 < θ <

π, 0 < δ < ∆,

Dj =

z ∈ C : |z| ≤ C
1−

√
ε

1 +
√
ε

1 +
√
ε

2

2(j−1)
 , j = 2, N,

ïðè÷îìó

C =
(
1/4 +

√
δ sin(θ/2) + δ

) 1− ρ31
1 + ρ1

, (1.50)

äå çíà÷åííÿ ρ1 = ρ, çàäàíå ôîðìóëîþ (1.49), 0 < ε < 1. Òîäi

1) äðiá (1.34) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi îáëàñòi

D1 ×D2 × . . .DN ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1, n ≥ 1,

äå ρ = max{ρ1, (1−
√
ε)/(1+

√
ε)}, F � çíà÷åííÿ öüîãî äðîáó, L � äåÿêà

ñòàëà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 âñòàíîâëåíî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Âîðïiöüêîãî.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè −→p -ïåðiîäè÷íîãî

ÃËÄ (1.33) ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: iñíó¹ äîäàòíà

ñòàëà C, 0 < C ≤ 1/4, òàêà ùî

|c1,j| ≤ C, j = 2, p1;

q−1∑
s=1

|cs,1|+ |cq,j| ≤ C, q = 2, N, j = 1, pq.

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (1.33)

|F − Fm| ≤


L · ξm+1, ÿêùî 0 < C < 1/4;

2

m+ 1
, ÿêùî C = 1/4;

m ≥ 1,
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äå Fm � m-é ïiäõiäíèé äðiá ÃËÄ (1.33), F � çíà÷åííÿ öüîãî äðîáó, ξ =

1−
√
1− 4C

1 +
√
1− 4C

, L � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü äðîáó (1.34) â ïàðàáîëi-

÷íèõ îáëàñòÿõ

Pj(γ) =

{
z ∈ C : |z| −Re(ze−2iγ) < 2vj(1−

j∑
s=1

vs) cos
2 γ

}
, (1.51)

äå −π/2 < γ < π/2 i âåêòîð âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ −→v = (v1, v2, . . . , vN), vj > 0,

j = 1, N i
∑N

j=1 vj < 1.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.34)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(c1, c2, . . . , cN) ∈ G = G1 ×G2,

äå

G1 = {z ∈ C : | arg z| < π − ε},

G2 =

(z2, . . . , zN) ∈ CN−1 :
∪
γ∈Iε

{
N∑
s=2

(|zs| − Re (zse
−2iγ)) < l sin2(ε/2)

} ,

äå Iε =
[
−π−ε

2 , π−ε
2

]
, l òà ε � ïåâíi ïàðàìåòðè òàêi, ùî 0 < ε < π/2, 0 < l ≤

1/4. Òîäi

1) 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (1.34) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïà-

êòi ìíîæèíè G;

2) îáëàñòþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ ìíîæèíà

∪
γ∈Iε

z ∈ C :

∣∣∣∣∣∣z −
2e−iγ

cos γ

∣∣∣∣∣∣ ≤
2

cos γ

 ; (1.52)

3) áiëüøå òîãî, ÿêùî

c1 ∈ G1

∩
{z ∈ C : |z| ≤ R},

(c2, c3, . . . , cN) ∈ G2

∩{
(z2, . . . , zN) ∈ CN−1 :

N∑
j=2

|zj| ≤ C

}
,
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äå R, C � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, R > 1
4 cos ε, C ≤ 1

16(1 +
√
1− 4l)2 sin2(ε/2), òî

à) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi öüîãî

äðîáó

|F − Fm| < L1 ·


ρm+2
1 − ρm+2

2

ρ1 − ρ2
, ÿêùî ρ1 ̸= ρ2,

(m+ 1)ρm+1, ÿêùî ρ1 = ρ2 = ρ,

ïðè äîäàòêîâèõ óìîâà: l < 1/4 i C < 1
16(1+

√
1− 4l)2 sin2(ε/2); äå

ρ1 =



√√√√1− 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

1 + 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

, ÿêùî sin ε ≤
1

1 + 4R
;√√√√1− 4

√
∆sin(θ/2) + 4∆

1 + 4
√
∆sin(θ/2) + 4∆

, ÿêùî sin ε >
1

1 + 4R
,

ρ2 =
16C

(1 +
√
1− 4l)2 sin2(ε/2)

, θ = arcsin
R sin ε√

1
16 +R2 − 1

2R cos ε
, δ =

1
4 sin ε, ∆ = 1

4 +R, L1 � äåÿêà ñòàëà.

á) àáî îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó ìà¹ âèãëÿä

|F − Fm| <


L1ϱ

m+1
(m+ 1)(m+ 2) + 1

2(m+ 1)
ÿêùî C <

sin2(ε/2)

16
,

L2

1

m+ 1
ÿêùî C =

sin2(ε/2)

16
,

ÿêùî l = 1/4; äå ϱ = max

ρ1;
sin2(ε/2)

16

, L2 � äåÿêà ñòàëà.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé åëåìåíòè cj äðîáó (1.34) íàëåæàòü ïàðàáîëi÷íèì

îáëàñòÿì: Pj(γ), j = 1, N , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.51).

Òîäi

1) 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (1.34) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïà-

êòi îáëàñòi P, äå P = P1(γ)× P2(γ)× . . .× PN(γ);
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2) îáëàñòþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ êðóã

K =

z ∈ C :

∣∣∣∣∣∣z −
e−iγ

2(1−
∑N

s=1 vs) cos γ

∣∣∣∣∣∣ <
1

2(1−
∑N

s=1 vs) cos γ

 ;

3) ÿêùî |cj| < (1 −
∑j

s=1 vs)
2 cos2 γ, j = 2, N , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (1.34)

|Fn+m − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1,

äå ξ = max
j=1,N

{ξj}, ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ξj =
|cj|

(1−
∑j

s=1 vs)
2 cos2 γ

, L � äåÿêà

äîäàòíà ñòàëà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ â

îâàëüíèõ îáëàñòÿõ

Oq =

z ∈ C : |z − dq|+ |z|
ρ∗q

|1 + Γ
∗|
<

ρq

|Γq|
|dq|

 , q = 1, N, (1.53)

äå dq = Γq(1 + Γ∗
q)

1−
ρ∗2q

|1 + Γ∗
q|2

, Γ∗
q =

∑q
j=1 Γj, ρ

∗
q =

∑q
j=1 ρj, ρ

∗
q < |1 +

Γ∗
q|, q = 1, N . Íåõàé iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi çàëèøêiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî

ÃËÄ (1.33), òîáòî lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), q = 1, N . Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíi

âiäîðàæåííÿ: s(q,j)(ω) = Z(q−1) + cq,j/ω i t(q,j)(ω) = cq,j/(Z
(q−1) + ω), j = 1, pq;

Z(0) = 1 òà ¨õ êîìïîçèöiþ

S(q)(ω) = s(q,1) ◦ s(q,2) ◦ . . . ◦ s(q,pq)(ω),

T (q)(ω) = t(q,1) ◦ t(q,2) ◦ . . . ◦ t(q,pq)(ω), q = 1, N.

Ïîçíà÷èìîX(1) ïðèòÿãóâàëüíó íåðóõîìó òî÷êó äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæå-

ííÿ S(1)(ω), Y (q), q = 2, N � âiäøòîâõóâàëüíi íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííü

T (q)(ω).
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Òåîðåìà 4.5. Íåõàé åëåìåíòè cq,j
−→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (1.33) íàëå-

æàòü îâàëüíèì îáëàñòÿì (1.53), òîáòî cq,j ∈ Oq, q = 1, N , j = 1, pq.

Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N öüîãî äðîáó çáiãàþòüñÿ,

çîêðåìà, −→p -ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (1.33) çáiãà¹òüñÿ;

2) ÿêùî äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ T (q)(ω), q = 2, N , � ëîêñîäðîìi÷íîãî

òèïó, i lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), q = 1, N , òî

Z(q) =

 X(1), ÿêùî q = 1;

−Y (q), ÿêùî 2 ≤ q ≤ N ;

i lim
n→∞

Fn = F , äå F = (Z(N))−1.

3) n-íi ïiäõiäíi äðîáè ÃËÄ (1.33) íàëåæàòü êðóãó

K = B

 1 + Γ
∗
N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

,
ρ∗N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

 .

4) ÿêùî êðiì öüîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: ρq < (|1 + Γ∗
q| − |Γq| − ρ∗q−1)/2,

ρ∗0 = 0, q = 1, N , òî äðiá (1.33) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ζn+1, n ≥ 1, (1.54)

äå ζ = max
q=1,N

{ζq}, ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q| − ρ∗q

, L � äåÿêà ñòàëà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îâàëüíó òåîðåìó, ïîáóäîâàíî êðóãîâi îáëàñòi çáiæíîñòi

1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ, ùî ìiñòÿòü êðóãè çáiæíîñòi, ÿêi îòðèìàíi ç ôîðìóëþâà-

ííÿ áàãàòîâèìiðíîãî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Âîðïiöüêîãî äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

1.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó ðîçäiëi 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨. Ïðîàíàëiçîâàíî

ðîáîòè, ùî ñòîñóþòüñÿ àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ òà ðiçíèõ òèïiâ
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ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Îñîáëèâèé àêöåíò çðîáëåíî íà ôîðìóëþâàííi

òèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi óçàãàëüíþþòüñÿ àáî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíîìó

äîñëiäæåííi.

Ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ −→p -ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, òà çðîáëåíî ïåðåëiê îñíîâíèõ ðå-

çóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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ÐÎÇÄIË 2

ÎÇÍÀ×ÅÍÍß ÒÀ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI

ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ

ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

2.1. Îçíà÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó

Ðîçãëÿíåìî ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äðiá ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)
1

)−1

, (2.1)

äå ai(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I � ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ åëåìåíòiâ,

I = {i(k) : i(k) = i1i2 . . . ik : 1 ≤ ip ≤ ip−1; p = 1, k; k ≥ 1; i0 = N}, (2.2)

äå N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Íåïåðåðâíèé äðiá

1 + ai(k)

(
1 +

∞
D
q=1

ai(k+q)

1

)−1

,

äå i(k) ∈ I; ik = ik+q = r; q = 1, 2, . . ., íàçâåìî i(k)-îþ âiòêîþ ÃËÄ (2.1).

Äðiá (2.1) íàçâåìî −→p -ïåðiîäè÷íèì ãiëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó, äå −→p = (p1, p2, . . . , pN), pj ∈ N; j = 1, N , ÿêùî ïðè êîæíîìó

ôiêñîâàíîìó im âñi i(m)-òi âiòêè ¹ îäíàêîâèìè i pim-ïåðiîäè÷íèìè íåïåðåðâ-

íèìè äðîáàìè. Òîäi åëåìåíòè äðîáó (2.1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

ar . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, q ≥ 1;

ai(m)r . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, m ≥ 1, i(m) ∈ I, r < im,
(2.3)

äå q = npr + s; r = 1, N ; 1 ≤ s ≤ pr; n ≥ 0.
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Ïîçíà÷èìî ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

= cr,s. Òîäi
−→p -ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi (
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

. (2.4)

Ïðè÷îìó iíäåêñ s çàëåæàòü âiä ïîâåðõó k òà ïåðiîäó pik ik-î¨ âiòêè, 1 ≤ s ≤ pik .

Éîãî çíà÷åííÿ îäåðæó¹ìî ç íàñòóïíèõ ðîçêëàäiâ:

k = pikn+ s, ÿêùî i1 = i2 = . . . = ik,

àáî k −m = pikn+ s, ÿêùî i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ im > im+1 = . . . = ik, n ≥ 0.

Êîæíó i(m)r-ó âiòêó −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ áóäåìî íàçèâàòè r-îþ âiòêîþ

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ. Çàïèøåìî r-òó âiòêó ÃËÄ (2.4) ó âèãëÿäi

1 +
∞
D
j=1

cr,j
1
, (2.5)

äå cr,j = cr,s, r = 1, N ; j = m · pr + s; 1 ≤ s ≤ pr, m ≥ 0.

ßêùî âñi pj = 1, j = 1, N , òî òàêèé −→p -ïåðiîäè÷íèé äðiá íàçâåìî 1-

ïåðiîäè÷íèì ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k,

ìà¹ìî: k = 1 · (k − 1) + 1, òî n = k − 1, s = 1. Îòæå, â 1-ïåðiîäè÷íîìó äðîái

cik,s = cik,1. Íàäàëi 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

=

1 +
N∑

i1=1

ci1

1 +
i1∑

i2=1

ci2

1 + . . .


−1

, (2.6)

äå cj = cj,1 � êîìïëåêñíi ÷èñëà, j = 1, N , i0 = N � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå

÷èñëî.

Çàóâàæåííÿ. Ïîðÿä ç äðîáîì (2.4) áóäåìî ðîçãëÿäàòè îáåðíåíèé äî

íüîãî äðiá

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

, (2.7)

äå cik,s � êîìïëåêñíi ÷èñëà s = 1, pik , k ≥ 1.
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Ïðèêëàä 2.1 Íåõàé N = 2. Òîäi 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ìà¹ âèãëÿä

1 +
c1

1 +
c1

1 +
c1

1 + . . .

+
c2

1 +
c1

1 +
c1

1 + . . .

+
c2

1 +
c1

1 + . . .
+

c2

1 + . . .

.

Ïðèêëàä 2.2 (p1, p2)-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .+
c1,p1

1 +
c1,1

1 + . . .

+

c2,1

1+
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .+
c1,p1

1 +
c1,1

1+ . . .

+
c2,2

1+
c1,1

1+
c1,2

1+ . . .+
c1,p1

1+
c1,1

1+ . . .

+ . . .+
c2,p2

1+
c1,1

1+ . . .
+

c2,1
1 + . . .

.

Ïðèêëàä 2.3 Çàïèøåìî (2, 1, . . . , 1)-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ç N âiòêàìè ðîçãà-

ëóæåííÿ

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .

+

+
c2,1

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 + . . .

+
c2,1

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .

+
c2,1

1 + . . . + . . .

+. . .+

cN,1

1+
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .

+
c2,1

1 +
c1,1

1 + . . .
+

c2,1
1 + . . .

+. . .+
cN,1

1+
c1,1

1 + . . .
+

c2,1
1 + . . .

+ . . .+
cN,1

1 + . . .

.
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2.2. Ïiäõiäíi äðîáè òà çàëèøêè. Åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ

Ïiäõiäíèì äðîáîì n-ãî ïîðÿäêó ÃËÄ (2.4) íàçèâàþòü âèðàç

Fn =

(
1 +

n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, n ≥ 1, F0 = 1.

Äðiá (2.4) çáiãà¹òüñÿ (ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ), ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

ïîñëiäîâíîñòi éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ, lim
n→∞

Fn = F , F ∈ C.

Äðiá (2.4) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà ìíîæèíàõ Ωq,j, q = 1, N ; j = 1, pq,

ÿêùî âií çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî çíà÷åííÿ F , ÿê ôóíêöiÿ âiä çìiííèõ cq,j,

q = 1, N ; j = 1, pq, ïðè óìîâàõ, ùî cq,j ∈ Ωq,j, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

äîäàòíèõ ñòàëèõ {εn}∞n=1, ÿêà çàëåæèòü âiä ìíîæèí Ωq,j, i lim
n→∞

εn = 0, òà

íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè: |Fn − F | < εn.

Âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíî äëÿ n ≥ 1 çàëèøêè −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (2.4)

R(1,s)
n = 1 +

c1,s

R
(1,s+1)
n−1

, 1 ≤ s < p1, R(1,p1)
n = 1 +

c1,p1

R
(1,1)
n−1

;

R(q,s)
n = 1 +

q−1∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,s

R
(q,s+1)
n−1

, 1 ≤ s < pq,

R(q,pq)
n = 1 +

q−1∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,pq

R
(q,1)
n−1

, q = 2, N,

(2.8)

ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ: R(q,j)
0 = 1, q = 1, N ; j ≥ 1.

Çàóâàæèìî, ùî Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

.

Çàëèøêè 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (2.6) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(q,j)
n = R(q,1)

n = R(q)
n , q = 1, N ; n ≥ 0. (2.9)

Äëÿ çàëèøêiâ R
(q,j)
n , q = 1, N ; j = 1, n, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

R(q,j)
n = R(q,s)

n , j = m · pq + s; 1 ≤ s ≤ pq; 1 ≤ j ≤ n;m ≥ 0. (2.10)
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Iç âèçíà÷åííÿ çàëèøêiâ äðîáó (2.4) òàêîæ âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

R(q,m)
n = 1 +

q−2∑
k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq−1,1

R
(q−1,2)
n−1

+
cq,m

R
(q,m+1)
n−1

=

= R(q−1,1)
n +

cq,m

R
(q,m+1)
n−1

, m+ 1 ≤ pq.

Îòæå,

R(q,m)
n = R(q−1,1)

n +
cq,m

R
(q,m+1)
n−1

, m+ 1 ≤ pq. (2.11)

Ëåìà 2.1. ßêùî âñi çàëèøêè äðîáó (2.4) âiäìiííi âiä íóëÿ: R
(q,j)
n ̸= 0, q =

1, N ; j = 1, pq; n ≥ 1, òî ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

R(q,1)
n =

q∏
j=1

h(j,1)
n , q = 1, N ;n ≥ 1, (2.12)

äå h
(j,1)
n = 1 +

cj,1/(R
(j−1,1)
n R

(j−1,1)
n−1 )|

|1
+

cj,2/(R
(j−1,1)
n−1 R

(j−1,1)
n−2 )|

|1
+ . . . +

cj,s/(R
(j−1,1)
1 R

(j−1;1)
0 )|

|1
, n = r · pj + s, 1 ≤ s ≤ p, r ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q.

ßêùî q = 1, òî R
(1,1)
n = h

(1,1)
n , n ≥ 1, � p1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá.

Ïðèïóñòèâøè ïðàâèëüíiñòü ëåìè 2.1 ïðè êîæíîìó q = k, 1 ≤ q ≤ k, ïðè

q = k + 1 ìà¹ìî

R(k+1,1)
n = R(k,1)

n +
ck+1,1

R
(k+1,2)
n−1

= R(k,1)
n +

ck+1,1|

|R(k,1)
n−1

+ . . .+
ck+1,pk+1

|

|R(k,1)
n−pk+1

+

+
ck+1,1|

|R(k,1)
n−pk+1−1

+ . . .+
ck+1,s|

|R(k,1)
0

= R(k,1)
n · h(k+1,1)

n =
k+1∏
j=1

h(j,1)
n .

Çàóâàæèìî, ùî çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ äðîáè h
(q,1)
n , n ≥ 1; q = 1, N , ¹ çâîðî-

òíèìè äðîáàìè âèãëÿäó (1.15).
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ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

1

di(k)

)−1

, i(k) ∈ I. (2.13)

ç ïiäõiäíèìè äðîáàìè Gn, n ≥ 1, íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèì ÃËÄ (2.1), ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi Fn = Gn, n ≥ 1. Äðiá (2.13) åêâiâàëåíòíèé ÃËÄ (2.1)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

di(k) =
k∏

p=1

(ai(k))
(−1)k+p−1

.

1-ïåðiîäè÷íèé äðiá (2.6) åêâiâàëåíòíèé ÃËÄ (2.13), äå di(k) =∏k
p=1 c

(−1)k+p−1

ip
àáî di(k) =

∏k
p=1 |c

(−1)k+p−1

ip
| exp

{∑k
p=1(−1)k+p−1αip

}
, äå αm =

arg cm, m = 1, N .

Åêâiâàëåíòíèé äî 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c|
|1
+

c|
|1
+

c|
|1
+

c|
|1
+ . . . .

¹ 2-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá

1 +
1|
|1/c

+
1|
|1
+

1|
|1/c

+
1|
|1
+ . . . .

Ïðè åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ìîæëèâà âòðàòà ïåðiîäè÷íîñòi äðîáó.

Ïðèêëàä 2.4 Ðîçãëÿíåìî 2-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá

1 +
a|
|1

+
b|
|1
+

a|
|1

+
b|
|1
+ . . . .

Åêâiâàëåíòíèé äðiá

1 +
1|
|d1

+
1|
|d2

+ . . .

ìà¹ åëåìåíòè d2k = ak/bk i d2k+1 = bk/ak+1, k ≥ 0.

Åêâiâàëåíòíèé äî 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíèé äðiá íå ¹ ïåðiîäè÷íèì.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ai(k), i(k) ∈ I, i cq,j, q = 1, N ; j = 1, pj

ìîæíà çàïèñàòè åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (2.4).

Öi ôîðìóëè ¹ ãðîìiñòêèìè.
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2.3. Ôîðìóëè ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

Ðîçãëÿíåìî pi-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá, 1 ≤ i ≤ N , ÿêèé ¹ i-îþ

âiòêîþ äðîáó (2.4)

1 +
ci,1|
|1

+
ci,2|
|1

+ . . .+
ci,pi|
|1

+
ci,1|
|1

+ . . . . (2.14)

Íåõàé ki,s � êiëüêiñòü ïîâòîðiâ åëåìåíòà ci,s, 1 ≤ s ≤ pi, â ki-ïiäõiäíîìó äðîái

íåïåðåðâíîãî äðîáó (2.14). ßêùî ki = ri · pi + li, 0 ≤ li ≤ pi − 1, ri ≥ 0, òî

ki,s =


0, ÿêùî ki = 0;

ri + 1, ÿêùî 0 < li ≤ pi − 1 i s ≤ li;

ri, ÿêùî li = 0 àáî s > li.

(2.15)

Âðàõîâóþ÷è ðîçâèíåííÿ ki i ôîðìóëè äëÿ ki,s, ìà¹ìî ki =
pi∑
s=1

ki,s.

Âèçíà÷èìî ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ

I(q)
n+1 =

{
k = (k1, k2, . . . , kq) : kl ≥ 0; l = 1, q;

q∑
l=1

kl = n+ 1

}
, (2.16)

I(j,q)
n+1 =

{
k ∈ I(q)

n+1 : k1, . . . , kj−1 ≥ 0, kj ≥ 1; kj+1 = . . . = kq = 0
}
, (2.17)

äå 1 ≤ q ≤ N , 1 ≤ j ≤ q, n ≥ 0. Çàóâàæèìî, ùî I(q,q)
n+1 ̸= I(q)

n+1 i I
(k,q)
n+1

∩
I(l,q)
n+1 =

∅, ÿêùî l ̸= k.

Ëåìà 2.2. Íåõàé ìíîæèíè iíäåêñiâ I(q)
n+1 òà I(j,q)

n+1 , âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåí-

íÿìè (2.16)-(2.17). Òîäi

1) I(q)
n+1 =

q∪
j=1

I(j,q)
n+1 , q = 1, N , n ≥ 0;

2) I(q+1,q+1)
n+1 =

n+1∪
s=1

(I(q)
n+1−s × {s}), 1 ≤ q < N , n ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé q, 1 ≤ q ≤ N , i n, n ≥ 0, äîâiëüíi. Ìóëüòèiíäåêñ

k ∈
q∪

j=1

I(j,q)
n+1 . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé iíäåêñ j, 1 ≤ j ≤ q, òàêèé, ùî k ∈ I(j,q)

n+1 , òîáòî

k = {k1, k2, . . . , kj, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
q

}, äå k1, . . . , kj−1 ≥ 0, kj ≥ 1, kj+1 = . . . = kq = 0
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i k1 + k2 + . . . + kj = n + 1. Îòæå, kj ≥ 0 i k1 + k2 + . . . + kq = n + 1, òîìó

k ∈ I(q)
n+1.

Íåõàé k ∈ I(q)
n+1, òîáòî k = {k1, k2, . . . , kq}, äå kj ≥ 0, j = 1, q, i k1 + k2 +

. . .+ kq = n+ 1. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ iíäåêñ j, 1 ≤ j ≤ q, òàêèé ùî k ∈ I(j,q)
n+1 .

ßêùî kq > 0, òîäi k ∈ I(q,q)
n+1 , òîáòî j = q.

ßêùî ks = 0 i ∃m i kl > 0, m ≤ l ≤ q i km−1 ≥ 1, òîäi k ∈ I(m−1,q)
n+1 , òîáòî

j = m− 1. Îòæå, I(q)
n+1 ⊂

q∪
j=1

I(j,q)
n+1 .

2. Íåõàé k ∈ I(q+1,q+1)
n+1 , òîáòî k = {k1, k2, . . . , kq+1} i

∑q+1
j=1 kj = n + 1,

kj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ q; kq+1 ≥ n+ 1. Òîäi k ∈ I(q)
n+1−kq+1

× {kq+1}.

ßêùî k ∈
n+1∪
s=1

(I(q)
n+1−s × {s}), òî ∃s, 1 ≤ s ≤ n + 1, ùî k ∈ I(q)

n+1−s × {s}.

Òîìó
∑q+1

j=1 kj = n+ 1 i k ∈ I(q+1,q+1)
n+1 .

Òåîðåìà 2.1. ßêùî âñi çàëèøêè ÃËÄ (2.4) âiäìiííi âiä íóëÿ, R
(q,j)
n ̸= 0, q =

1, N ; j = 1, pq; n ≥ 1, òî äëÿ ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ôîðìóëà

Fn+m − Fn =
(−1)n+1

R
(N,1)
n+m ·R(N,1)

n

∑
k∈I(N)

n+1

N∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

ki,pi
i,pi∏ki

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−j ·R

(i,j+1)
li−j

), (2.18)

äå n, m ≥ 1, li = n −
∑N

t=i+1 kt, R
(q,j)
−1 = 1, q = 1, N ; j = 1, pq, ìíîæèíà

ìóëüòèiíäåêñiâ I(N)
n+1 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.16), iíäåêñè ki,s �

çãiäíî ç (2.15).

Äîâåäåííÿ . Îñêiëüêè Fn = 1/R
(N,1)
n , òî

Fn+m − Fn =
1

R
(N,1)
n+m

−
1

R
(N,1)
n

= −
R

(N,1)
n+m −R

(N,1)
n

R
(N,1)
n+mR

(N,1)
n

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, äîâåäåìî, ùî ïðè áóäü-

ÿêèõ m,n > 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

R
(q,1)
n+m −R(q,1)

n = (−1)n
∑

k∈I(q)
n+1

q∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

ki,pi
i,pi∏ki

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−j ·R

(i,j+1)
li−j

).
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Íåõàé q = 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî R
(1,1)
n � n-èé ïiäõiäíèé äðiá p1-ïåðiîäè÷íîãî

íåïåðåðâíîãî äðîáó i k1,j � êiëüêiñòü ïîâòîðiâ åëåìåíòà c1,j, j = 1, p1, â öüîìó

äðîái, ìà¹ìî

R
(1,1)
n+m −R(1,1)

n = (−1)n
c
k1,1
1,1 . . . c

k1,p1
1,p1∏k1

j=1

(
R

(1,j+1)
n+m−j ·R

(1,j+1)
n−j

), n,m > 0; k1 = n+ 1.

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.11) âèïëèâà¹, ùî

R
(ν+1,j)
n+m−k −R

(ν+1,j)
n−k = R

(ν,1)
n+m−k −R

(ν,1)
n−k

+
− cν+1,j

R
(ν+1,j+1)
n+m−k−1 ·R

(ν+1,j+1)
n−k−1

(
R

(ν+1,j+1)
n+m−k−1 −R

(ν+1,j+1)
n−k−1

)
.

Ïîñëiäîâíî âêëàäàþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ i âðàõîâóþ÷è îñòàííié êðîê

R(ν+1,j+n−k)
m −R

(ν+1,j+n−k)
0 = R(ν,1)

m −R
(ν,1)
0 +

cν+1,j+n−k

R
(ν+1,j+n−k+1)
m−1

,

îäåðæó¹ìî ôîðìóëó

R
(ν+1,j)
m+n−k −R

(ν+1,j)
n−k =

n−k∑
q=0

q∏
i=1

(−1)icν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−i ·R

(ν+1,j+i)
n−k−i

(
R

(ν,1)
n+m−k−q −R

(ν,1)
n−k−q

)
+

+ (−1)n−k+1
n−k+1∏
i=1

cν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−i ·R

(ν+1,j+i)
n−k−i

, (2.19)

äå m > 0, n > 0, 0 ≤ k ≤ n; j = 1, n− k; ν = 1, N − 1. Âðàõîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ (2.11) òà (2.19), ìà¹ìî

R
(q+1,1)
n+m −R(q+1,1)

n = R
(q,1)
n+m −R(q,1)

n +
− cq+1,1

R
(q+1,2)
n+m−1R

(q+1,2)
n−1

(
R

(q+1,2)
n+m−1 −R

(q+1,2)
n−1

)
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i

R
(q+1,1)
n+m −R(q+1,1)

n = R
(q,1)
n+m −R(q,1)

n +
(−1)cq+1,1

R
(q+1,2)
n+m−1R

(q+1,2)
n−1

(
R

(q,1)
n+m−1 −R

(q,1)
n−1

)
+

+
(−1)2cq+1,1cq+1,2

R
(q+1,2)
n+m−1R

(q+1,3)
n+m−2R

(q+1,2)
n−1 R

(q+1,3)
n−2

(
R

(q,1)
n+m−2 −R

(q,1)
n−2

)
+

+ . . .+ (−1)n
n∏

s=1

cq+1,s

R
(q+1,s+1)
n+m−s R

(q+1,s+1)
n−s

(
R(q,1)

m −R
(q,1)
0

)
.

Iç ïåðiîäè÷íîñòi ÃËÄ âèïëèâà¹, ùî cq+1,kq+1
= cq+1,sq+1

, äå kq+1 = rq+1 · pq+1 +

sq+1, 1 ≤ sq+1 ≤ pq+1.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

R
(q+1,1)
n+m −R(q+1,1)

n = (−1)n
∑

k∈I(q)
n+1

q∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

kq,pq
i,pq∏kq

j=1

(
R

(q,j+1)
m+li−jR

(q,j+1)
li−j

)+
+

(−1)ncq+1,1

R
(q+1,2)
n+m−1R

(q+1,2)
n−1

∑
k∈I(q)

n

q∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

kq,pq
i,pq∏kq

j=1

(
R

(q,j+1)
m+li−jR

(q,j+1)
li−j

)+
+ . . .+

+
(−1)nc

kq+1,1

q+1,1 . . . c
kq+1,pq+1

q+1,pq+1∏n
s=1R

(q+1,s+1)
n+m−s ·R(q+1,s+1)

n−s

∑
k∈I(q)

1

q∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

kq,pq
i,pq∏kq

j=1

(
R

(q,j+1)
m+li−jR

(q,j+1)
li−j

)+
+

(−1)nc
kq+1,1

q+1,1 . . . c
kq+1,pq+1

q+1,pq+1∏n+1
s=1 R

(q+1,s+1)
n+m−s ·R(q+1,s+1)

n−s

.

Âíåñåìî ìíîæíèêè
c
kq+1,1

q+1,1 . . . c
kq+1,pq+1

q+1,pq+1∏kq+1

s=1

(
R

(q+1,s+1)
n+m−s ·R(q+1,s+1)

n−s

), 1 ≤ kq+1 ≤ n + 1 ïiä çíàêè

ñóì i, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.2, îäåðæèìî

R
(q+1,1)
n+m −R(q+1,1)

n = (−1)n
∑

k∈I(q+1)
n+1

q+1∏
i=1

c
ki,1
i,1 . . . c

kq,pq
i,pq∏ki

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−j ·R

(i,j+1)
li−j

).
Âðàõîâóþ÷è, ùî Fn =

(
R

(N,1)
n

)−1

, n ≥ 1, îäåðæèìî ôîðìóëó (2.18).
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Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (2.4) ìà¹ âèãëÿä

Fn+m − Fn =
(−1)n+1

R
(N)
n+m ·R(N)

n

∑
k∈I(N)

n+1

ck11 c
k2
2 . . . ckNN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(
R

(j)
sj+m−r ·R

(j)
sj−r

), (2.20)

äå sj = n−
N∑

l=j+1

kl, R
(j)
−1 = 1; j = 1, N , m ≥ 1.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {gn}∞n=1 òàêèõ, ùî

çàëèøêè 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (2.6) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

|R(q)
n | ≥ gn, n ≥ 0; q = 2, N. (2.21)

Òîäi äëÿ ìîäóëÿ ðiçíèöi ïiäõiäíèõ äðîáiâ (2.6) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm
×

×

[
m∑
k=0

∑N
j1=2

∑j1
j2=2 . . .

∑jk
jk−1=2 |cj1||cj2| . . . |cjk|∏k

r=1 gn−k · gm−k

∣∣∣R(1)
n−k −R

(1)
m−k

∣∣∣+
+

∑N
j1=2

∑j1
j2=2 . . .

∑jm−1

jm=2

∑jm
jm+1=2 |cj1||cj2| . . . |cjm||cjm+1

|∏m+1
r=1 gn−k · gm−k

]
,

(2.22)

äå n > m ≥ 0, g−1 = 1.

Äîâåäåííÿ . Ç ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü (2.11) òà çàóâàæåííÿ (2.9) âè-

ïëèâà¹, ùî

R
(q)
k −R

(q)
l = R

(1)
k −R

(1)
l +

q∑
j=2

− cj

R
(j)
k−1 ·R

(j)
l−1

(
R

(j)
k−1 −R

(j)
l−1

)
, (2.23)

äå n ≥ k > l ≥ 0; q = 2, N . Âðàõîâóþ÷è, ùî Fn =
(
R

(N)
n

)−1

, n ≥ 0, i óìîâè
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(2.21), ìà¹ìî

|Fn − Fm| =
1∣∣∣R(N)

n

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
m

∣∣∣
∣∣∣R(N)

m −R(N)
n

∣∣∣
=

1∣∣∣R(N)
n

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
m

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣R(1)

m +
N∑

j1=2

cj1

R
(j1)
m−1

−R(1)
n −

N∑
j1=2

cj1

R
(j1)
n−1

∣∣∣∣∣∣
≤

1

gn · gm

∣∣∣R(1)
m −R(1)

n

∣∣∣+ 1

gn−1 · gm−1

N∑
j1=2

|cj1|
∣∣∣R(j1)

n−1 −R
(j1)
m−1

∣∣∣
 .

Ïîñëiäîâíî âêëàäàþ÷è îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ, ç óðàõóâàííÿì (2.23), îñòà-

òî÷íî îäåðæèìî

|Fn − Fm| =
1

gn · gm

[ ∣∣∣R(1)
m −R(1)

n

∣∣∣+ ∑N
j1=2 |cj1|

gn−1 · gm−1

∣∣∣R(1)
n−1 −R

(1)
m−1

∣∣∣+
∑N

j1=2

∑j1
j2=2 |cj1||cj2|

gn−1gn−2 · gm−1gm−2

∣∣∣R(1)
n−2 −R

(1)
m−2

∣∣∣+ . . .+∑N
j1=2

∑j1
j2=2 . . .

∑jm−1

jm=2 |cj1||cj2| . . . |cjm|∏m
r=1 gm−rgn−r

∣∣∣R(1)
n−m −R

(1)
0

∣∣∣+∑N
j1=2

∑j1
j2=2 . . .

∑jm−1

jm=2

∑jm
jm+1=2 |cj1||cj2| . . . |cjm||cjm+1

|∏m+1
r=1 gm−r · gn−r

]
.

Öå åêâiâàëåíòíî îöiíöi (2.22).

Íàñëiäîê 2.1. Ïîçíà÷èìî C =
∑N

j=2 |cj|. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

N∑
j1=2

j1∑
j2=2

. . .

js−1∑
js=2

|cj1||cj2| . . . |cjs| =

∑
k2+...+kN=s

|c2|k2 . . . |cN |kN ≤

(
N∑
j=2

|cj|

)s

= Cs.

(2.24)
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Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 2.2 i íåðiâíîñòi (2.24) âèïëèâà¹, ùî

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm m∑
k=0

Ck∏k
r=1 gn−k · gm−k

∣∣∣R(1)
n−k −R

(1)
m−k

∣∣∣+ Cm+1∏m+1
r=1 gn−k · gm−k

 ,

(2.25)

äå n > m ≥ 0, g−1 = 1.

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé −→p -ïåðiîäè÷íèé äðiá (2.4)çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ F i

1) âñi éîãî çàëèøêè âiäìiííi âiä íóëÿ: R
(q,j)
n ̸= 0, q = 1, N ; j = 1, pq; n ≥ 1;

2) iñíóþòü ãðàíèöi lim
n→∞

h
(j,1)
n = xj, xj ̸= 0,∞; j = 1, N , äå

h(j,1)
n = 1 +

cj,1/(R
(j−1,1)
n R

(j−1,1)
n−1 )|

|1
+

cj,2/(R
(j−1,1)
n−1 R

(j−1,1)
n−2 )|

|1
+ . . .+

+
cj,s/(R

(j−1,1)
1 R

(j−1;1)
0 )|

|1
,

äå n = r · pj + s, 1 ≤ s ≤ p. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

Fn − F =
1

R
(N,1)
n

N∑
j=1

R
(j−1,1)
n

Xj

(
xj − h(j,1)

n

)
, (2.26)

äå Xj =
∏j

s=1 xs, j = 1, N .

Äîâåäåííÿ . Îñêiëüêè Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

i R(q,j)
n ̸= 0, q = 1, N ; j = 1, pq, òî,

âðàõîâóþ÷è ëåìó 2.1, ìà¹ìî: R(N,1)
n =

∏N
j=1 h

(j,1)
n . Çi çáiæíîñòi çâîðîòíèõ äðî-

áiâ h(j,1)
n , j = 1, N îäåðæó¹ìî: lim

n→∞
Fn = lim

n→∞

(∏N
j=1 h

(j,1)
n

)−1

=
(∏N

j=1 xj

)−1

=

F . Îòæå,

Fn − F =
1

R
(N,1)
n

−
1∏N

j=1 xj
=

∏N
j=1 xj −

∏N
j=1 h

(j,1)
n∏N

j=1 xj ·
∏N

j=1 h
(j,1)
n

=

=

∏N
j=1 xj − h

(1,1)
n

∏N
j=2 xj + h

(1,1)
n

∏N
j=2 xj −

∏N
j=1 h

(j,1)
n∏N

j=1 xj ·
∏N

j=1 h
(j,1)
n

=

=
x1 − h

(1,1)
n

x1 ·
∏N

j=1 h
(j,1)
n

+

∏N
j=2 xj −

∏N
j=2 h

(j,1)
n∏N

j=1 xj ·
∏N

j=2 h
(j,1)
n

.
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Ïîâòîðþþ÷è àíàëîãi÷íó ïðîöåäóðó â ÷èñåëüíèêó îñòàííüîãî äðîáó, ÷åðåç

(N − 1) êðîêiâ îäåðæèìî

Fn − F =
N∑
j=1

xj − h
(j,1)
n∏j

k=1 xk ·
∏N

k=j h
(k,1)
n

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
1∏N

k=j h
(k,1)
n

=

∏j−1
s=1 h

(s,1)
n∏N

s=1 h
(s,1)
n

=
R

(j−1,1)
n

R
(N,1)
n

, îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøå-

ííÿ (2.26).

2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 äàíî âèçíà÷åííÿ −→p -ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ¨õ ïiäõiäíèõ äðîáiâ òà çàëèøêiâ.

Âñòàíîâëåíî ðåêóðåíòíi ôîðìóëè äëÿ çàëèøêiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿêi îá-

 ðóíòîâàíî ôîðìóëó ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïå-

öiàëüíîãî âèãëÿäó. Äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ îäåðæàíî îöiíêó ðiçíèöi äâîõ

ïiäõiäíèõ äðîáiâ, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñóìó ìîäóëiâ åëåìåíòiâ ÃËÄ, ïî÷è-

íàþ÷è ç äðóãîãî. Ó ïðèïóùåííi, ùî −→p -ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ çáiãà¹òüñÿ, âñi éîãî

çàëèøêè âiäìiííi âiä íóëÿ, iñíóþòü ãðàíèöi çâîðîòíèõ äðîáiâ, ïîáóäîâàíi íà

îñíîâàíèõ çàäàíîãî ÃËÄ, âñòàíîâëåíî ôîðìóëó ðiçíèöi ìiæ ïiäõiäíèìè äðî-

áîì òà éîãî çíà÷åííÿì, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íåðóõîìi òî÷êè âiäïîâiäíèõ

äðîáî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü.

Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî åêâiâàëåíòíi ïåðåòâîðåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ. Ïî-

êàçàíî, ùî öå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå ïîðóøóâàòè ïåðiîäè÷íiñòü äðîáó.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [22,30,31,34].
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ÐÎÇÄIË 3

ÎÇÍÀÊÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÒÀ ÎÖIÍÊÈ ØÂÈÄÊÎÑÒI

ÏÎÒÎ×ÊÎÂÎ� ÇÁIÆÍÎÑÒI ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ ÃIËËßÑÒÈÕ

ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÃËßÄÓ

3.1. Îáìåæåíi ìíîæèíè çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ

ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

Ïîáóäó¹ìî ìíîæèíè Ωj, j = 1, N , äëÿ âèáîðó åëåìåíòiâ 1-ïåðiîäè÷íîãî

ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

, (3.1)

äå cj ∈ Ωj, Ωj ⊂ C, j = 1, N .

Ïîêëàäåìî

Ω1 = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π} . (3.2)

Âèáåðåìî åëåìåíò c1 ∈ Ω1 i çàôiêñó¹ìî éîãî. Ïîçíà÷èìî ρ1 = |y1/x1|, äå x1,

y1 � íåðóõîìi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t(ω) = 1 + c1/ω i

x1 =
1
2

(
1 +

√
1 + 4c1

)
, y1 =

1
2

(
1−

√
1 + 4c1

)
,

√
1 = 1. (3.3)

Îñêiëüêè c1 ∈ Ω1, òî Re
√
1 + 4c1 > 0. Îòæå, ρ1 < 1 [109,125].

Âèáåðåìî òà çàôiêñó¹ìî åëåìåíò c2 ç îáëàñòi

Ω2 = Ω2(c1) =

z ∈ C : |z| <
r1

4

 , r1 = |x1|2
1− ρ31

1 + ρ1
. (3.4)

Íåõàé åëåìåíòè cj ∈ Ωj(c1, c2, . . . , cj−1), j = 3, k âèáðàíi òà çàôiêñîâàíi.

Òîäi îáëàñòü Ωk+1(c1, c2, . . . , ck) âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì

Ωk+1 = Ωk+1(c1, c2, . . . , ck) =

z ∈ C : |z| <
1

4

k∏
j=1

rj

 , k = 1, N − 1, (3.5)
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rj = ξ2j , ξj =
1 + dj

2
, dj =

√√√√1− 4|cj|/

(
j−1∏
s=1

rs

)
, j = 2, k. (3.6)

Äëÿ ïðîâåäåííÿ îöiíîê çíèçó çàëèøêiâ ÃËÄ (3.1) áóäå âèêîðèñòàíî íàñòóïíó

ëåìó.

Ëåìà 3.1. Íåõàé {hn}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü çâîðîòíèõ äðîáiâ

hn = 1 +
an|
|1

+
an−1|
|1

+ . . .+
a1|
|1
,

äå ai ∈ C, i = 1, n, åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

|an| ≤ |a| < 1/4, n ≥ 1.

Òîäi âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|hn| > ξ, ξ = 1
2

(
1 +

√
1− 4|a|

)
, n ≥ 1.

Äîâåäåííÿ . Ïîêàæåìî, ùî ìiíiìàíòîþ êîæíîãî äðîáó hn ¹ n-èé ïiäõi-

äíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
− |a|
1 +

− |a|
1 + . . . , (3.7)

òîáòî |hn| ≥ gn, n ≥ 1, äå gn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá íåïåðåâíîãî äðîáó (3.7).

Î÷åâèäíî, ùî |h1| = |1 + a1| ≥ 1 − |a1| ≥ 1 − |a| = g1. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî

|hs| ≥ gs, äëÿ s = k + 1 ìà¹ìî

|hk+1| =

∣∣∣∣∣∣1 +
ak+1

hk

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1−
|ak+1|
gk

≥ 1−
|a|
gk

= gk+1.

Îñêiëüêè |a| < 1/4, òî ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ ìiíiìàíòè {gn}∞n=1 ¹

ìîíîòîííî ñïàäíîþ. Îòæå, lim
n→∞

gn = ξ, äå ξ � ïðèòÿãóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-

ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t(ω) = 1 − |a|/ω. Âðàõîâóþ÷è, ùî 0 < |a| < 1/4 i

|hn| ≥ gn > ξ, îäåðæèìî |hn| > ξ.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé åëåìåíòè 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (3.1) íàëåæàòü îáëà-

ñòÿì (3.2),(3.5), òîáòî cj ∈ Ωj, j = 1, N . Òîäi
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1) äðiá (3.1) çáiãà¹òüñÿ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà ïîòî÷êîâî¨ øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|Fn − F | ≤ L ·
(

N − 1

n+N − 1

)
· ρn+1, n ≥ 1,

äå ρ = max
j=1,N

{ρj}, ρ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ρj =
1

(1 + dj)2
, j = 2, N ,

dj âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.6), L � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà;

α =


1
2 arg c1, arg c1 ̸= π;

0, arg c1 = π;
(3.8)

3) çíà÷åííÿ íåñêií÷åííîãî äðîáó (3.1) ðiâíå F =

(
N∏
j=1

xj

)−1

, äå

x1 =
1
2(1 +

√
1 + 4c1), xj =

1
2

1 +

√√√√1 + 4cj/

j−1∏
p=1

x2p

 , j = 2, N.

Äîâåäåííÿ . Ïîêàæåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, 1 ≤ q ≤ N ,

ùî äëÿ çàëèøêiâ R
(q)
n äðîáó (3.1) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(q)
n | ≥ Kq, n ≥ 1,

äå

K1 =
1
2 cosα, Kq =

cosα

2q

q∏
j=2

(1 + dj), q = 2, N.

Çàëèøîê R(1)
n ¹ n-èì ïiäõiäíèì äðîáîì 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c1|
|1

+
c1|
|1

+ . . . . (3.9)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî c1 ∈ Ω1, ìà¹ìî c1 ∈ P(α), äå P(α) ={
z ∈ C : |z| −Re(ze−2iα) ≤ 1

2 cos
2 α
}
, −π < 2α < π, êóò α âèçíà÷àþòü çãiäíî

ç ôîðìóëîþ (3.8). Òîìó çãiäíî ç ïàðàáîëi÷íîþ òåîðåìîþ 1.4 [äèâ. ñòð. 13],
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R
(1)
n ∈ V(α), äå V(α) =

{
z ∈ C : Re(ze−iα) ≥ 1

2 cosα
}
. Âðàõîâóþ÷è, ùî

dist(0; ∂V(α)) = K1, ìà¹ìî: |R(1)
n | ≥ K1, n ≥ 1. Çi ñïiââiäíîøåííÿ (1.10) ç

óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ρ1 = |y1/x1| < 1 i x1 ̸= 0, âèïëèâà¹ îöiíêà

∣∣∣R(1)
n R

(1)
n−1

∣∣∣ = |x1|n+2

|x1|n

∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

n+2

1− (y1/x1)n

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|2
1− ρ31

1 + ρ1
= r1, n ≥ 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî q, 2 ≤ q ≤ N − 1, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

|R(q)
n | ≥ Kq, n ≥ 0. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.1 äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1),

ìà¹ìî: R(q)
n =

∏q
j=1 h

(j)
n , äå

h(j)
n = 1 +

cj/R
(j−1)
n R

(j−1)
n−1 |

|1
+

cj/R
(j−1)
n−1 R

(j−1)
n−2 |

|1
+ . . .+

cj/R
(j−1)
1 R

(j−1)
0 |

|1
. (3.10)

Îòæå, R(q+1)
n = R

(q)
n h

(q+1)
n . Îñêiëüêè cq+1 ∈ Ωq+1 i |h(j)

n h
(j)
n−1| > ξ2j = rj, j = 2, q,

òî äëÿ åëåìåíòiâ çâîðîòíèõ äðîáiâ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|cq+1|

|R(q)
n R

(q)
n−1|

≤
|cq+1|

|R(1)
n R

(1)
n−1|

∏q
j=2 |h

(j)
n h

(j)
n−1|

≤
|cq+1|∏q
j=1 rj

<
1

4
.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 ïðè |a| =
|cq+1|∏q
j=1 rj

<
1

4
ìà¹ìî îöiíêè: |h(q+1)

n | > ξq+1, n ≥ 1,

äå ξq+1 âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.6). Îòæå, ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(q+1)
n | =

q+1∏
m=1

|h(m)
n | ≥

cosα

2
·
q+1∏
m=2

ξm >
cosα

2
·
q+1∏
m=2

1 + dm

2

 = Kq+1, n ≥ 0.

Äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (3.1) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.20) äëÿ

ðiçíèöi éîãî ïiäõiäíèõ äðîáiâ. Îöiíèìî ìíîæíèêè

|cj|kj
kj∏
r=1

(
|R(j)

sj+m−r||R
(j)
sj−r|

),

ïðè j = 1, N ; sj = n−
N∑

l=j+1

kl.
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Íåõàé j = 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî R(1)
n � n-ïiäõiäíèé äðiá (3.9), çíà÷åííÿ ÿêîãî

çíàõîäèìî çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.10), ïðè m ≥ 1, 1 ≤ k1 ≤ n ìà¹ìî îöiíêó

k1∏
r=1

|R(1)
s1+m−r| =

k1∏
r=1

∣∣∣∣∣∣
xs1+m+2−r
1 − ys1+m+2−r

1

xs1+m+1−r
1 − ys1+m+1−r

1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

xs1+m+1
1 − ys1+m+1

1

xs1+m−k1+1
1 − ys1+m−k1+1

1

∣∣∣∣∣∣ =
= |x1|k1

∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

m+k1

1− (y1/x1)m

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|k1
1− ρ21

1 + ρ1
= |x1|k1(1− ρ1),

îñêiëüêè s1 = k1−1, áî s1 = n−
∑N

l=2 kl i
∑N

j=1 kj = n+1. Àíàëîãi÷íî, ìà¹ìî

k1∏
r=1

|R(1)
s1−r| = |x1|k1

∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

k1

1− (y1/x1)s1−k1+1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|k1
1− ρ21

1 + ρ1
= |x1|k1(1− ρ1),

Îòæå,

|c1|k1
k1∏
r=1

(
|R(1)

s1+m−r||R
(1)
s1−r|

) ≤
1

(1− ρ1)2

 |c1|
|x1|2

k1

, 1 ≤ k1 ≤ n.

Äëÿ k1 = n + 1 i m ≥ 1, âðàõîâóþ÷è, ùî x1 + y1 = 1, x1 − y1 =
√
1 + 4c1,

ìà¹ìî

|c1|n+1

n+1∏
r=1

|R(1)
s1+m−r|

∏n
r=1 |R

(1)
s1−r|

=
|c1|n+1∣∣∣∣∣∣

xn+m+1
1 − yn+m+1

1

xm1 − ym1

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
xn+1
1 − yn+1

1

x21 − y21

∣∣∣∣∣∣
=

|c1|n+1|xm1 − ym1 ||x1 − y1|
|xn+m+1

1 − yn+m+1
1 ||xn+1

1 − yn+1
1 |

≤

 |c1|
|x1|2

n+1

|
√
1 + 4c1|(1 + ρ1)

(1− ρ31)(1− ρ21)

=
|
√
1 + 4c1|

(1− ρ1)2

 |c1|
|x1|2

n+1

= M1

 |c1|
|x1|2

n+1

,

äå M1 =
|
√
1 + 4c1|

(1− ρ1)2(1 + ρ1 + ρ21)
. Îñêiëüêè x1, y1 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ω2−ω−
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c1 = 0, òî: |c1| = |x1| · |y1|. Îòæå,
|c1|
|x1|2

=
|x1| · |y1|
|x1|2

= ρ1 i

|c1|k1
k1∏
r=1

|R(1)
s1+m−r||R

(1)
s1−r|

≤ M1ρ
k1
1 , 1 ≤ k1 ≤ n+ 1. (3.11)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü |R(j)
n | = |R(j−1)

n ||h(j)
n |, îöiíèìî çâåðõó ìíîæíèêè

|cj|kj
kj∏
r=1

(
|R(j)

sj+m−r||R
(j)
sj−r|

), j = 2, N . Åëåìåíòè çâîðîòíèõ äðîáiâ (3.10) h
(j)
n çà-

äîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi:
|cj|

|R(j−1)
n R

(j−1)
n−1 |

≤
|cj|∏j−1
m=1 rj

<
1

4
, n ≥ 1; j = 2, N .

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ëåìó 3.1, ìà¹ìî

|cj|

|R(j)
n R

(j)
n−1|

=
|cj|/|R(j−1)

n R
(j−1)
n−1 |

|h(j)
n h

(j)
n−1|

<
1/4

ξ2j
=

1

(1 + dj)2
= ρj.

Íåõàé 1 ≤ kj ≤ n+ 1. Îöiíèìî çâåðõó äîáóòîê

kj∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj+m−rR

(j)
sj−r|

=

= Mj

[kj/2]∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj+m−2r+1R

(j)
sj+m−2r|

·
[kj/2]∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj−2r+1R

(j)
sj−2r|

≤ Mjρ
kj
j ,

äå Mj = max

1;
|cj|4j

ρj cos2 α
∏j

m=2(1 + dm)2

 = max

1;
1

4ρj

.
Òîìó,

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣) =
N∏
j=1

kj∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣
=

N∏
j=1

Mjρ
kj
j ≤

N∏
j=1

Mjρ
k1+k2+...+kN =

N∏
j=1

Mjρ
n+1,
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äå ρ = max
j=1,N

{ρj}. Îòæå, äëÿ ÃËÄ (3.9) âèêîíóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi íåðiâ-

íîñòi (1.28), òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3[äèâ. ñòð. 23], ìà¹ìî îöiíêó

|Fn+m − Fn| ≤
1

|R(N)
n+m| · |R

(N)
n |

∑
k1+k2+...+kN=n+1

kj≥0

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣)
=

∏N
j=1Mj

K2
N

∑
k1+k2+...+kN=n+1

kj≥0

ρn+1 = L ·
(

N − 1

n+N − 1

)
· ρn+1.

Ïåðåéäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ i, âðàõîâóþ÷è,

ùî lim
n→∞

Fn = F , îäåðæó¹ìî îöiíêó

|Fn − F | ≤ L ·
(

N − 1

n+N − 1

)
· ρn+1,

äå L =
1

K2
N

∏N
j=1Mj =

4N

cos2 α

|
√
1 + 4c1|

(1− ρ1)2(1 + ρ1 + ρ21)

∏N
j=2max

1;
1

4ρj

.
Çíàéäåìî çíà÷åííÿ F äðîáó (3.1) ó âèïàäêó éîãî çáiæíîñòi. Îñêiëüêè âñi

çàëèøêè 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ âiäìiííi âiä íóëÿ R
(q)
n ̸= 0, n ≥ 0; q = 1, N , òî,

âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1, ìà¹ìî

F = lim
n→∞

Fn = lim
n→∞

1

R
(N)
n

= lim
n→∞

1

h
(1)
n h

(2)
n . . . h

(N)
n

.

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî lim
n→∞

h
(q)
n = xq, äå

x1 =
1
2

(
1 +

√
1 + 4c1

)
, xq =

1
2

1 +

√√√√1 + 4cq/

q−1∏
p=1

x2p

 , q = 2, N.

ßêùî c1 ∈ Ω1, òî 1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá (3.9) çáiãà¹òüñÿ äî ïðè-

òÿãóâàëüíî¨ òî÷êè x1 äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t1(ω) = 1+c1/ω. Òîáòî,

lim
n→∞

h
(1)
n = x1.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

h(s)
n = xs, xs =

1

2

1 +

√√√√1 + 4cs/
s−1∏
j=1

x2j

 , 1 ≤ s ≤ q.
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Äëÿ çâîðîòíèõ äðîáiâ h
(s)
n , s = 2, q, n ≥ 1, çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 ïðè |a| =

|cs|
∏s−1

j=1 r
−1
j ìà¹ìî îöiíêè: |h(s)

n | > ξs, äå ξs âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç ôîðìóëà-

ìè (3.6). Îòæå, lim
n→∞

|h(s)
n | = |xs| ≥ ξs, 1 ≤ s ≤ q.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü çâîðîòíèõ äðîáiâ {h(q+1)
n }∞n=1. Ãðàíèöÿ ïîñëiäîâ-

íîñòi ¨õ åëåìåíòiâ ðiâíà

lim
n→∞

cq+1

R
(q)
n R

(q)
n−1

= lim
n→∞

cq+1∏q
j=1 h

(j)
n h

(j)
n−1

=
cq+1∏q
j=1 x

2
j

.

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (3.5)-(3.6), ìà¹ìî

|cq+1|∏q
j=1 |xj|2

<

∏q+1
j=1 rj

4
∏q+1

j=1 |xj|2
≤

rq+1r1
∏q

j=2 ξ
2
j

4|x1|2
∏q

j=2 ξ
2
j

=
(1− ρ31)rq+1

4(1 + ρ1)
<

1

4
.

Ïîñëiäîâíiñòü çâîðîòíèõ äðîáiâ {h(q+1)
n }∞n=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó òåîðåìè 1.10

[äèâ. ñòð. 18]. Îòæå,

lim
n→∞

h(q+1)
n = xq+1,

äå xq+1 =
1
2

(
1 +

√
1 + 4cq+1/

∏q
j=1 x

2
j

)
. Òîìó

F = lim
n→∞

(h(1)
n )−1(h(2)

n )−1 . . . (h(N)
n )−1 =

(
N∏
j=1

xj

)−1

.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , ÃËÄ (3.1) çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè

c1 ∈ Ω = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π} ,

∑N
j=2 |cj| = C ≤

µ2

4
, äå µ = 1

2

(
|1 +

√
1 + 4c1| − |1−

√
1 + 4c1|

)
.

Òîäi äðiá (3.1) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi:

1) |F − Fm| ≤ L1

ξm+2
1 − ξm+2

2

ξ1 − ξ2
, m ≥ 0, ÿêùî C < µ2/4 i ξ1 ̸= ξ2;

2) |F − Fm| ≤ L1(m+ 1)ξm+1, m ≥ 0, ÿêùî C < µ2/4 i ξ1 = ξ2 = ξ;

3) |F − Fm| ≤ L2

1

m+ 1
, m ≥ 0, ÿêùî C = µ2/4,
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äå ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ξ2 =
1−

√
1− 4C/µ2

1 +
√

1− 4C/µ2
, Lj � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi,

j = 1, 2, F � çíà÷åííÿ äðîáó (3.1).

Äîâåäåííÿ . Âñòàíîâèìî îöiíêè çíèçó äëÿ ìîäóëiâ çàëèøêiâ |R(q)
n | 1-

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1), n ≥ 0; q = 1, N .

Âðàõîâóþ÷è, ùî c1 ∈ Ω, ìà¹ìî

|R(1)
n | =

∣∣∣∣∣∣
xn+2
1 − yn+2

1

xn+1
1 − yn+1

1

∣∣∣∣∣∣ = |x1|

∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

n+2

1− (y1/x1)n+1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|
1− ξ21

1 + ξ1
= |x|(1− ξ1) =

=
1

2

(
|1 +

√
1 + 4c1| − |1−

√
1 + 4c1|

)
= µ.

ßêùî c1 ∈ Ω, òî
√
1 + 4c1 > 0. Ïîêëàäåìî

√
1 + 4c1 = x+iy. Òîäi |1+x+iy| >

|1− x− iy|, áî x > 0. Îòæå, µ > 0. Îñêiëüêè äèâ. [63] ñòð. 174

|1 + x+ iy| − |1− x− iy| =
√

(1 + x)2 + y2 −
√

(1− x)2 + y2 ≤

≤ ||1 + x| − |1− x|| ≤ 2,

òî µ ≤ 1. Îòæå, 0 < µ ≤ 1.

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñî-

âàíîãî q, q = 2, N , ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(q)
n | ≥ gn, n ≥ 0, (3.12)

äå gn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

µ+
− C|
|µ

+
− C|
|µ

+ . . .

Ïðè n = 0 ìà¹ìî: R(q)
0 = 1 ≥ µ = g0.

Íåõàé íåðiâíîñòi (3.12) âèêîíóþòüñÿ äëÿ êîæíîãî n, 2 ≤ n ≤ k. Òîäi,

âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.11), ïðè n = k + 1 ìà¹ìî

|R(q)
k+1| =

∣∣∣∣∣∣R(1)
k+1 +

q∑
j=2

cj

R
(j)
k

∣∣∣∣∣∣ ≥ µ−
q∑

j=2

|cj|

|R(j)
k |

≥ µ−
∑q

j=2 |cj|
gk

= µ−
C

gk
= gk+1.
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Äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (3.1) âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó (2.25).

Îñêiëüêè c1 ∈ Ω, òî äëÿ n > m ≥ 0, 0 ≤ k ≤ m

|R(1)
n−k −R

(1)
m−k| =

∣∣∣∣∣∣
xn−k+2
1 − yn−k+2

1

xn−k+1
1 − yn−k+1

1

−
xm−k+2
1 − ym−k+2

1

xm−k+1
1 − ym−k+1

1

∣∣∣∣∣∣ =
|x1|n−k+1|y1|m−k+1 |y1 − x1 + x(y1/x1)

n−m − y1(y1/x1)
n−m|

|x1|n−k+1|x1|m−k+1|1− (y1/x1)n−k+1||1− (y1/x1)m−k+1|
≤

≤ ξm−k+1
1

|y1 − x1|(1 + ξn−m
1 )

(1− ξn−k+1
1 )(1− ξm−k+1

1 )
= M1ξ

m−k+1
1 ,

äå M1 =
|
√
1 + 4c1|

(1− ξ1)2
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç fn n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðî-

áó

1 +
− C/µ2|

|1
+

− C/µ2|
|1

+ . . . , (3.13)

x2 = 1
2(1 +

√
1− 4C/µ2), y2 = 1

2(1−
√
1− 4C/µ2) � ïðèòÿãóâàëüíó òà âiä-

øòîâõóâàëüíó òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t(ω) = 1 +
− C/µ2

ω
.

Î÷åâèäíî, ùî gn = µ · fn, n ≥ 0, i x2 · y2 = C/µ2.

Îöiíèìî âèðàçè
Ck∏k

r=1 gn−r · gm−r

çâåðõó ïðè k = 1,m+ 1.

Íåõàé 1 ≤ k ≤ m, òîäi

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
Ck

µ2k
∏k

r=1 (fn−r · fm−r)
=

(C/µ2)k∏k
r=1 (fn−r · fm−r)

=

=
(x2 · y2)k

xn+1
2 − yn+1

2

xn−k+1
2 − yn−k+1

2

·
xm+1
2 − ym+1

2

xm−k+1
2 − ym−k+1

2

=

=

y2

x2

k

(1− (y2/x2)
n−k+1)

(1− (y2/x2)n+1)

(1− (y2/x2)
m−k+1)

(1− (y2/x2)m+1)
≤

ξk2

(1− ξ22)(1− ξ2)
.
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Ïîêëàäàþ÷è g−1 = 1, îöiíèìî âèðàç

Cm+1∏m+1
r=1 (gn−r · gm−r)

=
µ(C/µ2)m+1∏m+1

r=1 fn−r ·
∏m

r=1 fm−r

=

=
µ(x2 · y2)m+1

xn+1
2 − yn+1

2

x
n−(m+1)+1
2 − y

n−(m+1)+1
2

·
xm+1
2 − ym+1

2

x22 − y22

=

=

y2

x2

m+1

µx22(1− (y2/x2)
n−m)(1− (y2/x2)

2)

(1− (y2/x2)n+1)(1− (y2/x2)m+1)
≤ ξm+1

2

µx22

(1− ξ2)
.

Îòæå, ìà¹ìî îöiíêè

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

≤ M2ξ
k
2 , k = 1,m+ 1,

Ïîçíà÷èìî M2 = max

 1

(1− ξ2)(1− ξ22)
;

µx22

1− ξ2

 =
1

(1− ξ2)(1− ξ22)
.

Ç òåîðåìè 1.1 [äèâ. ñòð. 12] âèïëèâà¹, ùî fn ≥ 1/2, n ≥ 0. Òîäi îäåðæèìî:

gn = µfn ≥ µ/2, n ≥ 0.

1. ßêùî ξ1 ̸= ξ2, òî, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (2.25), ìà¹ìî

|Fn − Fm| ≤
4

µ2

(
m∑
k=0

M2ξ
k
2 ·M1ξ

m−k+1
1 +M2ξ

m+1
2

)

≤
4M1M2

µ2(ξ1 − ξ2)
· (ξm+2

1 − ξm+2
2 ) =

L1

ξ1 − ξ2
(ξm+2

1 − ξm+2
2 ).

Ïðè n → ∞ îòðèìó¹ìî îöiíêó 1.

2. ßêùî ξ1 = ξ2 = ξ, òî

|Fn − Fm| ≤
4

µ2

(
m∑
k=0

M2ξ
k ·M1ξ

m−k+1 +M2ξ
m+1

)

≤
4M1M2

µ2
(m+ 1)ξm+1 = L1(m+ 1)ξm+1,
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äå L1 =
4|
√
1 + 4c1|

µ2(1− ξ1)2(1− ξ22)(1− ξ2)
. Óìîâà ξ1 = ξ2 âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

ÿêùî c1 = −C/µ2.

3. Íåõàé
C

µ2
=

1

4
. Òîäi, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (1.13), çàïèøåìî n-èé ïiäõiäíèé

äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (3.13) ó âèãëÿäi: fn =
n+ 2

2(n+ 1)
. Äëÿ

êîæíîãî k, 1 ≤ k ≤ m, îöiíèìî âèðàçè

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
(C/µ2)k

fn−1 . . . fn−k · fm−1 . . . fm−k
=

=
(1/4)k

1

2k
·

n+ 1

n− k + 1
·
1

2k
·

m+ 1

m− k + 1

=
(n− k + 1)(m− k + 1)

(n+ 1)(m+ 1)
.

Àíàëîãi÷íî ïðè k = m+ 1 îäåðæèìî

Cm+1∏m+1
r=1 (gn−r · gm−r)

=
1

2

(n−m)µ

(n+ 1)(m+ 1)
.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî µ ≤ 1, îöiíèìî

|Fn − Fm| ≤
4

µ2

 m∑
k=0

M1ξ
m−k+1
1

(n− k + 1)(m− k + 1)

(n+ 1)(m+ 1)
+

µ

2

n−m

(n+ 1)(m+ 1)


≤

4M1

µ2
·
∑m

k=0 ξ
m−k+1
1 (n− k + 1)(m− k + 1) + (n−m)

(n+ 1)(m+ 1)
.

Ïðè n → ∞ îòðèìà¹ìî

lim
n→∞

∑m
k=0 ξ

m−k+1
1 (n− k + 1)(m− k + 1) + (n−m)

(n+ 1)(m+ 1)
=

=

∑m
k=0 ξ

m−k+1
1 (m− k + 1) + 1

m+ 1
.



66

Âðàõîâóþ÷è, ùî 0 < ξ1 < 1, ìà¹ìî

m∑
k=0

ξm−k+1
1 (m− k + 1) = ξ1 + 2ξ21 + . . .+ (m+ 1)ξm+1

1 = ξ1

(
m+1∑
k=1

ξk1

)′

= ξ1

ξ1 − ξm+2
1

1− ξ1

′

= ξ1
− (m+ 2)ξm1 + (m+ 1)ξm+2

1 + 1

(1− ξ1)2
<

ξ1

(1− ξ1)2
,

îñòàòî÷íî îäåðæèìî

|F − Fm| ≤
4M1

µ2
·

ξ1

(1− ξ1)2
+ 1

m+ 1
=

L2

m+ 1
,

äå L2 =
4M1M2(ξ1 + (1− ξ1)

2)

µ2(1− ξ1)2
=

4|
√
1 + 4c1|(ξ1 + (1− ξ1)

2)

µ2(1− ξ1)4
.

3.2. Íåîáìåæåíi ìíîæèíè çáiæíîñòi òà îöiíêè øâèäêîñòi

çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé åëåìåíòè 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (3.1) íàëåæàòü ïàðà-

áîëi÷íèì îáëàñòÿì, cj ∈ Pj(γ), j = 1, N , ïðè äåÿêîìó γ, −π < γ < π,

äå

Pj(γ) =
{
z ∈ C : |z| − Re (ze−iγ) < 2lj cos

2(γ/2)
}
, (3.14)

lj =
1

2N

1−
j

2N

 , j = 1, N. (3.15)

Òîäi ÃËÄ (3.1) çáiãà¹òüñÿ i ìíîæèíîþ éîãî çíà÷åíü ¹ êðóã

B

 e−(γ/2)i

cos(γ/2)
,

1

cos(γ/2)

 , (3.16)

äå B(c, ρ) = {z ∈ C : |z − c| < ρ}.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî |cj| <
(
1− j

2N

)2
cos2(γ/2), j = 2, N , òî ñïðàâäæó¹-

òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξm+1, n ≥ 0, (3.17)
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äå ξ = max
j=1,N

{ξj}; ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣; ξj =
|cj|(

1− j
2N

)2
cos2(γ/2)

, j = 2, N ; L �

äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, F � çíà÷åííÿ äðîáó (3.1).

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî êðóã (3.16) ¹ ìíîæèíîþ çíà÷åíü äðîáó (3.1),

òîáòî, ÿêùî cj ∈ Pj(γ), j = 1, N , òî éîãî ïiäõiäíi äðîáè Fn, n ≥ 1, íàëåæàòü

îáëàñòi (3.16). Ðîçãëÿíåìî ïiâïëîùèíó

V(γ) =
{
z ∈ C : Re

(
ze−i(γ/2)

)
≥ − 1

2N
cos(γ/2)

}
.

Íåõàé Hj(γ) = 1 + jV(γ), òîáòî

Hj(γ) =

{
z ∈ C : Re

(
ze−i(γ/2)

)
≥
(
1− j

2N

)
cos(γ/2)

}
, j = 1, N. (3.18)

Îñêiëüêè 0∈Hj(γ), j = 1, N , òî ïðè âiäîáðàæåííi sj(ω) = cj/ω ïiâïëîùèíà

Hj(γ) ïåðåõîäèòü â êðóã

B

 cje
−i(γ/2)

2
(
1− j

2N

)
cos(γ/2)

,
|cj|

2
(
1− j

2N

)
cos(γ/2)

 , 1 ≤ j ≤ N.

Âêëþ÷åííÿ cj/Hj(γ) ⊂ V(γ), j = 1, N , ðiâíîñèëüíå óìîâi

1

2N
cos(γ/2) + Re

 cje
−iγ

2
(
1− j

2N

)
cos(γ/2)

 >
|cj|

2
(
1− j

2N

)
cos(γ/2)

,

ùî åêâiâàëåíòíî óìîâàì: cj ∈ Pj(γ), j = 1, N . Iç âêëþ÷åííÿ
cj

1 + jV(γ)
⊂

V(γ), j = 1, N , âèïëèâà¹, ùî R
(N)
n ∈ HN(γ), òîáòî Fn = 1/R

(N)
n , n ≥ 1,

íàëåæàòü êðóãó (3.16).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé ÃËÄ(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

zik
1

)−1

. (3.19)

Ïîçíà÷èìî Fn(z), n ≥ 0, z = (z1, . . . , zN), éîãî n-é ïiäõiäíèé äðiá. Äîâåäåìî

çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ {Fn(z)}∞n=0. Îñêiëüêè zj ∈ Pj(γ), j =
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1, N , òî Fn(z), n ≥ 1, íàëåæàòü îáëàñòi (3.16). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {Fn(z)}∞n=0

¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ äëÿ áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ìíîæèíè P(γ), äå

P(γ) = P1(γ)× . . .× PN(γ). (3.20)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.11 [äèâ. ñòð. 21] ÃËÄ (3.1) çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî zj ∈ ∆j,

äå ∆j = {z ∈ C : |zj| ≤ min{1/(4N); lj cos(γ/2)
2}}, j = 1, N . Îòæå, çãi-

äíî ç áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà-Âiòàëi [äèâ. ñòð. 23] ïîñëi-

äîâíiñòü {Fn(z)}∞n=0 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ìíîæèíè

P(γ), çîêðåìà, â òî÷öi z = C, äå C = (c1, c2, . . . , cN).

Âñòàíîâèìî îöiíêè çíèçó äëÿ ìîäóëiâ çàëèøêiâ |R(j)
n |, n ≥ 0; j = 1, N .

Îñêiëüêè cj ∈ Pj(γ), j = 1, N , òî R
(j)
n ∈ Hj(γ), äå Hj(γ) âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç

ôîðìóëîþ (3.18). Îòæå, äëÿ n ≥ 0 ìà¹ìî

∣∣∣R(j)
n

∣∣∣ ≥ dist(0; ∂Hj) =

1−
j

2N

 cos(γ/2), j = 1, N. (3.21)

Îñêiëüêè R
(j)
n ̸= 0, n ≥ 0; j = 1, N , òî äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi

äðîáó (3.1) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.20). Ìà¹ìî

|Fn+m − Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
n

∣∣∣
∑

k1+k2+...+kN=n+1,
kj≥0

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
m+sj−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣),

äå sj = n−
N∑

l=j+1

kl, R
(j)
−1 = 1, j = 1, N .

Âðàõîâóþ÷è, ùî c1 ∈ P1(γ) ⊂ G, äå G = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π}

i îöiíêó (3.11) îòðèìàíó ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1, çàïèøåìî

|c1|k1∏k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(1)
s1−r

∣∣∣ ≤ Mξk11 , 1 ≤ k1 ≤ n+ 1, M =
|
√
1 + 4c1|

(1− ξ1)2(1 + ξ1 + ξ21)
.

Ç óìîâè òåîðåìè òà îöiíîê (3.21) âèïëèâà¹, ùî

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤
|cj|(

1− j
2N

)2
cos2(γ/2)

= ξj, j = 2, N.
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Îòæå,
kj∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤ ξ
kj
j , 1 ≤ kj ≤ n,

i

m+1∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤
(
1− j

2N

)
cos(γ/2) · ξm+1

j < ξm+1
j , kj = n+ 1.

Âðàõîâóþ÷è, ùî |R(N)
n | ≥ 1

2 cos(γ/2), n ≥ 0, îòðèìà¹ìî îöiíêó

|Fn+m−Fn| ≤
4

cos2(γ/2)

∑
k1+k2+...+kN=n+1,

kj≥0

Mξk11 ξk22 . . . ξkNN ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1,

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåðæèìî îöiíêó (3.17).

Äëÿ ðîçøèðåííÿ ìíîæèí çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1) âèêîðèñòà-

¹ìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3.2. Íåõàé l � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, òàêå ùî 0 < l < 1, i a ∈ G(l),

äå

G(l) = {z ∈ C : | arg(z + l)| < π}.

Òîäi

1) ÿêùî arg a = π, òî a ∈ P(γ) äëÿ áóäü-ÿêîãî γ, −π < γ < π;

2) ÿêùî arg a ̸= π, òî a ∈ P(γ), ÿêùî γ1 ≤ γ ≤ γ2, äå

γ1 =


arccos

(
A+B

C

)
, ÿêùî cosα ≤ 1−

2l

|a|
;

− arccos

(
A+B

C

)
, ÿêùî cosα > 1−

2l

|a|
,

γ2 = arccos

(
A−B

C

)
,

(3.22)

äå

P(γ) =
{
z ∈ C : |z| −Re(ze−iγ) ≤ 2l cos2

γ

2

}
, −π < γ < π.
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α = arg a, A = (|a| − l)(l + |a| cosα),

B = |a|| sinα|
√
2|a|l(1 + cosα), C = l2 + |a|2 + 2|a|l cosα.

Äîâåäåííÿ . Íåõàé arg a = π. Îñêiëüêè a ∈ G(l), òî |a| ≤ l. Îòæå, a ∈

P(γ), −π < γ < π.

Îïèøåìî ìíîæèíó ïàðàáîë, ÿêèì íàëåæèòü ôiêñîâàíèé åëåìåíò a =

|a|eiα. ßêùî a ∈ P(γ), òî

|a| −Re(|a|ei(α−γ)) ≤ l (1 + cos γ).

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî

(l + |a| cosα) cos γ + |a| sinα sin γ ≥ |a| − l.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ òðèãîíîìåòðè÷íó íåðiâíiñòü âiäíîñíî γ, −π < γ < π, îòðè-

ìó¹ìî

−arccos
|a| − l
√
C

+arccos
l + |a| cosα

√
C

≤ γ ≤ arccos
|a| − l
√
C

+arccos
l + |a| cosα

√
C

.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

u =
|a| − l√

l2 + |a|2 + 2l|a| cosα
, v =

l + |a| cosα√
l2 + |a|2 + 2l|a| cosα

. (3.23)

Òîäi

γ1 = arccos v− arccosu =

arccos
(
uv +

√
1− u2

√
1− v2

)
, ÿêùî v ≤ u;

− arccos
(
uv +

√
1− u2

√
1− v2

)
, ÿêùî v > u.

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî

arccos
(
uv +

√
1− u2

√
1− v2

)
=

arccos

(|a| − l)(l + |a| cosα + |a| sinα
√

2|a|l(1 + cosα))

l2 + |a|2 + 2l|a| cosα

 .
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Óìîâó v ≤ u çàïèøåìî ó âèãëÿäi cosα ≤ 1−2l/|a|. Çâiäñè îäåðæèìî çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðà γ1 â (3.22).

Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è, ùî

γ2 = arccos v + arccos u =

=

arccos
(
uv −

√
1− u2

√
1− v2

)
, ÿêùî v + u ≥ 0;

2π − arccos
(
uv −

√
1− u2

√
1− v2

)
, ÿêùî v + u < 0,

i, ùî óìîâà v + u ≥ 0 åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi |a|(1 + cosα) ≥ 0, ìà¹ìî âèðàç

äëÿ çíàõîäæåííÿ êóòà γ2 â (3.22).

Ïîêàæåìî, ùî −π < γ1 ≤ γ2 < π. Óìîâè γ1 = −π àáî γ2 = π åêâiâàëåíòíi

ñïiââiäíîøåííþ uv = −1. Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (3.23), ìà¹ìî uv ̸= −1.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f(x) = arccos x ñïàäíà íà ïðîìiæêó [0; π], òî γ1 ≤ γ2.

Íåõàé

Pk(γ) =
{
z ∈ C : |z| −Re(ze−iγ) < 2lk cos

2 γ

2

}
, k = 1, N,

� äåÿêi ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi, äå lk = 1
2N

(
1− k

2N

)
, k = 1, N , −π < γ < π.

Ïîçíà÷èìî

G1 =
∪

γ∈(−π,π)

P1(γ) = {z ∈ C : | arg(z + l1)| < π}. (3.24)

Âèçíà÷èìî âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó γ ïðè ÿêèõ c1 ∈ P1(γ), âèêîðèñòîâóþ÷è

ëåìó 3.2. Îäåðæèìî, ùî c1 ∈ P1(γ), ÿêùî l = l1 i γ ∈ [γ1
1 , γ

1
2 ], äå γ1

1 = γ1 òà

γ1
2 = γ2 i γ1, γ2 âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.22). Íåõàé c1 � äîâiëüíèé,

ôiêñîâàíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè G1.

Ïîêëàäåìî

G2 = G2(c1) =
∪

γ∈[γ1
1 ,γ

1
2 ]

P2(γ).

Âèáåðåìî i çàôiêñó¹ìî åëåìåíò c2 ∈ G2 [äèâ. ðèñ. 3.1].

Äëÿ ïîáóäîâè G3 âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìó 3.2, äå l = l2. Ìà¹ìî, ùî c2 ∈

P2(γ), ÿêùî γ ∈ [γ2
1 , γ

2
2 ], äå l = l2, γ2

1 = γ1 i γ2
2 = γ2. Ïîçíà÷èìî [Γ2

1,Γ
2
2] =
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Ðèñ. 3.1. Îáëàñòü G2 äëÿ âèáîðó åëåìåíòà c2.

[γ1
1 , γ

1
2 ]
∩
[γ2

1 , γ
2
2 ] i âèçíà÷èìî

G3 = G3(c1, c2) =
∪

γ∈[Γ2
1,Γ

2
2]

P3(γ).

Íåõàé îáëàñòiG1,G2,...,Gk−1 âèçíà÷åíi, åëåìåíòè c1,c2,...,ck−1 âèáðàíi ç âiä-

ïîâiäíèõ îáëàñòåé òà çàôiêñîâàíi.

Ïîêëàäåìî

[Γk−1
1 ,Γk−1

2 ] =
k−1∩
j=1

[γj
1, γ

j
2] (3.25)

i âèçíà÷èìî

Gk = Gk(c1, c2, ..., ck−1) =
∪

γ∈[Γk−1
1 ,Γk−1

2 ]

Pk(γ), k = 2, N. (3.26)

Âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò ck ∈ Gk. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî: cj ∈ Pj(γ), j =

1, k, ïðè óìîâi, ùî γ ∈ [Γk
1,Γ

k
2].

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé åëåìåíòè ck, k = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (3.1) íà-

ëåæàòü îáëàñòÿì Gk, òîáòî ck ∈ Gk, k = 1, N , äå Gk âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî

ç ôîðìóëàìè (3.24)-(3.26). Òîäi
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1) äðiá (3.1) çáiãà¹òüñÿ;

2) ìíîæèíîþ éîãî çíà÷åíü ¹ îá'¹äíàííÿ êðóãiâ

B1

∪
B2 (3.27)

äå Bj = B

 exp(−ΓN
j i/2)

cos(ΓN
j /2)

,
1

cos(ΓN
j /2)

, j = 1, 2; ΓN
1 , Γ

N
2 âèçíà÷àþòüñÿ

çãiäíî ñïiââiäíîøåííÿ (3.25);

3) ÿêùî |cj| < νj, j = 2, N , äå νj =
(
1− j

2N

)2
min2{cos(ΓN

1 /2); cos(Γ
N
2 /2)},

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (3.1)

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1, n ≥ 0, (3.28)

äå ξ = max
j=1,N

{ξj}; ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣; ξj =
|cj|
νj

; j = 2, N ; L � äåÿêà

äîäàòíà ñòàëà, F � çíà÷åííÿ äðîáó (3.1).

Äîâåäåííÿ. 1. Çà ïîáóäîâîþ îáëàñòi Gk, k = 1, N , òà âiäðiçêè [ΓN
1 ,Γ

N
2 ] íå

ïîðîæíi. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ∈ [ΓN
1 ,Γ

N
2 ] âèêîíóþòüñÿ óìîâè: ck ∈ Pk(γ),

k = 1, N , òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.3 äðiá (3.1) çáiæíèé.

2. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíîþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ îá'¹äíàííÿ (3.27)

[äèâ. ðèñ 3.2]. Îñêiëüêè ck ∈ Gk, òî ck ∈ Pk(γ), k = 1, N ïðè óìîâi

ΓN
1 ≤ γ ≤ ΓN

2 . Îòæå, ìíîæèíîþ çíà÷åíü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ¹∪
γ∈[ΓN

1 ,ΓN
2 ]

B (γ) .

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî γ ∈ [ΓN
1 ,Γ

N
2 ] êðóã B(γ) ⊂ B1

∪
B2.

Òî÷êà (x, y) ∈ B(γ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(x− 1)2 + (y + tg(γ/2))2 <
1

cos2(γ/2)

àáî

(x− 1)2 + y2 + 2ytg(γ/2) < 1.
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Ðèñ. 3.2. Ìíîæèíà çíà÷åíü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî (x, y) ∈ Bi(γ) òîäi

(x− 1)2 + y2 + 2ytg(Γi/2) < 1, i = 1, 2.

ßêùî (x, y) ∈ B(γ) i y ≥ 0, òî

(x− 1)2 + y2 + 2ytg(Γ1/2) ≤ (x− 1)2 + y2 + 2ytg(γ/2) < 1.

Òîìó (x, y) ∈ B1(γ). ßêùî (x, y) ∈ B(γ) i y < 0, òî

1 > (x− 1)2 + y2 + 2ytg(γ/2) ≥ (x− 1)2 + y2 + 2ytg(Γ2/2).

Òîìó (x, y) ∈ B2.

Îòæå, B(γ) ⊂ B1

∪
B2 i ìíîæèíà (3.27) ¹ ìíîæèíîþ çíà÷åíü 1-

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1).

3. Âñòàíîâèìî îöiíêè çíèçó äëÿ ìîäóëiâ çàëèøêiâ |R(j)
n |, n ≥ 0, j = 1, N ,

äðîáó (3.1). Îñêiëüêè cj ∈ Gj, j = 1, N , òî R
(j)
n ∈

∪
γ∈[ΓN

1 ;ΓN
2 ]

Hj(γ), äå

Hj(γ) =

{
z ∈ C : Re

(
ze−γi/2

)
≥
(
1− j

2N

)
cos

γ

2

}
.
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Îòæå, ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(j)
n | ≥ min

γ∈[ΓN
1 ;ΓN

2 ]
{dist(0; ∂Hj(γ))} =

(
1− j

2N

)
min

{
cos(ΓN

1 /2); cos(Γ
N
2 /2)

}
,

n ≥ 0; j = 1, N .

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïîïåðåäíié òåîðåìi, âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.20) äëÿ

îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (3.1). Âðàõîâóþ÷è, ùî

|c1|k1∏k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(1)
s1−r

∣∣∣ ≤ Mξk11 , 1 ≤ k1 ≤ n+ 1,

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤
|cj|
νj

, j = 2, N.

Âðàõîâóþ÷è, ùî |R(N)
n ||R(N)

n+m| ≥ νN , ìà¹ìî

|Fn+m − Fn| ≤
1

νN

∑
k1+k2+...+kN=n+1,

kj≥0

Mξk11 ξk22 . . . ξkNN ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1,

äå L =
M

νN
=

|
√
1 + 4c1|

(1− ξ1)2
. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåðæèìî

îöiíêó (3.28).

Äîâåäåìî çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ â iíøèõ îáëàñòÿõ, âèêîðèñòîâó-

þ÷è çâîðîòíi íåïåðåðâíi äðîáè.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé åëåìåíòè cm äðîáó (3.1) íàëåæàòü âiäïîâiäíî îáëà-

ñòÿì Gm, cm ∈ Gm, m = 1, N , äå

G1 = {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π} , (3.29)

Gj =
{
z ∈ C :

∣∣arg (z +X2
j−1/4

)∣∣ < π
}
, j = 2, N, (3.30)

i Xj � ïðèòÿãóâàëüíi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü tj(ω) = Xj−1 +

cj/ω, j = 1, N , X0 = 1. Òîäi

1) çàëèøêè ÃËÄ (3.1) çáiãàþòüñÿ, lim
n→∞

R
(m)
n = Xm i Xm ̸= 0, m = 1, N .
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2) äðiá (3.1) çáiãà¹òüñÿ i éîãî çíà÷åííÿ ðiâíå F = (XN)
−1;

3) ÿêùî R
(j)
n ̸= 0, j = 2, N , n ≥ 0, òî Xj =

j∏
k=1

xk, äå xk = 1
2(1 +√

1 + 4ck/X2
k−1), k = 1, N , X0 = 1.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, äîâåäåìî, ùî

lim
n→∞

R
(m)
n = Xm, Xm ̸= 0, m = 1, N .

Íåõàé åëåìåíò c1 íàëåæèòü îáëàñòi (3.29). Îñêiëüêè çàëèøîê R
(1)
n ðiâíèé

n-ìó ïiäõiäíîìó äðîáó 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c1|
|1

+
c1|
|1

+ . . . ,

òî lim
n→∞

R
(1)
n = X1 i X1 =

1
2(1 +

√
1 + 4c1). Î÷åâèäíî, ùî X1 ̸= 0.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî lim
n→∞

R
(m−1)
n = Xm−1 i Xm−1 ̸= 0. Çàïèøåìî m-èé çàëè-

øîê n-ãî ïîðÿäêó ó âèãëÿäi

R(m)
n = R(m−1)

n +
cm|

|R(m−1)
n−1

+ . . .+
cm|

|R(m−1)
0

.

ÇàøèøêèR(m)
n � çâîðîòíi äðîáè ãðàíè÷íî-1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó.

Éîìó âiäïîâiäà¹ äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t̂m(ω) = cm/(Xm−1 + ω). Ç

ðiâíÿííÿ

ω2 +Xm−1ω − cm = 0

çíàõîäèìî íåðóõîìi òî÷êè öüîãî âiäîáðàæåííÿ

1

2

(
−Xm−1 ±

√
X2

m−1 + 4cm

)
,
√
1 = 1.

Ïîçíà÷èìî

ω1 =
1
2

(
−Xm−1 +

√
X2

m−1 + 4cm

)
,

ω2 =
1
2

(
−Xm−1 −

√
X2

m−1 + 4cm

)
.

Äîâåäåìî, ùî t̂m(ω) ¹ ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè,

ùî ω1 ̸= ω2. Îñêiëüêè cm ∈ Gm, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∣∣∣∣−1 +
√
1 + 4cm/X2

m−1

∣∣∣∣ ̸= ∣∣∣∣−1−
√
1 + 4cm/X2

m−1

∣∣∣∣ .
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Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ Xm−1 ̸= 0, ìà¹ìî∣∣∣∣−Xm−1 +
√

X2
m−1 + 4cm

∣∣∣∣ ̸= ∣∣∣−Xm−1 −
√

Xm−1 + 4cm

∣∣∣ . (3.31)

Îòæå, ω1 ̸= ω2. Çãiäíî ç êëàñèôiêàöi¹þ òèïiâ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

íà ñòð. 15 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t̂m(ω) ¹ ëî-

êñîäðîìi÷íîãî òèïó. Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿì äî òåîðåìè 1.9 [äèâ. ñòð. 17],

îäåðæèìî

lim
n→∞

R(m)
n = −y,

äå y � âiäøòîâõóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t̂m(ω) (y = ω1

àáî y = ω2).

Óìîâà (3.31) åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi∣∣∣∣Xm−1 +
√

X2
m−1 + 4cm

∣∣∣∣ > ∣∣∣Xm−1 −
√
Xm−1 + 4cm

∣∣∣ (3.32)

àáî ∣∣∣∣Xm−1 +
√
X2

m−1 + 4cm

∣∣∣∣ < ∣∣∣Xm−1 −
√

Xm−1 + 4cm

∣∣∣ . (3.33)

Ó ïåðøîìó âèïàäêó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.8 [äèâ. ñòð. 16], âiäøòîâõóâàëüíà

òî÷êà y äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ t̂m(ω) ðiâíà ω2, áî íåðiâíiñòü (3.32)

åêâiâàëåíòíà |ω1 +Xm−1| > |ω2 +Xm−1|. Îòæå,

y =
1

2

(
−Xm−1 −

√
X2

m−1 + 4cm

)
= ω2.

Àíàëîãi÷íî, ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi (3.33) ìà¹ìî

y =
1

2

(
−Xm−1 +

√
X2

m−1 + 4cm

)
= ω1.

Ïîêàæåìî, ùî y = −Xm i Xm ̸= 0, Xm � ïðèòÿãóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-

ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ tm(ω) = Xm−1 + cm/ω. Íåðóõîìi òî÷êè äðîáîâî-

ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ tm(ω) ðiâíi

z1 =
1

2

(
Xm−1 +

√
X2

m−1 + 4cm

)
, z2 =

1

2

(
Xm−1 −

√
X2

m−1 + 4cm

)
.
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Î÷åâèäíî, ùî tm(ω) � ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. Ç òåîðåìè 1.8 ïðè c = 1, d = 0

ìà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.32), ùî åêâiâàëåíòíî, ùî |z1| > |z2|. Îòæå,

Xm = z1 = −y. ßêùî æ |z2| > |z1|, òî àíàëîãi÷íî Xm = z2 = −y.

lim
n→∞

R(m)
n = Xm,

Äîâåäåìî, ùî Xm ̸= 0. Îñêiëüêè Re
√

1 + 4cm/X2
m−1 > 0,

Re
√

1 + 4cm/X2
m−1 ̸= 1 i Xm−1 ̸= 0, òî Xm ̸= 0.

2. Âðàõîâóþ÷è, ùî Fn = R
(N)
n , ìà¹ìî F = (XN)

−1.

Ó ïóíêòi 1 âàæêî çàïèñàòè ÿâíèé âèãëÿä íåðóõîìî¨ òî÷êè XN , áî ¹

ïåâíi òðóäíîùi â iäåíòèôiêàöi¨ âiäøòîâõóâàëüíèõ òà ïðèòÿãóâàëüíèõ òî÷îê

äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü tm(ω), m = 2, N . Ó ïóíêòi 3 ïðè âèêîíàííi

äîäàòêîâèõ óìîâ âêàçàíî ðåêóðåíòíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ XN .

3. Ïîêàæåìî, ùî R
(1)
n ̸= 0, n ≥ 1. Îñêiëüêè c1 ∈ G1 i G1 =

∪
γ∈(−π;π)

P(γ),

P(γ) =

{
z ∈ C : |z| −Re

(
ze−iγ

)
≤ 1

2
cos2(γ/2)

}
,

òî iñíó¹ òàêå γ, γ ∈ (−π, π), ùî c1 ∈ P(γ). Îñêiëüêè åëåìåíòè äðîáó (3.9)

íàëåæàòü ïàðàáîëi P(γ), òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.4 [äèâ. ñòð. 13], îáëàñòþ

çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ ïiâïëîùèíà

H(γ) =

{
z ∈ C : Re

(
ze−iγ/2

)
≥ 1

2
cos(γ/2)

}
.

Iç óìîâ R
(1)
n ∈ H(γ) i dist(0; ∂H) = 1

2 cos(γ/2) > 0 âèïëèâà¹, ùî R
(1)
n ̸= 0,

n ≥ 1.

Íåõàé R
(j)
n ̸= 0, j = 2, N , n ≥ 0. Ïîêàæåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

ïî m, ùî lim
n→∞

R
(m)
n = Xm i Xm ̸= 0, äå Xm =

∏m
j=1 xj, m = 1, N . Çãiäíî ç

ëåìîþ 2.1, ìà¹ìî R
(m)
n = R

(m−1)
n h

(m)
n , n ≥ 0, äå

h(m)
n = 1 +

cm/R
(m−1)
n R

(m−1)
n−1 |

|1
+ . . .+

cm/R
(m−1)
1 R

(m−1)
0 |

1
.

Ïðè m = 1 ìà¹ìî: lim
n→∞

R
(1)
n = X1, X1 =

1
2(1 +

√
1 + 4c1).
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Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî s, 2 ≤ s ≤ m − 1, ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

lim
n→∞

R(s)
n = Xs, Xs ̸= 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, îäåðæèìî

lim
n→∞

cm

R
(m−1)
n R

(m−1)
n−1

=
cm

X2
m−1

.

Ðîçãëÿíåìî çâîðîòíi äðîáè h
(m)
n , n ≥ 1. Îáëàñòü Gm ïðè âiäîáðàæåííÿ

w = z/X2
m−1 ïåðåõîäèòü â îáëàñòü {w ∈ C : |arg (w + 1/4)| < π}. Îñêiëü-

êè cm/X
2
m−1 ∈ G1, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.10 [äèâ. ñòð. 18] îäåðæó¹ìî,

ùî ïîñëiäîâíiñòü çâîðîòíèõ äðîáiâ {h(m)
n }∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ 1

2(1 +√
1 + 4cm/X2

m−1), òîáòî lim
n→∞

h
(m)
n = xm. Áiëüøå òîãî, xm ̸= 0.

Îòæå, lim
n→∞

R
(m)
n = lim

n→∞

∏m
j=1 h

(j)
n =

∏m
j=1 xj = Xm i Xm ̸= 0.

3.3. Êóòîâi ìíîæèíè çáiæíîñòi

Äîñëiäèìî çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1) ó êóòîâèõ îáëàñòÿõ. Ïî-

êàæåìî, ùî äëÿ éîãî çàëèøêiâ ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|R(m)
n |2 = 1 + 2

m∑
k=1

Re
ck

R
(k)
n−1

+

+ 2
m∑

j,k=1;
k<j

Re
ck

R
(k)
n−1

Re
cj

R
(j)
n−1

+ Im
ck

R
(k)
n−1

Im
cj

R
(j)
n−1

+
m∑
k=1

|ck|2

|R(k)
n−1|2

, (3.34)

äå n ≥ 1, m = 1, N . Íåõàé R
(m)
n = u

(m)
n + iv

(m)
n , m = 1, N ; n ≥ 0. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è âèçíà÷åííÿ çàëèøêiâ, ìà¹ìî

R(m)
n = 1 +

m∑
k=1

ck

R
(k)
n−1

= 1 +
m∑
k=1

ck

(
u
(k)
n−1 − iv

(k)
n−1

)
|R(k)

n−1|2

= 1 +
m∑
k=1

|ck| (cosαk + i sinαk)
(
u
(k)
n−1 − iv

(k)
n−1

)
|R(k)

n−1|2
,



80

äå αm = arg cm, m = 1, N . Çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí

çàëèøêó R
(m)
n

u(m)
n = 1 +

m∑
k=1

|ck|
(
u
(k)
n−1 cosαk + v

(k)
n−1 sinαk

)
|R(k)

n−1|2
,

v(m)
n =

m∑
k=1

|ck|
(
u
(k)
n−1 sinαk − v

(k)
n−1 cosαk

)
|R(k)

n−1|2
.

Îòæå,

|R(m)
n |2 =

(
u(m)
n

)2
+
(
v(m)
n

)2
= 1 + 2

m∑
k=1

|ck|
(
u
(k)
n−1 cosαk + v

(k)
n−1 sinαk

)
|R(k)

n−1|2
+

+
m∑
k=1

|ck|2
(
u
(k)
n−1 cosαk + v

(k)
n−1 sinαk

)2
|R(k)

n−1|4
+

+ 2
m∑

j,k=1;
k<j

|ck||cj|
(
u
(k)
n−1 cosαk + v

(k)
n−1 sinαk

)(
u
(j)
n−1 cosαj + v

(j)
n−1 sinαj

)
|R(j)

n−1|2|R
(k)
n−1|2

+

+
m∑
k=1

|ck|2
(
u
(k)
n−1 sinαk − v

(k)
n−1 cosαk

)2
|R(k)

n−1|4
+

+ 2
m∑

j,k=1;
k<j

|ck||cj|
(
u
(k)
n−1 sinαk − v

(k)
n−1 cosαk

)(
u
(j)
n−1 sinαj − v

(j)
n−1 cosαj

)
|R(j)

n−1|2|R
(k)
n−1|2

.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

|R(m)
n |2 = 1 + 2

m∑
k=1

Re
ck

R
(k)
n−1

+
m∑
k=1

|ck|2

|R(k)
n−1|4

(
u
(k)2
n−1 cos

2 αk + 2u
(k)
n−1v

(k)
n−1 cosαk sinαk + v

(k)2
n−1 sin

2 αk

+ u
(k)2
n−1 sin

2 αk − 2u
(k)
n−1v

(k)
n−1 cosαk sinαk + v

(k)2
n−1 cos

2 αk

)

+ 2
m∑

j,k=1;
k<j

Re
ck

R
(k)
n−1

Re
cj

R
(j)
n−1

+ Im
ck

R
(k)
n−1

Im
cj

R
(j)
n−1

 ,
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ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî ôîðìóëó (3.34).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó äîâåäåííÿ ôîðìóë äëÿ äiéñíèõ òà óÿâíèõ ÷àñòèí

çàëèøêiâ ÃËÄ (2.1), çàïðîïîíîâàíó â ðîáîòi [1], âñòàíîâèìî àíàëîãi÷íi ôîð-

ìóëè äëÿ äiéñíèõ òà óÿâíèõ ÷àñòèí 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1).

Ëåìà 3.3. Äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè
cm

R
(m)
n

, m = 1, N , n ≥ 0, 1-

ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1) ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Re
cm

R
(m)
n

=
Recm

|R(m)
n |2

+
m∑

in=1

Recmcin

|R(m)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

in∑
in−1=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Recm
∏r

k=0 c̃in−k

|R(m)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

(3.35)

Im
cm

R
(m)
n

=
Imcm

|R(m)
n |2

+
m∑

in=1

Imcmcin

|R(m)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

in∑
in−1=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Imcm
∏r

k=0 c̃in−k

|R(m)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

,

(3.36)

äå m = 1, N , n ≥ 1 i

c̃ik =

cik, ÿêùî k = n− 1, n− 3, ... ;

cik, ÿêùî k = n, n− 2, ....

Äîâåäåííÿ . Ôîðìóëè (3.35)-(3.36) äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-

êöi¨ ïî n. Ïðè n = 1, âðàõîâóþ÷è, ùî R
(m)
1 = 1 +

∑m
j=1 cj, ìà¹ìî

Re
cm

R
(m)
1

=
Recm

|R(m)
1 |2

+
m∑
j=1

Recmcj

|R(m)
1 |2

i Im
cm

R
(m)
1

=
Imcm

|R(m)
1 |2

+
m∑
j=1

Imcmcj

|R(m)
1 |2

.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.35)-

(3.36). Òîäi, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ i òå, ùî

cm

R
(m)
n+1

=
Recmu

(m)
n+1 + Imcmv

(m)
n+1

|R(m)
n+1|2

+ i
Imcmu

(m)
n+1 −Recmv

(m)
n+1

|R(m)
n+1|2

,
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ìà¹ìî

Re
cm

R
(m)
n+1

=
Recm

|R(m)
n+1|2

1 +
m∑

in+1=1

Re
cin+1

R
(in+1)
n

+
Imcm

|R(m)
n+1|2

 m∑
in+1=1

Im
cin+1

R
(in+1)
n

 =

=
Recm

|R(m)
n+1|2

+
Recm

|R(m)
n+1|2

m∑
in+1=1

[
Recin+1

|R(in+1)
n |2

+

in+1∑
in=1

Recin+1
cin

|R(in+1)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Recin+1

∏r
k=0 c̃in−k

|R(in+1)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

]
+

+
Imcm

|R(m)
n+1|2

m∑
in+1=1

[
Imcin+1

|R(in+1)
n |2

+

in+1∑
in=1

Imcin+1
cin

|R(in+1)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Imcin+1

∏r
k=0 c̃in−k

|R(in+1)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

]
=

=
Recm

|R(m)
n+1|2

+
m∑

in+1=1

RecmRecin+1
+ ImcmImcin+1

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2

+

+
m∑

in+1=1

in+1∑
in=1

RecmRecin+1
cin + ImcmImcin+1

cin

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

RecmRecin+1

∏n
k=0 c̃in−k

+ ImcmImcin+1

∏r
k=0 c̃in−k

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

=

=
Recm

|R(m)
n+1|2

+
m∑

in+1=1

Recmcin+1

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2

+

+
n∑

r=1

m∑
in+1=1

. . .

in−r+2∑
in+1−r=1

Recmcin+1

∏r
k=1 c̃in+1−k

|R(m)
n+1|2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n+1−r |2

.
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Àíàëîãi÷íî, äëÿ óÿâíî¨ ÷àñòèíè îäåðæèìî

Im
cm

R
(m)
n+1

=
Imcm

|R(m)
n+1|2

1 +
m∑

in+1=1

Re
cin+1

R
(in+1)
n

−
Recm

|R(m)
n+1|2

 m∑
in+1=1

Im
cin+1

R
(in+1)
n

 =

=
Imcm

|R(m)
n+1|2

+
Imcm

|R(m)
n+1|2

in∑
in+1=1

[
Recin+1

|R(in+1)
n |2

+

in+1∑
in=1

Recin+1
cin

|R(in+1)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Recin+1

∏r
k=0 c̃in−k

|R(in+1)
n |2

∏n
r=0 |R

(in−r+1)
n−r |2

]
−

−
Recm

|R(m)
n+1|2

m∑
in+1=1

[
Imcin+1

|R(in+1)
n |2

+

in+1∑
in=1

Imcin+1
cin

|R(in+1)
n |2|Rn−1(in)|2

+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

Imcin
∏r

k=0 c̃in−k∏n
r=0 |R

(ik+r+1)
n−r |2

]
=

=
Imcm

|R(m)
n+1|2

+
m∑

in+1=1

ImcmRecin+1
−RecmImcin+1

|R(m)
n+1|2|R

(ik+1)
n |2

+

+
m∑

in+1=1

in+1∑
in=1

ImcmRecin+1
cin −RecmImcin+1

cin

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2|R(in)

n−1|2
+ . . .+

+
n−1∑
r=1

m∑
in=1

. . .

in−r+1∑
in−r=1

ImcmRecin+1

∏r
k=0 c̃in−k

−RecmImcin+1

∏n
k=0 c̃in−k∏n

r=0 |R
(in+1−r)
n−r |2

=
Imcm

|R(m)
n+1|2

+
m∑

in+1=1

Imcmcin+1

|R(m)
n+1|2|R

(in+1)
n |2

+

+
n∑

r=1

m∑
in+1=1

. . .

in−r+2∑
in+1−r=1

Imcmcin+1

∏r
k=1 c̃in+1−k

|R(m)
n+1|2

∏n+1
r=0 |R

(in+1−r)
n+1−r |2

.

Öå åêâiâàëåíòíî ôîðìóëàì (3.35)-(3.36), ÿêùî çàìiñòü n âçÿòè n+ 1.

Íàñëiäîê 3.1. Âðàõîâóþ÷è òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó çàïèñó ÷èñåë cm, m =
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1, N , ôîðìóëè (3.35)-(3.36) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

Re
cm

R
(m)
n

=
|cm| cosαm

|R(m)
n |2

+
m∑

in=1

|cm||cin| cos(αm − αin)

|R(m)
n |2|R(in)

n−1|2
+

+ . . .+
m∑

in=1

in∑
in−1=1

. . .

i2∑
i1=1

|cm|
∏n

r=1 |cir | cos(αm +
∑r

j=1(−1)jαin+1−j
)

|R(m)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

,

(3.37)

Im
cm

R
(m)
n

=
|cm| sinαm

|R(m)
n |2

+
m∑

in=1

|cm||cin| sin(αm − αin)

|R(m)
n |2|R(in)

n−1|2
+

+ . . .+
m∑

in=1

in∑
in−1=1

. . .

i2∑
i1=1

|cm|
∏n

r=1 |cir | sin(αm +
∑r

j=1(−1)jαin+1−j
)

|R(m)
n |2

∏n
r=1 |R

(in+1−r)
n−r |2

.

(3.38)

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , N > 1, 1-ïåðiîäè÷íîãî

ÃËÄ (3.1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

0 ≤ arg c1 ≤ arg c2 ≤ . . . ≤ arg cN ≤ π/2 (3.39)

àáî

−π/2 ≤ arg cN ≤ arg cN−1 ≤ . . . ≤ arg c1 ≤ 0. (3.40)

Òîäi äðiá (3.1) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|Fn+1 − Fn| ≤ C

(
N − 1

N + n− 1

)
ξn, n ≥ 1, (3.41)

äå ξ =
C

√
1 + C2

, C = max
j=1,N

{|cj|}.
Êóòîâi îáëàñòi çáiæíîñòi äðîáó (3.1) çîáðàæåíi íà ðèñ. 3.3.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (3.1)

âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.20). Ìà¹ìî:

|Fn+1 − Fn| ≤
1

|R(N)
n+1| · |R

(N)
n |

∑
k1+k2+...+kn=n+1,

kj≥0

N∏
j=1

kj∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj+1−r||R

(j)
sj−r|

=

≤
1

|R(N)
n+1| · |R

(N)
n |

∑
k1+k2+...+kn=n+1,

kj≥0

N∏
j=1

kj∏
r=1

ω
(j)
sj−r
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Ðèñ. 3.3. Êóòîâi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ.

äå sj = n−
∑N

l=j+1 kl, R
(j)
−1 = 1, ω(j)

m =
|cj|/|R(j)

m |

|R(j)
m+1|

, j = 1, N ; 1 ≤ m ≤ n− 1.

Äîâåäåìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ (3.39), ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

Re
cq

R
(q)
n

≥ 0 i Im
cq

R
(q)
n

≥ 0, q = 1, N ; n ≥ 0. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè,

ùî 0 ≤ αm+
∑r

j=1(−1)jαin+1−j
≤ π/2. Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (2.2) ìíîæèíè

iíäåêñiâ I, ìà¹ìî

1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ in+1−r ≤ in+2−r ≤ . . . ≤ in ≤ m ≤ N.

Ç óìîâè (3.39) âèïëèâà¹, ùî

0 ≤ αi1 ≤ . . . ≤ αin+1−r
≤ . . . ≤ αin ≤ αm ≤ π/2.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè

αm − αin + αin−1
+ . . .+ (−1)rαin+1−r

≤ αm − (αin − αin−1
)− . . . ≤ π/2.

αm − αin + αin−1
+ . . .+ (−1)rαin+1−r

≥ (αm − αin) + (αin−1
− αin−2

) + . . . ≥ 0.
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Îòæå, 0 ≤ αm +
∑r

j=1(−1)jαin+1−j
≤ π/2. Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.37)-(3.38)

ìà¹ìî: Re
cq

R
(q)
n

≥ 0 òà Im
cq

R
(q)
n

≥ 0, n ≥ 0; q = 1, N .

Àíàëîãi÷íî ç óìîâ (3.40) âèïëèâà¹, ùî −π/2 ≤ αm ≤ αik ≤ αik+1
≤ . . . ≤

αik+n
≤ 0. Çâiäêè

−π/2 ≤ αm ≤ αin ≤ αin−1
≤ . . . ≤ αin+1−r

≤ . . . ≤ αi1 ≤ 0.

Îòæå, −π/2 ≤ αm +
∑r

j=1(−1)jαin+1−j
≤ 0. Ç ôîðìóë (3.37)-(3.38) âèïëèâà¹,

ùî Re
cq

R
(q)
m

≥ 0 i Im
cq

R
(q)
m

≤ 0, m ≥ 0; q = 1, N .

Îñêiëüêè ReR(q)
m = 1 +

∑q
j=1Re

cj

R
(j)
m−1

≥ 1, q = 1, N ; m ≥ 0, òî ñïðàâäæó-

þòüñÿ îöiíêè:
|cq|

|R(q)
m |

≤
|cq|

ReR(q)
m

≤ C. Âðàõîâóþ÷è, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ

ôóíêöiÿ f(x) = x/
√
1 + x2, 0 < x ≤ C, íàáóâà¹ ïðè x = C, ìà¹ìî íàñòóïíó

îöiíêó

ω(q)
m =

|cq|/|R(q)
m |

|R(q)
m+1|

≤
|cq|/|R(q)

m |√
1 + |cq|2/|R(q)

m |2
≤

C
√
1 + C2

= ξ, 1 ≤ m ≤ n− 1.

Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî |R(N)
n | ≥ ReR(N)

n ≥ 1, îòðèìà¹ìî îöiíêó (3.41).

Óìîâè (3.39) ñïiâïàäàþòü ç óìîâàìè â òâåðäæåííi 7 [2] äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî

äðîáó (3.1). Óìîâè (3.40) ðîçøèðþþòü îáëàñòü çáiæíîñòi äëÿ öüîãî äðîáó.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (3.1) çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè: αj = α, j = 1, N , −π/2 ≤ α ≤ π/2, òîäi öåé äðiá

çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi (3.41).
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3.4. Çáiæíiñòü (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

Ðîçãëÿíåìî p-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðíèé äðiá, p ∈ N

1 +
∞
D
k=1

ak
1
, äå apn+s = as, n ≥ 0; 1 ≤ s ≤ p. (3.42)

Íåõàé fn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá (3.42) òà f
(s)
n � n-èé çàëèøîê s-ãî ïîðÿäêó

öüîãî äðîáó

f (s)
n = 1 +

n+s−1

D
k=s

ak
1

= 1 +
as|
|1

+ . . .+
as+n−1|

|1
, n ≥ 0; s ≥ 1.

Î÷åâèäíî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

f (s)
n = 1 +

as

f
(s+1)
n−1

, f (1)
n = fn,

f (rp+s)
n = f (s)

n , r ≥ 0; f (p)
n = 1 +

ap

f
(1)
n−1

, n ≥ 1.

(3.43)

Ðîçãëÿíåìî 2-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá

1 +
a|
|1

+
b|
|1
+

a|
|1

+
b|
|1
+ . . . . (3.44)

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, fn� éîãî n-èé ïiäõiäíèé äðiá, f (j)
n � n-èé çàëèøîê j-ãî

ïîðÿäêó, j = 1, 2. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî 1+a+b ̸= 0, çàïèøåìî ïàðíó òà íåïàðíó

÷àñòèíè äðîáó (3.44) äèâ. ñòð. 11. Ïàðíà òà íåïàðíà ÷àñòèíè âiäïîâiäíî ìàþòü

âèãëÿä [111,125]

1 + a/

(
1 + b+

∞
D
k=2

ck
dk

)
, 1 + a+

∞
D
k=1

ck

dk
,

äå ck = −ab, dk = 1 + a+ b.

Ïîçíà÷èìî Pν, Qν � ν-ïiäõiäíèé äðiá, ν-èé ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê 1-

ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
− ab/(1 + a+ b)2|

|1
+

− ab/(1 + a+ b)2|
|1

+ . . . . (3.45)
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Íåõàé λ = 1 + a + b. Òîäi äëÿ çàëèøêiâ 1-ãî òà 2-ãî ïîðÿäêiâ äðîáó (3.44)

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

f
(1)
2ν = 1 +

a

−a+ λ
Pν−1

Qν−1

=
λPν−1

−aQν−1 + λPν−1
, ν > 0,

f
(1)
2ν+1 = −b+ λ

Pν

Qν
=

− bQν + λPν

Qν
, ν ≥ 0.

(3.46)

Àíàëîãi÷íî

f
(2)
2ν = 1 +

b

−b+ λ
Pν−1

Qν−1

=
λPν−1

−bQν−1 + λPν−1
, ν > 0,

f
(2)
2ν+1 = −a+ λ

Pν

Qν
=

− aQν + λPν

Qν
, ν ≥ 0.

(3.47)

Ëåìà 3.4. Íåõàé åëåìåíòè 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (3.44) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó: −ab/λ2∈Ω, äå λ = 1 + a + b, λ ̸= 0, i Ω = {z ∈ C :

|arg(z + 1/4)| < π}. Òîäi

1) äðiá (3.44) çáiãà¹òüñÿ i lim
n→∞

fn = x, äå x = 1
2(1+ a− b+λ

√
1− 4ab/λ2);

2) êðiì öüîãî, ÿêùî äëÿ çàëèøêiâ âèêîíóþòüñÿ óìîâè: f
(1)
2k−1 ̸= 0 i

|f (2)
2k−1| ≥ ε > 0 ïðè äåÿêîì äîäàòíîìó ε i äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó

k, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|fn − x| ≤ Cq[(n+1)/2], n ≥ 0, (3.48)

äå q =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1− 4ab/λ2

1 +
√

1− 4ab/λ2

∣∣∣∣∣∣ < 1, C � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé c = −ab/λ2 i gn� n-èé ïiäõiäíèé äðiá (3.45). Îñêiëü-

êè c ∈ Ω, òî çãiäíî ç [104, 109] 1-ïåðiîäè÷íèé äðiá (3.45) çáiãà¹òüñÿ i âèêî-
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íóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

Pk =
x̃k+2 − ỹk+2

x̃− ỹ
, Qk =

x̃k+1 − ỹk+1

x̃− ỹ
, k ≥ 0;

x̃ = 1
2(1 +

√
1− 4ab/λ2), ỹ = 1

2(1−
√
1− 4ab/λ2), |x̃| > |ỹ|;

lim
n→∞

gn = lim
n→∞

Pn

Qn
= x̃.

(3.49)

Îñêiëüêè λ ̸= 0, òî äëÿ íåïàðíî¨ òà ïàðíî¨ ÷àñòèí 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíî-

ãî äðîáó ìà¹ìî: lim
ν→∞

f2ν+1 = lim
ν→∞

f
(1)
2ν+1 = −b+λx̃ = x òà lim

ν→∞
f2ν = lim

ν→∞
f
(1)
2ν =

1 + a/(−a + λx̃) = x. Îòæå, 2-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá çáiãà¹òüñÿ i

lim
ν→∞

fν = x.

2. ßêùî c ∈ Ω, òî gn ̸= 0 i Pn ̸= 0, n > 0. Îòæå, f (j)
2n ̸= 0, n ≥ 1; j = 1, 2.

Iç ôîðìóëè (2.18) ïðè n > 0, m > 0 äëÿ 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

îäåðæèìî îöiíêó

|fn+2m − fn| =
|a|k1|b|k2∏n+1

j=1

(
|f (j+1)

n+2m−j||f
(j+1)
n+2m−j|

) =

=
|a|k1|b|k2∏k1

q=1

(
|f (2)

n+2m−2q+1||f
(2)
n−2q+1|

)∏k2
q=1

(
|f (1)

n+2m−2q||f
(1)
n−2q|

),
äå k1 = k2 = (n+ 1)/2, ÿêùî n+ 1 � ïàðíå, àáî k1 = n/2 + 1, k2 = n/2, ÿêùî

n+ 1 � íåïàðíå; f (j)
−1 = 1, j = 1, 2.

Äëÿ îöiíîê äîáóòêiâ çàëèøêiâ äðîáó â çíàìåííèêó ðîçãëÿíåìî 2 âèïàäêè

â çàëåæíîñòi ïàðíîñòi ÷è íåïàðíîñòi iíäåêñó n.

Íåõàé n = 2r + 1, òîäi n+ 2m = 2k + 1, äå k = r +m, r ≥ 0, m > 0, i

|f2k+1 − f2r+1| =
|a|r+1|b|r+1∏r+1

q=1

(
|f (2)

2k−2q+2||f
(1)
2k−2q+1||f

(2)
2r+1−2q+1||f

(1)
2r+1−2q|

).
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Âðàõîâóþ÷è, ùî Qm = Pm−1, m = 1, k − 1, îöiíèìî äîáóòêè

r+1∏
q=1

∣∣∣f (2)
2(k−q+1) · f

(1)
2(k−q)+1

∣∣∣ = |f (2)
2k f

(1)
2(k−1)+1 . . . f

(2)
2(k−r)f

(1)
2(k−r−1)+1|

=

∣∣∣∣∣∣
λPk−1

−bQk−1 + λPk−1

− bQk−1 + λPk−1

Qk−1
. . .

− bQk−r−1 + λPk−r−1

Qk−r−1

∣∣∣∣∣∣ =
= |λ|r+1

∣∣∣∣∣∣
Pk−1

Qk−r−1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |λ|r+1|x̃|r+1
1− |ỹ/x̃|k+1

1 + |ỹ/x̃|k−r
≥ |λ|r+1|x̃|r+1

(1− q)

(1 + q)
.

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî

r+1∏
q=1

∣∣∣f (2)
2(r−q+1) · f

(1)
2(r−q)+1

∣∣∣ = ∣∣∣f (2)
2r f

(1)
2(r−1)+1 . . . f

(2)
0 f

(1)
−1

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
λPr−1

−bQr−1 + λPr−1

− bQr−1 + λPr−1

Qr−1
. . .

− bQ0 + λP0

Q0
· 1 · 1

∣∣∣∣∣∣ =
= |λ|r |Pr−1| ≥ |λ|r|x̃|r

1− |ỹ/x̃|r+1

1 + |ỹ/x̃|
≥ |λ|r|x̃|r

1− q

1 + q
.

Îñêiëüêè |x̃||ỹ| = |ab/λ2|, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|f2k+1 − f2r+1| ≤
|ab/λ2|r+1|λ|(1 + q)2

|x̃|2r(1− q)2
=

|ỹ|r+1|x̃|r+1||x̃|2λ|(1 + q)2

|x̃|2r+1(1− q)2
≤ C

∣∣∣∣∣∣
ỹ

x̃

∣∣∣∣∣∣
r+1

,

äå C =
|x̃|2|λ|(1 + q)2

(1− q)2
.

Íåõàé n = 2r, r ≥ 1, i n+ 2m = 2k. Òîäi k1 = r + 1, k2 = r i

|f2k − f2r| ≤
|a|r+1|b|r∏r

q=1

(
|f (2)

2k−2q+1||f
(1)
2k−2q||f

(2)
2r−2q+1||f

(1)
2r−2q|

)
|f (2)

2(k−r)−1|
.
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Îöiíèìî çíèçó äîáóòêè(
r∏

q=1

∣∣∣f (2)
2(k−q)+1f

(1)
2(k−q)

∣∣∣) |f (2)
2(k−r)−1| =

∣∣∣f (2)
2(k−1)+1f

(1)
2(k−1) . . . |f

(2)
2(k−r−1)+1

∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
− aQk−1 + λPk−1

Qk−1

λPk−2

−aQk−2 + λPk−2
. . .

− aQk−r−1 + λPk−r−1

Qk−r−1

∣∣∣∣∣∣ =
= |λ|r

∣∣∣∣∣∣
− aQk−1 + λPk−1

Qk−r−1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |λ|r|x̃|rε
1− |ỹ/x̃|k

1 + |ỹ/x̃|k−r

≥ |λ|r|x̃|rε
1− q2

(1 + q)
= |λ|r|x̃|rε(1− q),

r∏
q=1

∣∣∣f (2)
2(r−q)+1 · f

(1)
2(r−q)

∣∣∣ = ∣∣∣f (2)
2(r−1)+1f

(1)
2(r−1) . . . f

(2)
1 f

(1)
0

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
− aQr−1 + λPr−1

Qr−1

λPr−2

−aQr−2 + λPr−2
. . .

− aQ0 + λP0

Q0

∣∣∣∣∣∣
= |λ|r−1 |−aQr−1 + λPr−1|

≥ |λ|r−1|x̃|r−1ε
1− |ỹ/x̃|r

1 + |ỹ/x̃|
≥ |λ|r−1|x|r−1

ε(1− q)

1 + q
.

Îòæå, ìà¹ìî

|f2k − f2r| ≤
|a|r+1|b|r(1 + q)

|λ|2r−1|x̃|2r−1(1− q)2ε2
≤ C

∣∣∣∣∣∣
ỹ

x̃

∣∣∣∣∣∣
r

Íåõàé m → ∞, òîäi lim
m→∞

fn+2m = x i ìà¹ìî îöiíêó (3.48).

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé åëåìåíòè (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

(3.50)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: λ := 1 + c1,1 + c1,2, λ ̸= 0, i

−c1,1c1,2/λ
2 ∈ Ω1, cj,1 ∈ Ωj, j = 2, N,
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äå Ω1 = {z ∈ C : | arg(z+1/4)| < π}, Ωj = {z ∈ C : | arg(z+X2
j−1/4)| < π},

Xj � ïðèòÿãóâàëüíi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü tj(ω) = Xj−1 +

cj,1/ω, j = 2, N ; X1 =
1
2

(
λ− 2c1,2 + λS

)
, S =

√
1− 4c1,1c1,2/λ2,

√
1 = 1.

Òîäi

1) äðiá (3.50) çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ F , ïðè÷îìó F = XN ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

N + n− 1

)(√ρ1)
n+1 − ρn+1

ρ1/ρ−
√
ρ1

, n ≥ 3, (3.51)

ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ùå òàêi äîäàòêîâi óìîâè:

à) iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi γj òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ≥ 0 ñïðàâ-

äæóþòüñÿ íåðiâíîñòi:
∣∣∣R(1,j)

2k+1

∣∣∣ ≥ γj, j = 1, 2;

á) A := inf
k≥1

∣∣∣∣∣∣
− c1,2 + λgk

−c1,1 + λgk−1

∣∣∣∣∣∣ > 0 i B := inf
k≥1

∣∣∣∣∣∣
− c1,2 + λgk−1

−c1,1 + λgk−1

∣∣∣∣∣∣ > 0, äå

gk � k-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (3.45),

k ≥ 0, ó ÿêîãî a = c1,1, b = c1,2;

â) åëåìåíòè äðîáó (3.50) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|cj,1| <
1

4

j−1∏
k=1

rk, j = 2, N,

äå rk = (1 + dk)
2/4, dk =

√
1− 4|ck,1|/

∏k−1
m=1 rm, k = 2, N ,

ρ1 =

∣∣∣∣∣∣
1− S

1 + S

∣∣∣∣∣∣, ρ = max
k=2,N

 1

(1 + dk)2

,

r1 =
1
2 |λ|(|1 + S| − |1− S|)min{A,B}, L � äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. 1. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q äîâåäåìî, ùî ïîñëi-

äîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N , çáiãàþòüñÿ, áiëüøå òîãî, lim

n→∞
R

(q,1)
n =

Xq, Xq ̸= 0, äå Xq � ïðèòÿãóâàëüíi òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü

tq(ω) = Xq−1 + cq,1/ω, q = 2, N , X1 � ïðèòÿãóâàëüíà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ

t1(ω) = 1 +
c1,1

1 +
c1,2

ω

.
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Íåõàé q = 1. Çàëèøîê R
(1,1)
n ¹ n-èì ïiäõiäíèì äðîáîì 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïå-

ðåðâíîãî äðîáó

1 +
c1,1|
|1

+
c1,2|
|1

+
c1,1|
|1

+
c1,2|
|1

+ . . . . (3.52)

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {R(1,1)
n }∞n=1 âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.4, áiëüøå òîãî

lim
n→∞

R
(1,1)
n = X1, äå X1 � ïðèòÿãóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåí-

íÿ t1(ω) òà

X1 =
1
2

(
λ− 2c1,2 + λS

)
. (3.53)

Îñêiëüêè, ω = 0 íå ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

t1(ω), òî X1 ̸= 0 .

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k > 1 ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

R(s,1)
n = Xs, Xs ̸= 0, 2 ≤ s ≤ k.

Ïðè q = k + 1 çàëèøêè R
(k+1,1)
n çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(k+1,1)
n = R(k,1)

n +
ck+1,1|

|R(k,1)
n−1

+ . . .+
ck+1,1|

|R(k,1)
0

.

Çàëèøîê R
(k+1,1)
n ¹ çâîðîòíèì íåïåðåðâíèì äðîáîì ãðàíè÷íî-1-ïåðiîäè÷íîãî

íåïåðåðâíîãî äðîáó
∞
D
j=0

(ck+1,1/R
(k,1)
j ), ó ÿêîãî lim

n→∞
R

(k,1)
n = Xk i Xk ̸= 0, çãiäíî

ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨. Öüîìó äðîáó âiäïîâiäà¹ äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæå-

ííÿ t̂k+1(ω) = ck+1,1/(Xk + ω). Àíàëîãi÷íî, ÿê ó òåîðåìi 3.5, ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî ç óìîâè ck+1,1 ∈ Ωk+1 âèïëèâà¹, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t̂k+1(ω)

� ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. Iç çàóâàæåííÿ äî òåîðåìè 1.9 [äèâ. ñòð. 17] âèïëèâà¹,

ùî lim
n→∞

R
(k+1,1)
n = −yk+1, äå yk+1 ¹ âiäøòîâõóâàëüíà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî

âiäîáðàæåííÿ t̂k+1(ω). Áiëüøå òîãî, yk+1 = −Xk+1, äå Xk+1 � ïðèòÿãóâàëü-

íà òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ tk+1(ω) = Xk + ck+1,1/ω. Ç óìîâè

ck+1,1 ∈ Ωk+1 âèïëèâà¹, ùî Re
√
1 + 4ck+1,1/X2

k > 0. ßêùî æ ck+1,1 ̸= 0, òî

Re
√

1 + 4ck+1,1/X2
k ̸= 1. Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî

Xk+1, Yk+1 =
1
2

(
Xk ±

√
X2

k + 4ck+1,1

)
,
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ìà¹ìî Xk+1 ̸= 0.

Îòæå, îñòàòî÷íî îäåðæèìî, ùî çíà÷åííÿ äðîáó (3.50) ðiâíå lim
n→∞

Fn = XN .

2. Iç ôîðìóëè (2.18) ïðè óìîâi, ùî âñi çàëèøêè âiäìiííi âiä íóëÿ, äëÿ

(2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ âèïëèâà¹, ùî

|Fn+2m−Fn| ≤
∑

k∈I(N)
n+1

|c1,1|k1,1|c1,2|k1,2|c2,1|k2,1 . . . |cN,1|kN,1∏N
i=1

∏ki
j=1

(
|R(i,j+1)

2m+li−j||R
(i,j+1)
li−j |

) , n > 0,m > 0, (3.54)

äå li = n −
∑N

t=i+1 kt, R
(q,j)
−1 = 1, q = 1, N ; j = 1, pq; ìíîæèíó iíäåêñiâ I(N)

n+1

âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç (2.16), iíäåêñ ki,s � çãiäíî ç (2.15).

Îöiíèìî çíèçó äîáóòîê ìîäóëiâ çàëèøêiâ 1-î¨ âiòêè â çíàìåííèêó íå-

ðiâíîñòi (3.54), äå i = 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî λ ̸= 0, ìà¹ìî: R(1,2)
n = f

(2)
n i

R
(1,1)
n = f

(1)
n , n ≥ 1, äå f (2)

n , f (1)
n � çàëèøêè íåïåðåðâíîãî äðîáó (3.52). Îñêiëüêè

l1 = n−
∑N

t=2 kt = k1 − 1, òî
∏k1

j=1R
(1,j+1)
2m+l1−jR

(1,j+1)
l1−j =

∏k1
j=1R

(1,j+1)
2m+k1−j−1R

(1,j+1)
k1−j−1.

Íåõàé k1 = 2ν, òîäi

2ν∏
j=1

R
(1,j+1)
2m+2ν−j−1R

(1,j+1)
2ν−j−1 =

ν∏
j=1

(
R

(1,2)
2(m+ν−j)R

(1,1)
2(m+ν−j)−1

) ν∏
j=1

(
R

(1,2)
2(ν−j)R

(1,1)
2(ν−j)−1

)
=

=
ν∏

j=1

(
f
(2)
2(m+ν−j)f

(1)
2(m+ν−j)−1

) ν∏
j=1

(
f
(2)
2(ν−j)f

(1)
2(ν−j)−1

)
.

Çíà÷åííÿ çàëèøêiâ çíàõîäèìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.46)-(3.47), çíà÷åííÿ Pν,

Qν , ν ≥ 1, íåðóõîìèõ òî÷îê x̃, ỹ � çãiäíî ç (3.49). Îòæå, ìà¹ìî

f
(2)
2(m+ν−j)f

(1)
2(m+ν−j)−1 =

=
λPm+ν−j−1

−c1,2Qm+ν−j−1 + λPm+ν−j−1

− c1,2Qm+ν−j−1 + λPm+ν−j−1

Qm+ν−j−1
=

=
λPm+ν−j−1

Qm+ν−j−1
=

λQm+ν−j

Qm+ν−j−1

i

ν∏
j=1

f
(2)
2(m+ν−j)f

(1)
2(m+ν−j)−1 ≥ λν

ν∏
j=1

Qm+ν−j

Qm+ν−j−1
= λν

Qm+ν−1

Qm−1
= λν

x̃m+ν − ỹm+ν

x̃m − ỹm
.
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Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî

f
(2)
2(ν−j)f

(1)
2(ν−j)−1 =

λQm+ν−j

Qm+ν−j−1
i

ν∏
j=1

f
(2)
2(ν−j)f

(1)
2(ν−j)−1 = λν

x̃ν − ỹν

x̃− ỹ
.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî m > 1, 1 ≤ ν ≤ k1/2, x̃ − ỹ =
√
1− 4c1,1c1,2/λ2,

îäåðæèìî îöiíêó çíèçó

k1∏
j=1

∣∣∣R(1,j+1)
2m+l1−j

∣∣∣ ∣∣∣R(1,j+1)
l1−j

∣∣∣ ≥ |λ|2ν|x̃|2ν
(1− ρ1)

2

|S|
≥ |λ|k1|x̃|k1

(1− ρ1)
2

|S|
.

Íåõàé k1 = 2ν + 1, òîäi àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî

2ν+1∏
j=1

(R
(1,j+1)
2m+2ν−jR

(1,j+1)
2ν−j ) =

2ν∏
j=1

(
R

(1,j+1)
2m+2ν−jR

(1,j+1)
2ν−j

)
R

2(ν+1)
2m−1 =

=
ν∏

j=1

(
f
(2)
2(m+ν−j)+1f

(1)
2(m+ν−j)

)
f
(2)
2m−1

ν∏
j=1

(
f
(2)
2(ν−j)+1f

(1)
2(ν−j)

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

f
(2)
2(ν−j)+1f

(1)
2(ν−j) =

− c1,1Qν−j + λPν−j

Qν−j

λPν−j−1

−c1,1Qν−j−1 + λPν−j−1

= λ
Qν−jδν−j

Qν−j−1δν−j−1
,

äå δk = −c1,1 + λPk/Qk, k ≥ 0,

ν∏
j=1

f
(2)
2(ν−j)+1f

(1)
2(ν−j) = λν−1

Qν−1

Q0
(−c1,1 + λPν−1/Qν−1) = λν−1Qν−1R

(1,2)
2ν−1,

ν∏
j=1

∣∣∣f (2)
2(ν−j)+1f

(1)
2(ν−j)

∣∣∣ ≥ |λ|ν−1|x̃|ν
(1− ρ1)γ2

|S|
= |λ|[k1/2]|x̃|[k1/2]

(1− ρ1)γ2

|λ||S|
.

Àíàëîãi÷íî, îòðèìà¹ìî

ν∏
j=1

(
f
(2)
2(m+ν−j)+1f

(1)
2(m+ν−j)

)
f
(2)
2m−1 = λν

Qm+ν−1

Qν−1
(−c1,1 + λPm+ν−1/Qm+ν−1),
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ν∏
j=1

(∣∣∣f (2)
2(m+ν−j)+1f

(1)
2(m+ν−j)

∣∣∣) |f (2)
2m−1| ≥ |λ|ν|x̃|ν(1− ρ1)γ2.

Îñòàòî÷íî ïðè íåïàðíîìó k1 ìà¹ìî

k1∏
j=1

∣∣∣R(1,j+1)
2m+l1−j

∣∣∣ ∣∣∣R(1,j+1)
l1−j

∣∣∣ ≥ |λ|2ν|x̃|2ν
(1− ρ1)

2γ2
2

|λ||S|
.

Äëÿ äîâiëüíîãî k1, 1 ≤ k1 ≤ n+ 1, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà çíèçó

k1∏
j=1

∣∣∣R(1,j+1)
2m+l1−j

∣∣∣ ∣∣∣R(1,j+1)
l1−j

∣∣∣ ≥ C|λ|2[k1/2]|x̃|2[k1/2],

äå C =
(1− ρ1)

2

|S|
min

1;
γ2
2

|λ|

.
Âðàõîâóþ÷è, ùî x̃ỹ = −c1,1c1,2/λ

2, äëÿ 1 âiòêè ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|c1,1|k1,1|c1,2|k1,2∏k1
j=1 |R

(1,j+1)
m+l1−j||R

(1,j+1)
l1−j |

≤ M1

 |c1,1c1,2/λ2|
|x̃|2

[k1/2]

= M1ρ
[k1/2]
1 , (3.55)

äå k1,1 + k1,2 = k1, M1 = min{1; |c1,1|}/C.

Îöiíèìî çíèçó çàëèøêè 1-î¨ âiòêè R
(1,1)
n , n ≥ 1.

Íåõàé n = 2ν, ν ≥ 1, òîäi

|R(1,1)
2ν | = |f (1)

2ν | =

∣∣∣∣∣∣
λPν−1

−c1,1Qν−1 + λPν−1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |λ||x̃|(1− ρ1)/D,

äå D = |c1,1|+ |λ||x̃|(1 + ρ21)/(1− ρ1).

Íåõàé n = 2ν + 1, ν ≥ 0, òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(1,1)
2ν+1| = |f (1)

2ν+1| = | − c1,2 + λPν/Qν| ≥ γ1.

Îòæå, |R(1,1)
n | ≥ ν1, n ≥ 1, äå ν1 = min{|λ||x̃|(1− ρ1)/D; γ1} i ν1 ̸= 0.

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, q ≥ 2, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî n ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|R(q,1)
n | ≥

q∏
j=1

νj. (3.56)
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Ïðè q = 2 çàëèøêè R
(2,1)
n çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(2,1)
n = R(1,1)

n +
c2,1|

|R(1,1)
n−1

+ . . .+
c2,1|

|R(1,1)
0

= R(1,1)
n h(2,1)

n , n ≥ 1,

äå

h(2,1)
n = 1 +

c2,1/R
(1,1)
n R

(1,1)
n−1 |

|1
+

c2,1/R
(1,1)
n−1R

(1,1)
n−2 |

|1
+ . . .+

c2,1/R
(1,1)
1 R

(1,1)
0 |

|1
.

Îöiíèìî ìîäóëi äîáóòêiâ R
(1,1)
n R

(1,1)
n−1 , n ≥ 1, çíèçó.

Íåõàé n = 2ν, òîäi

|R(1,1)
2ν R

(1,1)
2ν−1| = |f (1)

2ν f
(1)
2ν−1| ≥ |λ||x̃|(1− ρ1)

| − c1,2 + λgν−1|
| − c1,1 + λgν−1|

≥ |λ||x̃|(1− ρ1)B.

Íåõàé n = 2ν + 1, ν ≥ 1, òîäi

|R(1,1)
2ν+1R

(1,1)
2ν | = |f (1)

2ν+1f
(1)
2ν | ≥ |λ||x̃|(1− ρ1)

| − c1,2 + λgν|
| − c1,1 + λgν−1|

≥ |λ||x̃|(1− ρ1)A.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:∣∣∣R(1,1)
n

∣∣∣ ∣∣∣R(1,1)
n−1

∣∣∣ ≥ r1, r1 = |λ||x̃|(1− ρ1)min{A,B}. Îòæå,∣∣∣∣∣∣
c2,1

R
(1,1)
n R

(1,1)
n−1

∣∣∣∣∣∣ <
|c2,1|
r1

<
1

4
.

îäåðæèìî îöiíêó: |h(2,1)
n | > 1

2(1 +
√

1− |c2,1|/r1) = ν2. Îòæå, ìà¹ìî: |R(2,1)
n | =

|R(1,1)
n ||h(2,1)

n | ≥ ν1ν2, ν2 = (1 + d2)/2.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.56) äëÿ äîâiëüíîãî s, äå 3 ≤

s ≤ N − 1, çàïèøåìî çàëèøêè R
(q,1)
n ïðè q = s+ 1 ó âèãëÿäi

R(s+1,1)
n = R(s,1)

n +
cs+1,1|

|R(s,1)
n−1

+ . . .+
cs+1,1|

|R(s+1,1)
0

= R(s,1)
n h(s+1,1)

n , n ≥ 1,

äå

h(s+1,1)
n = 1 +

cs+1,1/R
(s,1)
n R

(s,1)
n−1 |

|1
+

cs+1,1/R
(s,1)
n−1R

(s,1)
n−2 |

|1
+ . . .+

cs+1,1/R
(s,1)
1 R

(s,1)
0 |

|1
.
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Åëåìåíòè öüîãî äðîáó çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi∣∣∣∣∣∣
cs+1,1

R
(s,1)
n R

(s,1)
n−1

∣∣∣∣∣∣ <
|cs+1,1|∏s

j=1 rj
<

1

4
, rj = ν2j , j = 2, N.

Îòæå, ìà¹ìî: |h(s+1,1)
n | > νs+1, νs+1 = (1 + ds+1)/2. Áiëüøå òîãî, ñïðàâäæóþ-

òüñÿ íàñòóïíi îöiíêè

∣∣∣R(s+1,1)
n

∣∣∣ = ∣∣∣R(s,1)
n

∣∣∣ |h(s+1,1)
n | >

s+1∏
j=1

νj, n ≥ 1.

Âñòàíîâèìî îöiíêó (3.51). Ìà¹ìî

kj∏
r=1

|cj,1|

|R(j,1)
lj+2m−rR

(j,1)
lj−r|

≤ Mj

[kj/2]∏
r=1

|cj,1|

|R(j,1)
lj+2m−2r+1R

(j,1)
lj+2m−2r|

·
[kj/2]∏
r=1

|cj,1|

|R(j,1)
lj−2r+1R

(j,1)
lj−2r|

,

äå j = 2, N ;Mj = max

1;
|cj,1|4j−1

ρjr1
∏j

m=2(1 + dm)2

 = max{1; 1/(4ρj)}, kj = kj,1,

j = 2, N âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.18).

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n i j = 2, N ìà¹ìî

|cj,1|

|R(j,1)
n R

(j,1)
n−1 |

=
|cj,1|/|R(j−1,1)

n R
(j−1,1)
n−1 |

|h(j,1)
n h

(j,1)
n−1 |

<
1/4

ν2j
=

1

(1 + dj)2
= ρj,

ki∏
j=1

|ci,1|

|R(j,1)
li+2m−jR

(j,1)
li+2m−j|

≤ Mjρ
kj
j . (3.57)

Îñòàòî÷íî äëÿ n ≥ 1, m ≥ 1, âðàõîâóþ÷è îöiíêè (3.55), (3.57) ç íåðiâíî-

ñòi (3.54) âèïëèâà¹, ùî

|Fn+2m − Fn| ≤ L

n+1∑
k1=0

ρ
[k1/2]
1 ρn+1−k1 ≤ L

(
N − 1

N + n− 1

)(√ρ1)
n+1 − ρn+1

ρ1/ρ−
√
ρ1

,

äå L =
∏N

j=1Mj/(
∏N

j=1 ν
2
j ).

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.51).



99

3.5. Íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî

ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ç äiéñíèìè

åëåìåíòàìè

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (3.50) ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè. Ó òåîðå-

ìi 3.5 ïîêàçàíî, ùî ç óìîâ: cq > −X2
q−1/4, q = 1, N , âèïëèâà¹ çáiæíiñòü öüîãî

äðîáó. Äîâåäåìî íåîáõiäíó óìîâó çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ç äiéñíèìè

åëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 3.8. ßêùî 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè

1 +
∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

(3.58)

çáiãà¹òüñÿ, òî éîãî åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: cq ≥ −X2
q−1/4, äå Xq =

1
2(Xq−1 +

√
X2

q−1 + 4cq), X0 = 1, q = 1, N .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äðiá (3.58) çáiãà¹òüñÿ, òîáòî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
n→∞

Fn = lim
n→∞

R
(N)
n = ZN . Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi éîãî çàëèøêiâ {R(q)

n }∞n=1,

q = 1, N . Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî iñíóþòü ãðàíèöi öèõ ïîñëiäîâíîñòåé, òîáòî

lim
n→∞

R
(q)
n = Zq, q = 1, N , òî Zq ̸= 0,∞. Ç âèçíà÷åííÿ çáiæíîñòi äðîáó âèïëè-

âà¹, ùî ZN ̸= ∞. Ïðèïóñòèìî, ùî ZN = 0. Òîäi çi ñïiââiäíîøåííÿ

R(k)
n = R(k−1)

n +
ck

R
(k)
n−1

(3.59)

ïðè k = N âèïëèâà¹, ùî ZN−1 = ∞. Íà îñíîâi òàêèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü ìà¹ìî:

Zq = ∞, q = 1, N − 1. Îñêiëüêè R
(1)
n � n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íå-

ïåðåðâíîãî äðîáó, òî Z1 � íåðóõîìà òî÷êà äðîáîâî-ëiéíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

s1(ω) = 1+c1/ω. Îäíàê Z1 = ∞ íå ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiä-

îáðàæåííÿ s1(ω). Îòæå, ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi. Òîìó ZN ̸= 0 i Zq ̸= ∞,

q = 1, N − 1. Ïîâòîðþþ÷è öi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ìà¹ìî: Zq ̸= 0, q = 1, N − 1.

Äîâåäåìî, ùî çi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {R(N)
n }∞n=1 âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé {R(q)
n }∞n=1, q = 1, N − 1. Îñêiëüêè lim

n→∞
R

(N)
n = ZN i ZN ̸= 0,∞,
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òî lim
n→∞

R
(N−1)
n = lim

n→∞
R

(N)
n −

cN−1

lim
n→∞

R
(N)
n−1

= ZN−1 i ZN−1 ̸= 0,∞. Ïîâòîðþþ÷è

öi ìiðêóâàííÿ ìà¹ìî: lim
n→∞

R
(q)
n = Zq i Zq ̸= 0,∞; 1 ≤ q ≤ N .

Çíàéäåìî ãðàíèöi Zq, q = 1, N , i äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

ïî q, ùî Zq > 0 i Zq = Xq, äå Xq =
1
2(Xq−1 +

√
X2

q−1 + 4cq), q = 1, N . Íåõàé

Z1 � ãðàíèöÿ çáiæíîãî 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó 1 +
c1|
|1

+
c1|
|1

+ . . ..

Âiäîìî, ùî lim
n→∞

R
(1)
n = Z1, äå Z1 = 1

2(1 +
√
1 + 4c1). Îñêiëüêè Z1 ∈ R, òî

Z1 > 0 i Z1 = X1.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ: Zs =

1
2(Zs−1 +

√
Z2
s−1 + 4cs), 2 ≤ s ≤ k, i Zs > 0. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

{R(k+1)
n }∞n=1, äå

R(k+1)
n = R(k)

n +
ck+1|

|R(k)
n−1

+
ck+1|

|R(k)
n−2

+ . . .+
ck+1|

|R(k)
0

� çâîðîòíèé äðiá ãðàíè÷íî-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó. Çâîðîòíîìó

äðîáó R
(k+1)
n âiäïîâiäà¹ äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ tk+1(ω) = Zk + ck+1/ω.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {R(k+1)
n }∞n=1 çáiãà¹òüñÿ, òî iç çàóâàæåííÿ äî òåîðåìè 1.9

[äèâ. ñòð. 17] ìà¹ìî lim
n→∞

R
(k+1)
n = −yk+1, äå yk+1 � âiäøòîâõóâàëüíà òî-

÷êà äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ t̂k+1(ω) = ck+1,1/(Zk + ω). Íåðóõîìi òî-

÷êè t̂k+1(ω) ðiâíi ω1,2 = 1
2(−Zk ±

√
Z2
k + 4ck+1,1). Iç ïóíêòó 3 òåîðåìè 1.8

[äèâ. ñòð. 16] ïðè c = 1, d = Zk+1 i óìîâè |Zk +
√

Z2
k + 4ck+1,1| >

|Zk −
√
Z2
k + 4ck+1,1| çíàõîäèìî, ùî yk+1 = 1

2(−Zk −
√

Z2
k + 4ck+1,1). Îòæå,

Zk+1 =
1
2(Zk +

√
Z2
k + 4ck+1) = Xk+1. Áiëüøå òîãî, Zk+1 > 0.

Çàóâàæåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.8 ïåðåíîñèòüñÿ íà âè-

ïàäîê êîëè cq ∈ C, q = 1, N . Çîêðåìà, çi çáiæíîñòi äðîáó (3.58) ç êîìïëåêñíè-

ìè åëåìåíòàìè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ i âiäìiííiñòü âiä íóëÿ ãðàíèöü ïîñëiäîâ-

íîñòåé âñiõ çàëèøêiâ {R(q)
n }∞n=1, òîáòî lim

n→∞
R

(q)
n = Zq, Zq ̸= 0,∞, q = 1, N .
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3.6. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 äîâåäåíî ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü ïåðiîäè÷íèõ ÃËÄ íà ðiçíèõ ìíîæè-

íàõ: êðóãîâèõ, ïàðàáîëi÷íèõ, êóòîâèõ òà iíøèõ. Âñòàíîâëåíî îöiíêè øâèäêî-

ñòi çáiæíîñòi â êðóãîâèõ îáëàñòÿõ ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà åëåìåíòè àáî

ñóìó åëåìåíòiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ çàëèøêiâ

òà ïåðiîäè÷íiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ, îäåðæàíi ôîðìóëè äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâ-

íî¨ ÷àñòèí ¨õ çàëèøêiâ òà âñòàíîâëåíî çáiæíiñòü, îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi

öüîãî äðîáó â êóòîâèõ îáëàñòÿõ. Äîâåäåíî çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòî-

ãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó â îá'¹äíàííi ïàðàáîëi÷íèõ îáëà-

ñòåé.

Äëÿ 2-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó äîñëiäæåíà îáëàñòü çáiæíîñòi òà

âñòàíîâëåíà îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ

ëåìó, äîâåäåíà çáiæíiñòü (2,1,...,1)-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

òà âñòàíîâëåíî îöiíêó øâèäêîñòi éîãî çáiæíîñòi.

Äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè äîâåäåíà íåîáõiäíà óìîâà çáiæíîñòi.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [22,25,30,34,36,78].
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ÐÎÇÄIË 4

ÎÇÍÀÊÈ ÐIÂÍÎÌIÐÍÎ� ÇÁIÆÍÎÑÒI ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÈÕ

ÃIËËßÑÒÈÕ ËÀÍÖÞÃÎÂÈÕ ÄÐÎÁIÂ ÑÏÅÖIÀËÜÍÎÃÎ

ÂÈÃËßÄÓ

4.1. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ áóäåìî âèêî-

ðèñòîâóâàòè îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

âñòàíîâëåíó â íàñòóïíié ëåìi.

Ëåìà 4.1. Íåõàé åëåìåíò c 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó

1 +
c|
|1
+

c|
|1
+ . . . . (4.1)

íàëåæèòü îáëàñòi D, c ∈ D, äå

D =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg(z + 1

4

)∣∣∣∣ ≤ π − θ, δ ≤
∣∣∣∣z + 1

4

∣∣∣∣ ≤ ∆

}
(4.2)

ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ θ, δ i ∆; 0 < θ < π, 0 < δ < ∆.

Òîäi äðiá (4.1) çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ x, x = 1
2(1 +

√
1 + 4c), i ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|fn − x| ≤ Lρn+1, n ≥ 0, (4.3)

äå fn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá (4.1), L =
2
√
∆

1− ρ
i

ρ =

√√√√1− 4
√
d sin(θ/2) + 4d

1 + 4
√
d sin(θ/2) + 4d

, (4.4)

äå d = δ, ÿêùî δ∆ ≤ 1/16 àáî d = ∆, ÿêùî δ∆ > 1/16.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè åëåìåíò c ∈ D i D ⊂ {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π},

òî n-ïiäõiäíèé äðiá fn ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

fn =
xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
, n ≥ 0,

äå y = 1
2(1−

√
1 + 4c). Çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (4.1) äî

çíà÷åííÿ x âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.6 [äèâ. ñòð. 14]. Îòæå,

|fn − x| =

∣∣∣∣∣∣
xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
− x

∣∣∣∣∣∣ =
|yn+1|
|xn+1|

∣∣∣∣∣∣
x− y

1− yn+1/xn+1

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

|
√
1 + 4c|

1− |y/x|

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c

1 +
√
1 + 4c

∣∣∣∣∣∣
n+1

.

Çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c

1 +
√
1 + 4c

∣∣∣∣∣∣ ïðè óìîâi c ∈ D. Íåõàé 1 +

4c = r2e2iα, äå −π + θ < 2α < π − θ, 4δ < r2 < 4∆, òîäi
√
1 + 4c = r · eiα, äå

−
π − θ

2
< α <

π − θ

2
, 2

√
δ < r < 2

√
∆. Ïîçíà÷èìî δ̂ = 2

√
δ, ∆̂ = 2

√
∆. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî

ρ =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c

1 +
√
1 + 4c

∣∣∣∣∣∣ =
√√√√1− 2r cosα + r2

1 + 2r cosα+ r2
.

Çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ âèðàçó f(α, r) =

√√√√1− 2r cosα+ r2

1 + 2r cosα + r2
ó ïðÿ-

ìîêóòíèêó [−(π − θ)/2; (π − θ)/2] × [δ̂; ∆̂]. Êðèòè÷íi òî÷êè çíàõîäèìî iç ñè-

ñòåìè ðiâíÿíü  r sinα(1 + r2) = 0

cosα(r2 − 1) = 0.

Òî÷êà (0; 1) � êðèòè÷íà òî÷êà, ÿêùî δ̂ < 1 < ∆̂.

Íåõàé α = ±(π − θ)/2. Äîñëiäèìî íà åêñòðåìóì ôóíöiþ

f1(r) =
1− 2r sin(θ/2) + r2

1 + 2r sin(θ/2) + r2
.
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Îñêiëüêè f ′
1(r) > 0, òî ôóíêöiÿ f1(r) íà iíòåðâàëi δ̂ < r < ∆̂ åêñòðåìóìó

íåìà¹.

Ðîçãëÿíåìî ôóíöiþ

f2(α) =
1− 2d cosα+ d2

1 + 2d cosα + d2
,

äå d = δ̂ àáî d = ∆̂, −(π − θ)/2 < α < (π − θ)/2. Îñêiëüêè

f ′
2 =

4d2 sinα(1 + d2)

(1 + 2d cosα+ d2)2
,

òî òî÷êè M1(0; δ̂) i M2(0; ∆̂) ¹ êðèòè÷íèìè.

Ôóíêöiÿ f(α, r) ¹ ïàðíîþ ïî α. Îòæå, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ìîæå äîñÿãà-

òèñÿ â òàêèõ òî÷êàõ: M1(0; δ̂), M2(0; ∆̂), M3((π − θ)/2; δ̂) i M4((π − θ)/2; ∆̂).

Î÷åâèäíî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè ∆̂δ̂ < 1 ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi íå-

ðiâíîñòi 1− δ̂

1 + δ̂

2

>

1− ∆̂

1 + ∆̂

2

,

1− 2δ̂ sin(θ/2) + δ̂2

1 + 2δ̂ sin(θ/2) + δ̂2
>

1− 2∆̂ sin(θ/2) + ∆̂2

1 + 2∆̂ sin(θ/2) + ∆̂2
.

Â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi1− d

1 + d

2

<
1− 2d sin(θ/2) + d2

1 + 2d sin(θ/2) + d2
,

äå d = δ̂ àáî d = ∆̂.

Îòæå, ÿêùî ∆̂δ̂ ≤ 1, òî fmax(α; r) =

√√√√1− 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

1 + 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

.

ßêùî æ ∆̂δ̂ > 1, òîäi àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ïîêàçàòè, ùî fmax(α; r) =√√√√1− 4
√
∆sin(θ/2) + 4∆

1 + 4
√
∆sin(θ/2) + 4∆

.

Íåõàé K � äîâiëüíèé êîìïàêò ç îáëàñòi G, äå G =

{z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π}. Îñêiëüêè dist(∂G; ∂K) > 0, òî iñíó¹ êóò
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θ, 0 < θ < π, òàêèé, ùî K ⊂ {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π − θ}. Íåõàé

δ = min
z∈∂K

|z + 1/4| = dist(−1/4; ∂K), ∆ = max
z∈∂K

|z + 1/4|.

Ïîáóäó¹ìî îáëàñòü

D1 =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg(z + 1

4

)∣∣∣∣ ≤ π − θ; δ ≤
∣∣∣∣z + 1

4

∣∣∣∣ ≤ ∆

}
(4.5)

iç çàäàíèìè âèùå ïàðàìåòðàìè. Î÷åâèäíî, ùî K ⊆ D1.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

, (4.6)

íàëåæàòü îáëàñòÿì Dj, òîáòî cj ∈ Dj, j = 1, N , äå îáëàñòü D1 = D,

ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.5) ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ θ, δ, ∆:

0 < θ < π, 0 < δ < ∆,

Dj =

z ∈ C : |z| ≤ C
1−

√
ε

1 +
√
ε

1 +
√
ε

2

2(j−1)
 , j = 2, N,

ïðè÷îìó

C =
(
1/4 +

√
δ sin(θ/2) + δ

) 1− ρ31
1 + ρ1

, (4.7)

äå çíà÷åííÿ ρ1, çàäàíå ôîðìóëîþ (4.4), 0 < ε < 1. Òîäi

1) äðiá (4.6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi îáëàñòi D1×

D2 × . . .DN ;

2) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1, n ≥ 1, (4.8)

äå ρ = max{ρ1, (1−
√
ε)/(1 +

√
ε)}, F � çíà÷åííÿ ÃËÄ (4.6), L � äåÿêà

ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. ÎñêiëüêèR(1)
n � n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâ-

íîãî äðîáó, òî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(1)
n R

(1)
n−1| =

∣∣∣∣∣∣
xn+2
1 − yn+2

1

xn1 − yn1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
xn+2
1

xn1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

n+2

1− (y1/x1)n

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|2
1− ρ31

1 + ρ1
, n ≥ 1,



106

äå x1, y1, ρ1 çíàõîäèìî çãiäíî ç ôîðìóëàìè (1.11), (1.12), (4.4) âiäïîâiäíî.

Âñòàíîâèìî îöiíêó çíèçó äëÿ |x1|. Âðàõîâóþ÷è, ùî c1 ∈ D1, àíàëîãi÷íî, ÿê ó

äîâåäåííi ëåìè 4.1 ìà¹ìî: |x1| = 1
2|1 + reiα|, äå −(π − θ)/2 < α < (π − θ)/2,

2
√
δ < r < 2

√
∆. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(α, r) =
√
1 + 2r cosα+ r2. (4.9)

�¨ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ðiâíå

fmin = f((π − θ)/2, 2
√
δ) =

√
1 + 4

√
δ sin(θ/2) + 4δ.

Îòæå, ìà¹ìî îöiíêó çíèçó

|R(1)
n R

(1)
n−1| ≥ C, n ≥ 1.

äå C âèçíà÷à¹ìî çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.7).

Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî ïðè n ≥ 0

|R(1)
n | =

∣∣∣∣∣∣
xn+2
1 − yn+2

1

xn+1
1 − yn+1

1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
xn+2
1

xn+1
1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1− (y1/x1)

n+2

1− (y1/x1)n+1

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x1|
1− ρ21

1 + ρ1
= |x1|(1− ρ1).

Çâiäñè ìà¹ìî: |R(1)
n | = |x1|(1 − ρ1) ≥ (1 − ρ1)

√
1/4 +

√
δ sin(θ/2) + δ. Ïîçíà-

÷èìî m1 = (1− ρ1)
√
1/4 +

√
δ sin(θ/2) + δ.

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, q = 2, N , ùî äëÿ çàëèøêiâ

R
(q)
n ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|R(q)
n R

(q)
n−1| > C

1 +
√
ε

2

2(q−1)

, |R(q)
n | > m1

1 +
√
ε

2

q−1

, n ≥ 1.

Ïðè q = 2 çàëèøêè R
(2)
n , n ≥ 1, çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(2)
n = R(1)

n · h(2)
n ,

äå h(2)
n = 1+

c2/R
(1)
n R

(1)
n−1|

|1
+
c2/R

(1)
n−1R

(1)
n−2|

|1
+. . .+

c2/R
(1)
1 R

(1)
0 |

|1
. Îñêiëüêè c2 ∈ D2,

òî åëåìåíòè çâîðîòíèõ äðîáiâ h
(2)
n , n ≥ 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

|c2|

|R(1)
n R

(1)
n−1|

≤
|c2|
C

≤
1− ε

4
.
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Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 ïðè |a| = (1− ε)/4 îäåðæèìî îöiíêè

|h(2)
n | > 1

2
(1 +

√
1− 4|c2|/C) ≥ 1

2
(1 +

√
ε), n ≥ 1.

Îòæå, ìà¹ìî

|R(2)
n R

(2)
n−1| = |R(1)

n R
(1)
n−1||h(2)

n h
(2)
n−1| > C

1 +
√
ε

2

2

,

|R(2)
n | = |R(1)

n h(2)
n | > m1

1 +
√
ε

2
.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî s, 3 ≤ s ≤ q, ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|R(s)
n R

(s)
n−1| ≥ C

1 +
√
ε

2

2(s−1)

, |R(s)
n | ≥ m1

1 +
√
ε

2

s−1

, n ≥ 1.

Çàïèøåìî çàëèøêè R
(q+1)
n ó âèãëÿäi: R(q+1)

n = R
(q)
n h

(q+1)
n , n ≥ 1, äå

h(q+1)
n = 1 +

cq+1/R
(q)
n R

(q)
n−1|

|1
+

cq+1/R
(q)
n−1R

(q)
n−2|

|1
+ . . .+

cq+1/R
(q)
1 R

(q)
0 |

|1
.

ßêùî åëåìåíò cq+1 ∈ Dq+1, òî

|cq+1|

|R(q)
n R

(q)
n−1|

<
|cq+1|4q−1

C(1 +
√
ε)2(q−1)

≤
1− ε

4
.

Îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|h(q+1)
n | > 1

2
(1 +

√
ε), n ≥ 1.

|R(q+1)
n R

(q+1)
n−1 | = |R(q)

n R
(q)
n−1||h(q+1)

n h
(q+1)
n−1 | > C

1 +
√
ε

2

2q

,

|R(q+1)
n | = |R(q)

n · h(q+1)
n | > m1

1 +
√
ε

2

q

.
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Îòæå ìà¹ìî, îöiíêè: |R(q)
n R

(q)
n−1| > C

1 +
√
ε

2

2(q−1)

, |R(q)
n | >

m1

1 +
√
ε

2

q−1

, n ≥ 1, âèêîíóþòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî q, 1 ≤ q ≤ N .

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.6) âèêîðèñòà¹ìî

ôîðìóëó (2.20). Îöiíèìî ìíîæíèêè
|cj|kj

kj∏
r=1

(
|R(j)

sj+m−r||R
(j)
sj−r|

), j = 1, N ; sj =

n−
N∑

l=j+1

kl.

Ïðè j = 1, âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó (3.11), äå M1 =
|
√
1 + 4c1|

(1 + ρ1 + ρ21)(1− ρ1)2
.

Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè

∣∣∣∣∣∣
y1

x1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, çãiäíî ç ëåìîþ 4.1,

ðiâíå ρ1, äå ρ1 çíàõîäèìî çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.4).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíöi¨ (4.9) ðiâíå fmax =

f(0, 2
√
∆) = (1 + 2

√
∆), îñòàòî÷íî ìà¹ìî ñòàëó M1 =

|1 + 2
√
∆|

(1 + ρ1 + ρ21)(1− ρ1)2
.

Îöiíèìî ìíîæíèêè
|cj|kj

kj∏
r=1

(
|R(j)

sj+m−r||R
(j)
sj−r|

), j = 2, N . Âðàõîâóþ÷è, ùî

∣∣∣∣∣∣
cj

R
(j−1)
n R

(j−1)
n−1

∣∣∣∣∣∣ <
1− ε

4
i |h(j)

n | >
1

2
(1 +

√
ε),

äå n ≥ 1; j = 2, N , îäåðæèìî

|cj|

|R(j)
n R

(j)
n−1|

=
|cj|/|R(j−1)

n R
(j−1)
n−1 |

|h(j)
n h

(j)
n−1|

≤
1−

√
ε

1 +
√
ε
.
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Ïîçíà÷èìî ρ2 =
1−

√
ε

1 +
√
ε
. Ïðè 1 ≤ kj ≤ n+ 1 ìà¹ìî

kj∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj+m−rR

(j)
sj−r|

≤

= Mj

[kj/2]∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj+m−2r+1R

(j)
sj+m−2r|

·
[kj/2]∏
r=1

|cj|

|R(j)
sj−2r+1R

(j)
sj−2r|

≤ ρ
kj
2 .

Îñòàòî÷íà îöiíêà äëÿ äîäàíêiâ ìà¹ âèãëÿä

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣) =
N∏
j=1

kj∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣
= M1

N∏
j=1

ρ
kj
j ≤ M1

N∏
j=1

ρk1+k2+...+kN = M1

N∏
j=1

ρn+1,

äå ρ = max{ρ1, (1−
√
ε)/(1 +

√
ε)}.

Îòæå, îäåðæó¹ìî îöiíêó

|Fn+m − Fn| ≤
1

|R(N)
n+m| · |R

(N)
n |

∑
k∈I(N)

n+1

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣)
≤

1

m2
N

∑
k∈I(N)

n+1

M1

N∏
j=1

ρn+1 =
M1

m2
N

∑
k∈I(N)

n+1

ρn+1

= L

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1,

äå L =
M1

m2
N

=
M14

N−1

m2
1(1 +

√
ε)2(N−1)

.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåðæèìî îöiíêó (4.8).

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

(4.10)
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¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà C, 0 <

C ≤ 1/4, òàêà ùî

|c1,j| ≤ C, j = 2, p1;

q−1∑
s=1

|cs,1|+ |cq,j| ≤ C, q = 2, N, j = 1, pq. (4.11)

Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÃËÄ (4.10)

|F − Fm| ≤


L · ξm+1, ÿêùî 0 < C < 1/4;

2

m+ 1
, ÿêùî C = 1/4;

m ≥ 1, (4.12)

äå Fm � m-é ïiäõiäíèé äðiá ÃËÄ (4.10), F � çíà÷åííÿ öüîãî äðîáó, ξ =

1−
√
1− 4C

1 +
√
1− 4C

, L =
(1 +

√
1− 4C)2

1− ξ3
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.10)

âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (1.22) ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ ÃËÄ (2.1)

fn − fm =
(−1)m+1

Q
(n)
i(0)Q

(m)
i(0)

N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

im∑
im+1=1

∏m+1
k=1 ai(k)∏m+1

k=1 Q
(n)
i(k)Q

(m)
i(k)

, (4.13)

äå äå n > m > 0, Q(s)
i(s) = 1, Q(m)

i(m+1) = 1, s = n,m; Q(s)
i(k) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)

Q
(s)
i(k+1)

;

1 ≤ k < s, Q(n)
i(0) = f−1

n .

Íåõàé äðiá (2.1) ¹ −→p -ïåðiîäè÷íèì i òîòîæíèì ÃËÄ (4.10), òîäi Fn = fn,

n ≥ 1, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ìà¹ìî: ai(k) = cik,s, i(k) ∈ I,

k ≥ 1, äå ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ I âèçíà÷åíà çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.2),

iíäåêñ s � çãiäíî ç (2.3). Çi ñïiââiäíîøåíü (2.8) äëÿ çàëèøêiâ äðîáó (4.10)

îäåðæèìî: Q(n)
i(k) = R

(ik,k)
n−k , 1 ≤ k ≤ n− 1, i(k) ∈ I.

ßêùî s < ik−1, òî ai(k−1)s = cs,1, s = 1, ik−1. ßêùî æ s = ik−1, òî

ai(k−1)ik−1
= cik−1,k = cik−1,j i k = npik−1

+ j, 1 ≤ j ≤ pik−1
. Îòæå, ç óìîâ

òåîðåìè âèïëèâà¹

ik−1∑
ik=1

|ai(k)| = |c1,1|+ |c2,1|+ . . .+ |cik−1−1,1|+ |cik−1,k| ≤ C, k ≥ 1.
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Ïîêàæåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n, ùî ç ðåêóðåíòíèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü (2.11) òà óìîâ òåîðåìè âèïëèâàþòü îöiíêè: |R(q,j)
n | ≥ gn, n ≥ 0,

q = 1, N , j = 1, pq, äå gn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî

äðîáó

1 +
− C|
|1

+
− C|
|1

+ . . . .

ßêùî n = 1, òî |R(q,j)
1 | = |1 +

∑q−1
s=1 cs,1 + cq,j| ≥ 1 − C. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî n âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|R(q,j)
k | ≥ gk, k = 2, n.

Äëÿ çàëèøêiâ R
(q,j)
n+1 , q = 1, N , j = 1, pq, ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè çíèçó

|R(q,j)
n+1 | =

∣∣∣∣∣∣1 +
q−1∑
s=1

cs,1

R
(s,2)
n

+
cq,j

R
(q,j+1)
n

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1−
q−1∑
s=1

|cs,1|
gn

−
|cq,j|
gn

≥ 1−
C

gn
= gn+1.

Íåõàé C < 1/4. Âiäîìî, ùî gn =
xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
, n ≥ 0, äå x = 1

2(1 +
√
1− 4C), y = 1

2(1 −
√
1− 4C) [äèâ. ñòð. 16]. Îòæå, äëÿ n ≥ 2, m ≥ 1,

ìà¹ìî
m+1∏
k=1

(
|R(ik,k)

n−k ||R(ik,k)
m−k |

)
≥

m+1∏
k=1

(gn−kgm−k) = (gn−1 . . . gn−m−1) · (gm−1 . . . g1) =

=
xn+1 − yn+1

xn−m − yn−m
·
xm+1 − ym+1

x2 − y2
= xm+1

1− (y/x)n+1

1− (y/x)n−m
· xm−1

1− (y/x)m+1

1− (y/x)2
≥

≥ x2(m+1)
1− ξ3

x2
,

äå ξ = y/x, g−1 = 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî C = x · y i
N∑

i1=1

i1∑
i2=1

. . .

im∑
im+1=1

m+1∏
r=1

|ai(r)| =
N∑

i1=1

|ai(1)|
i1∑

i2=1

|ai(2)| . . .
im∑

im+1=1

|ai(m+1)| ≤ . . . ≤ Cm+1,

ìà¹ìî îöiíêó

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm

x2Cm+1

(1− ξ3)x2(m+1)
≤

4x2

1− ξ3
ξm+1,
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îñêiëüêè gn ≥ 1/2, n ≥ 0. Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ìà¹ìî îöií-

êó (4.12).

ßêùî C = 1/4, òî gn =
n+ 2

2(n+ 1)
[äèâ. ñòð. 16] i

m∏
k=1

(gn−kgm−k) =

=

n+ 1

2n

n

2(n− 1)
. . .

n−m+ 1

2(n−m)

m+ 1

2m

m

2(m− 1)
. . .

3

2 · 2

 =

=
2(n+ 1)(m+ 1)

4m+1(n−m)
.

Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè, ìà¹ìî

N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

im∑
im+1=1

m+1∏
r=1

|ai(r)| ≤ 1/4m+1

i

|Fn − Fm| ≤
1

gn · gm
·

1

4m+1
·

4m+1(n−m)

2(n+ 1)(m+ 1)
= 2

n−m

(n+ 1)(m+ 1)
.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îäåðæó¹ìî îöiíêó (4.12).

4.2. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ ïàðàáîëi÷íî¨ òåîðåìè äëÿ 1-

ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.6) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó

(c1, c2, . . . , cN) ∈ G = G1 ×G2,

äå

G1 = {z ∈ C : | arg z| < π − ε},

G2 =

(z2, . . . , zN) ∈ CN−1 :
∪
γ∈Iε

{
N∑
s=2

(|zs| − Re (zse
−2iγ)) < l sin2(ε/2)

} ,
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äå Iε =
[
−π−ε

2 , π−ε
2

]
, l òà ε � ïåâíi ïàðàìåòðè òàêi, ùî 0 < ε < π/2, 0 < l ≤

1/4. Òîäi

1) 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (4.6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïà-

êòi ìíîæèíè G;

2) îáëàñòþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ ìíîæèíà

∪
γ∈Iε

z ∈ C :

∣∣∣∣∣∣z −
2e−iγ

cos γ

∣∣∣∣∣∣ ≤
2

cos γ

 ; (4.14)

3) áiëüøå òîãî, ÿêùî

c1 ∈ G1

∩
{z ∈ C : |z| ≤ R},

(c2, c3, . . . , cN) ∈ G2

∩{
(z2, . . . , zN) ∈ CN−1 :

N∑
j=2

|zj| ≤ C

}
,

äå R, C � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, R > 1
4 cos ε, C ≤ 1

16(1 +
√
1− 4l)2 sin2(ε/2), òî

à) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi öüîãî

äðîáó

|F − Fm| < L1 ·


ρm+2
1 − ρm+2

2

ρ1 − ρ2
, ÿêùî ρ1 ̸= ρ2,

(m+ 1)ρm+1, ÿêùî ρ1 = ρ2 = ρ,

ïðè äîäàòêîâèõ óìîâà: l < 1/4 i C < 1
16(1+

√
1− 4l)2 sin2(ε/2); äå

ρ1 =



√√√√1− 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

1 + 4
√
δ sin(θ/2) + 4δ

, ÿêùî sin ε ≤
1

1 + 4R
;√√√√1− 4

√
∆sin(θ/2) + 4∆

1 + 4
√
∆sin(θ/2) + 4∆

, ÿêùî sin ε >
1

1 + 4R
,

ρ2 =
16C

(1 +
√
1− 4l)2 sin2(ε/2)

, θ = arcsin
R sin ε√

1
16 +R2 − 1

2R cos ε
, δ =

1
4 sin ε, ∆ = 1

4 +R, L1 � äåÿêà ñòàëà.
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á) àáî îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó ìà¹ âèãëÿä

|F − Fm| <


L1ϱ

m+1
(m+ 1)(m+ 2) + 1

2(m+ 1)
ÿêùî C <

sin2(ε/2)

16
,

L2

1

m+ 1
ÿêùî C =

sin2(ε/2)

16
,

ÿêùî l = 1/4; äå ϱ = max

ρ1;
sin2(ε/2)

16

, L2 � äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. 1. Âèêîðèñòà¹ìî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà-

Âiòàëi 1.12 [äèâ. ñòð. 23]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé ãiëëÿñòèé ëàíöþãîâèé

äðiá âèãëÿäó (
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

zik
1

)−1

(4.15)

òà âiäïîâiäíó éîìó ïîñëiäîâíiñòü n-èõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ {Fn(z)}∞n=1, z =

(z1, z2, ..., zN). Äîâåäåìî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî

z ∈ G. Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî îöiíêè çíèçó ìîäóëiâ çàëèøêiâ R
(j)
n (z) ôóí-

êöiîíàëüíîãî äðîáó (4.15), n ≥ 0, j = 1, N . Âðàõîâóþ÷è, ùî z1 ∈ G1 i γ ∈ Iε,

çãiäíî ç ïàðàáîëi÷íîþ òåîðåìîþ 1.4 [äèâ. ñòð. 13] ïðè 2γ = arg z1 ìà¹ìî

Re (R(1)
n (z)e−iγ) ≥

1

2
cos γ ≥

1

2
cos

(
π − ε

2

)
=

1

2
sin(ε/2), n ≥ 1.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé 1-ïåðiîäè÷íèé äðiá

1 +
− l|
|1

+
− l|
|1

+ . . . . (4.16)

i ïîçíà÷èìî fn � éîãî n-èé ïiäõiäíèé äðiá, n ≥ 1. Iç òåîðåìè Âîðïiöêîãî

âèïëèâà¹, ùî fn ≥ 1/2.

Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n, n ≥ 1, ùî äëÿ êîæíîãî j

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Re
(
R(j)

n (z)e−iγ
)
≥ 1

2
sin(ε/2)fn, 2 ≤ j ≤ N. (4.17)
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Ïðè n = 1, âðàõîâóþ÷è, ùî R
(j)
1 (z) = 1 + z1 + z2 + . . .+ zj i íåðiâíiñòü (1.25),

äèâ. ñòð. 22, îäåðæèìî

Re (R(j)
1 (z)e−iγ) = Re (R(1)

1 (z)e−iγ) +

j∑
s=2

Re (zse
−iγ) ≥

≥ 1

2
sin(ε/2) +

j∑
s=2

Re

zse
−2iγ

e−iγ

 ≥

≥ 1

2
sin(ε/2)−

j∑
s=2

(|zs| − Re (zse−2iγ))

2Re e−iγ
≥

=
1

2
sin(ε/2)(1− l) =

1

2
sin(ε/2)f1,

áî óìîâè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (1.25) ñïðàâäæóþòüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Re
(
R(j)

m (z)e−iγ
)
≥ 1

2
sin(ε/2)fm, 2 ≤ j ≤ N, 1 ≤ m ≤ k.

Âðàõîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.8) òà ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, ïðè

m = k − 1 îäåðæèìî

Re (R(j)
k+1(z)e

−iγ) = Re (R(1)
k+1(z)e

−iγ) +

j∑
s=2

Re

 zse
−2iγ

R
(s)
k (z)e−iγ

 ≥

1

2
sin

ε

2
−

j∑
s=2

(|zs| − Re (zse−2iγ))

2Re (R(s)
k (z)e−iγ)

≥ 1

2
sin

ε

2
−
∑j

s=2(|zs| − Re (zse−2iγ))

sin(ε/2)fk
≥

≥ 1

2
sin

ε

2

1 +
− l

fk

 =
1

2
sin

ε

2
fk+1.

Îñêiëüêè fn ≥ 1/2, òî ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè∣∣∣R(j)
n (z)

∣∣∣ ≥ Re
(
R(j)

n (z)e−iγ
)
≥ 1

4
sin(ε/2)

äëÿ áóäü-ÿêîãî γ ∈ Iε. Âðàõîâóþ÷è, ùî Fn(z) =
(
R

(N)
n (z)

)−1

, ìà¹ìî

Fn(z) ∈

z ∈ C : |z| ≤
4

sin(ε/2)

 .
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ {Fn(z)}∞n=1 ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ â

îáëàñòi G.

Äîâåäåìî çáiæíiñòü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íà êîìïàêòi D = D1×D2× . . .×DN

ìíîæèíè G, äå D1 =
{
z ∈ C : |z| ≤ 1

4N , | arg z| ≤ π − ε
}
i

Dj =

{
z ∈ C : |z| ≤ l sin2(ε/2)

2N

}
, j = 2, N.

ßêùî zj ∈ Dj, j = 1, N , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

N∑
s=2

(
|zs| − Re (zse

−2iγ)
)
≤

N∑
s=2

2 · l sin
2(ε/2)

2N
< l sin2(ε/2),

òîáòî D ⊂ G. Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ {Fn(z)}∞n=1 íà êîì-

ïàêòi D âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.11 [äèâ. ñòð. 21] îñêiëüêè |z1| ≤ 1/(4N),

|zs| ≤ 1/(8N), s = 2, N .

Îòæå, ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü äðîáó (4.6) íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ìíîæèíè

G âèïëèâà¹ ç áàãàòîâèìiðíîãî àíàëîãó òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà-Âiòàëi.

2. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíîþ çíà÷åíü äðîáó (4.6) ¹ îá'¹äíàííÿ êðóãiâ (4.14).

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðíèé äðiá

1 +
− l sin2(ε/2)/ cos2 γ|

|1
+

− l sin2(ε/2)/ cos2 γ|
|1

+ . . . .

Ïîçíà÷èìî hn éîãî n-èé ïiäõiäíèé äðiá, n ≥ 0.

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n äëÿ êîæíîãî j, 2 ≤ j ≤ N , i γ ∈ Iε

äîâåäåìî, ùî

Re (R(j)
n e−iγ) ≥

1

2
cos(γ)hn, 2 ≤ j ≤ N.

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó ïóíêòi 2 ìà¹ìî

Re (R(j)
1 (z)e−iγ) = Re (R(1)

1 (z)e−iγ) +

j∑
s=2

Re (zse
−iγ) ≥

≥ 1

2
cos(γ) +

j∑
s=2

Re

zse
−2iγ

e−iγ

 ≥

=
1

2
cos(γ)

(
1− l

sin2(ε/2)

cos2 γ

)
=

1

2
cos(γ)h1
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i

Re (R(j)
k+1(z)e

−iγ) = Re (R(1)
k+1(z)e

−iγ) +

j∑
s=2

Re

 zse
−2iγ

R
(s)
k (z)e−iγ

 ≥

≥ 1

2
cos γ −

j∑
s=2

(|zs| − Re (zse−2iγ))

2Re (R(s)
k (z)e−iγ)

≥ 1

2
cos γ −

∑j
s=2(|zs| − Re (zse−2iγ))

cos(γ)hk
≥

≥ 1

2
cos γ

1 +
− l sin2(ε/2)/ cos2 γ

hk

 =
1

2
cos(γ)hk+1.

Åëåìåíòè n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó hn, n ≥ 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

l sin2(ε/2)

cos2 γ
=

l cos2(π − ε)/2

cos2 γ
≤ l ≤

1

4
.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 ìà¹ìî: infn∈N hn =
1

2
. Îòæå, Re

(
R

(j)
n e−iγ

)
≥

1

4
cos γ, γ ∈

Iε. Âðàõîâóþ÷è, ùî Fn =
(
R

(N)
n

)−1

i |R(N)
n | ≥ Re (R(N)

n e−iγ) ≥ 1
4 cos γ, ìà¹ìî

Fn ∈

z ∈ C :

∣∣∣∣∣∣z −
2e−iγ

cos γ

∣∣∣∣∣∣ ≤
2

cos γ

 .

Îñêiëüêè γ ∈ Iε, òî çíà÷åííÿ n-ãî ïiäõiäíîãî äðîáó Fn, n ≥ 1, íàëåæàòü

ìíîæèíi (4.14).

3. Âñòàíîâèìî îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.6) âèêî-

ðèñòîâóþ÷è îöiíêó (2.25). Âðàõîâóþ÷è, ùî äðiá (4.6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà

áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi îáëàñòi G i âñòàíîâëåíà îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-î¨

âiòêè íà ìíîæèíi E , ÿêà îçíà÷åíà â ëåìi 4.1, äå θ, δ, ∆ � äîâiëüíi ïàðàìåòðè

òàêi, ùî 0 < δ < ∆, 0 < θ < π. Âñòàíîâèìî îöiíêó øâèäêîñòi ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi ÃËÄ (4.6) â îáëàñòi

S ×

(
G2

∩{
(z2, . . . , zN) ∈ CN−1 :

N∑
j=2

|zj| ≤ C

})
,

äå S = {z ∈ C : |z| < R; | arg z| < π − ε}. Âèáåðåìî ïàðàìåòð R ìàêñèìàëüíî

ìîæëèâèì ç óìîâè: S ⊆ E (ðèñ. 4.1). Ìà¹ìî: δ = 1
4 sin ε, ∆ = 1

4 + R, θ =
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Ðèñ. 4.1. Âèãëÿä îáëàñòi S ïðè óìîâi, ùî S ⊂ E

arcsin
R sin ε√

1
16 +R2 − 1

2R cos ε
. Óìîâó δ∆ ≤ 1/16 çàïèøåìî ó âèãëÿäi sin ε ≤

1/(1 + 4R). Âîíà âðàõîâó¹òüñÿ ïðè îá÷èñëåííi ρ1.

Äëÿ îöiíêè ìîäóëÿ ðiçíèöi çàëèøêiâ |R(1)
n −R

(1)
m | äðîáó (4.6), ïðè c1 ∈ E i

E =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣arg(z + 1

4

)∣∣∣∣ ≤ π − θ, δ ≤
∣∣∣∣z + 1

4

∣∣∣∣ ≤ ∆

}
âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü (4.3). Ìà¹ìî

|R(1)
n −R(1)

m | ≤ |R(1)
n − x|+ |R(1)

m − x| ≤ M1ρ
m+1
1 , n > m ≥ 0,

äå M1 =
4
√
∆

1− ρ1
i ρ1 = ρ, äå ρ âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.4).

3. Íåõàé l < 1/4. Ïîçíà÷èìî fn � n-èé ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî

íåïåðåâíîãî äðîáó (4.16). Éîãî çíà÷åííÿ ðiâíå fn =
xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
, n ≥ 0, äå x =

1
2(1+

√
1− 4l), y = 1

2(1−
√
1− 4l) � ïðèòÿãóâàëüíà òà âiäøòîâõóâàëüíà òî÷êè

äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ s(ω) = 1− l/ω . Âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó (4.17)
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i â ÿêîñòi gn âiçìåìî gn = 1
2 sin(ε/2)fn. Îòæå, ïðè 1 ≤ k ≤ m+ 1 ìà¹ìî

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
(4C/ sin2(ε/2))k∏k
r=1 (fn−r · fm−r)

=
(4C/ sin2(ε/2))k

xn+1 − yn+1

xn−k+1 − yn−k+1
·

xm+1 − ym+1

xm−k+1 − ym−k+1

=

 4C

x2 sin2(ε/2)

k

1− (y/x)n−k+1

1− (y/x)n+1

1− (y/x)m−k+1

1− (y/x)m+1
≤ M2ρ

k
2,

äå M2 =
1

(1− ρ1)2
, ρ2 =

4C

x2 sin2(ε/2)
, ρ2 < 1.

3à. Íåõàé C < (1−4l) sin2(ε/2)
16 . Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.25), ïåðåéäåìî

äî ãðàíèöi n → ∞ i îäåðæèìî îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.6)

|F − Fm| ≤
16

sin2(ε/2)

(
M1ρ

m+1
1 +M1M2

m∑
k=1

ρm−k+1
1 · ρk2 +M2ρ

m+1
2

)

< L1 ·


ρm+2
1 − ρm+2

2

ρ1 − ρ2
, ÿêùî ρ1 ̸= ρ2,

(m+ 1)ρm+1, ÿêùî ρ1 = ρ2 = ρ,

äå L1 =
16M1M2

sin2(ε/2)
=

64
√
∆

sin2(ε/2)(1− ρ1)(1− ρ2)2
.

3á. Íåõàé l = 1
4 . Ïîçíà÷èìî f̂n � n-ïiäõiäíèé äðiá 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïå-

ðåðâíîãî äðîáó (4.16), äå l = 1/4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1.13), ìà¹ìî

f̂n =
n+ 2

2(n+ 1)
. Îòæå,

k∏
r=1

f̂n−r =
n+ 1

2k(n− k + 1)
. Ïðè 1 ≤ k ≤ m îöiíèìî âèðà-

çè

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

=

 4C

sin2(ε/2)

k

1∏k
r=1

(
f̂n−r · f̂m−r

) =

=

 16C

sin2(ε/2)

k

(n− k + 1)(m− k + 1)

(n+ 1)(m+ 1)
,
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òà ïðè k = m+ 1 �

Cm+1∏m+1
r=1 (gn−k · gm−k)

=
sin(ε/2)

4

 16C

sin2(ε/2)

m+1

×

×
n−m

(n+ 1)(m+ 1)
<

 16C

sin2(ε/2)

m+1

n−m

(n+ 1)(m+ 1)
.

Íåõàé C <
sin2(ε/2)

16
, òîäi ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi n → ∞ i, âðàõîâóþ÷è, ùî∑m

k=0(m− k + 1) = (m+ 1)(2 +m)/2, ìà¹ìî îöiíêy

|F − Fm| ≤
16M1

sin2(ε/2)
·
∑m

k=0 ρ
m−k+1
1 ρk2(m− k + 1) + ρm+1

2

(m+ 1)

< L1ϱ
m+1

(m+ 1)(m+ 2) + 2

2(m+ 1)
,

äå ϱ = max{ρ1, ρ2}, L1 = 16M1/ sin
2(ε/2).

Íåõàé C =
sin2(ε/2)

16
, òîäi

Ck∏k
r=1 (gn−r · gm−r)

=
(n− k + 1)(m− k + 1)

(n+ 1)(m+ 1)
, 1 ≤ k ≤ m

i
Cm+1∏m+1

r=1 (gn−r · gm−r)
<

n−m

(n+ 1)(m+ 1)
.

Ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi n → ∞, âðàõîâóþ÷è, ùî
∑m

k=0 ρ
m−k+1
1 (m− k + 1) ≤

ρ1

(1− ρ1)2
, ìà¹ìî

|F − Fm| < L2

1

m+ 1
,

äå L2 =
64
√
∆(1− 2ρ1 + 2ρ21)

sin2(ε/2)(1− ρ1)3
.

Âñòàíîâèìî ïàðàáîëi÷íi îáëàñòi çáiæíîñòi äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ. Íåõàé

çàäàíî âåêòîð âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ −→v = (v1, v2, . . . , vN), äå vj > 0, j = 1, N ,

i
∑N

j=1 vj < 1.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé åëåìåíòè cj, j = 1, N , 1-ïåðiîäè÷íîãî äðîáó (4.6) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè: cj ∈ Pj(γ), −π/2 < γ < π/2, äå

Pj(γ) =

{
z ∈ C : |z| − Re (ze−2iγ) < 2vj(1−

j∑
s=1

vs) cos
2 γ

}
. (4.18)

Òîäi çàëèøêè R
(j)
n , n ≥ 0, j = 1, N , ÃËÄ (4.6) íàëåæàòü ïiâïëîùèíàì

H(1−
∑j

s=1 vs; γ), äå

H(b, γ) =
{
z ∈ C : Re (ze−iγ) ≥ b cos γ

}
. (4.19)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiâïëîùèíè

1 +

j∑
s=1

H(−vs, γ) = H(1−
j∑

s=1

vs, γ), j = 1, N.

Îñêiëüêè
∑N

j=1 vj < 1, òî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: 0 ̸∈ H(1 −
∑j

s=1 vs, γ), j =

1, N . Ïðè âiäîáðàæåííi ω = cj/z ïiâïëîùèíè H(1 −
∑j

s=1 vs, γ), j = 1, N ,

ïåðåõîäèòü ó êðóãè

Bj = B

 cje
−iγ

2(1−
∑j

s=1 vs) cos γ
,

|cj|

2(1−
∑j

s=1 vs) cos γ

 , j = 1, N.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (1.20)-(1.21) ìíîæèíè H(1 −
∑j

s=1 vs, γ) ¹ ìíîæèíàìè

çíà÷åíü äðîáó îáåðíåíîãî äî (4.6), à Pj(γ) � ìíîæèíàìè åëåìåíòiâ, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî cj ∈ Pj(γ), j = 1, N , âèêîíóþòüñÿ óìîâè

cj

1 +
∑j

s=1H(−vs, γ)
⊂ H(−vj, γ), j = 1, N.

Öå ðiâíîñèëüíî âêëþ÷åííþ Bj ⊂ H(−vj, γ), j = 1, N , àáî âèêîíàííþ íåðiâ-

íîñòåé

|cj|

2(1−
∑j

s=1 vs) cos γ
≤ vj cos γ + Re

(
cje

−2iγ

2(1−
∑j

s=1 vs) cos γ

)
,

ùî åêâiâàëåíòíî óìîâàì: cj ∈ Pj(γ), j = 1, N .
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Òåîðåìà 4.4. Íåõàé åëåìåíòè cj äðîáó (4.6) íàëåæàòü ïàðàáîëi÷íèì îáëà-

ñòÿì Pj(γ), j = 1, N , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëàìè (4.18) ïðè äå-

ÿêîìó γ, −π/2 < γ < π/2. Òîäi

1) 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ (4.6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïà-

êòi îáëàñòi P, äå P = P1(γ)× P2(γ)× . . .× PN(γ);

2) îáëàñòþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ êðóã

BN = B

 e−iγ

2(1−
∑N

s=1 vs) cos γ
,

1

2(1−
∑N

s=1 vs) cos γ

 ,

äå vj > 0, j = 1, N ,
∑N

j=1 vj < 1, vj � äåÿêi ñòàëi;

3) à) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.6)

|Fn+m − Fn| ≤ L1

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1, (4.20)

ÿêùî |cj| < (1 −
∑j

s=1 vs)
2 cos2 γ, j = 2, N , äå ξ = max

j=1,N
{ξj}, ξ1 =∣∣∣∣∣∣

1−
√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ξj =
|cj|

(1−
∑j

s=1 vs)
2 cos2 γ

, L1 � äåÿêà ñòàëà;

á) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi äðîáó (4.6)

|Fn+m − Fn| ≤ L2

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1, (4.21)

ÿêùî v1 < 1/2, c1 ∈ Ω1, äå Ω1 = P1(γ)
∩
{|z| ≤ R1}, i |cj| ≤ R2 < µ,

äå µ = (1−
∑N

s=1 vs)
2 cos2 γ, äå ρ = max{ρ1;R2/µ},

ρ1 =

√√√√1− 4
√
d sin(θ/2) + 4d

1 + 4
√
d sin(θ/2) + 4d

,

äå d = δ, ÿêùî δ∆ ≤ 1/16 àáî d = ∆, ÿêùî δ∆ > 1/16; L2 �

äåÿêà ñòàëà. Çíà÷åííÿ θ, δ, ∆ çíàõîäèìî ç óìîâè: Ω1 ⊂ D1, äå

D1âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.5).

Äîâåäåííÿ. 1. Âèêîðèñòà¹ìî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Ñòiëòü¹ñà-

Âiòàëi äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ïiäõiäíèõ äðîáiâ
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{Fn(z)}∞n=1, äå z = (z1, z2, . . . , zN) ôóíêöiîíàëüíîãî äðîáó (4.15). Çãiäíî ç

ëåìîþ 4.2 ìà¹ìî: R(N)
n (z) ∈ H(1−

∑N
s=1 vs, γ). Îñêiëüêè Fn(z) = (R

(N)
n (z))−1,

òî Fn(z) ∈ BN(γ), òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ïiäõiäíèõ äðîáiâ Fn(z) ¹ ðiâíîìiðíî

îáìåæåíîþ â P . Ïîêëàäåìî R = min{ 1
4N ; vj(1 −

∑j
s=1 vs) cos

2 γ, j = 1, N} i

ðîçãëÿíåìî ïîëiêðóã KR, äå D = {z ∈ CN : |zj| ≤ R} íà ìíîæèíi P . ßêùî

z ∈ KR, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî j, j = 1, N , ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|zj| −Re(zje
−2iγ) ≤ 2|zj| ≤ 2R ≤ 2vj(1−

j∑
s=1

vs) cos
2 γ.

Îòæå, zj ∈ Pj(γ), j = 1, N , i z ∈ P , KR ⊂ P . Íà îñíîâi òåîðåìè 1.11 [äèâ.

ñòð. 21] ôóíêöiîíàëüíèé äðiá (4.15) çáiãà¹òüñÿ, ÿêùî z ∈ KR. Öå äîâîäèòü ðiâ-

íîìiðíó çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.6) íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi îáëàñòi

P .

2. Îñêiëüêè Fn = Fn(C) = (R
(N)
n (C))−1, C = (c1, c2, . . . , cN), òî çãiäíî ç

ëåìîþ 4.2 êðóã BN(γ) ¹ îáëàñòþ çíà÷åíü ÃËÄ (4.6).

3a. Äëÿ îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ âèêîðèñòà¹ìî

ôîðìóëó (2.20) i îäåðæèìî îöiíêó

|Fn+m − Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
n

∣∣∣
∑

k∈IN
n+1

|c1|k1|c2|k2 . . . |cN |kN

N∏
j=1

kj∏
r=1

(∣∣∣R(j)
m+sj−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣),

äå sj = n−
N∑

l=j+1

kl, R
(j)
−1 = 1, j = 1, N .

Îñêiëüêè c1 ∈ P1(γ), P1(γ) ⊂ {z ∈ C : |arg (z + 1/4)| < π}, òî çíà÷åííÿ

çàëèøêiâ 1-î¨ âiòêè çíàõîäèìî çãiäíî ç ôîðìóëîþ R
(1)
n =

xn+2 − yn+2

xn+1 − yn+1
, n ≥ 0,

äå x = 1
2(1 +

√
1 + 4c1), y = 1

2(1−
√
1 + 4c1) � ïðèòÿãóâàëüíà òà âiäøòîâõó-

âàëüíà òî÷êè äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ s(ω) = 1 + c1/ω. Êðiì öüîãî,

c1 = x · y. Îòæå, àíàëîãi÷íî ÿê ó òåîðåìi 3.1 äëÿ k1, 1 ≤ k1 ≤ n+ 1 ìà¹ìî

|c1|k1∏k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(1)
s1−r

∣∣∣ ≤ M1

 |c1|
|x|2

k1

≤ M1

 |y|
|x|

k1

= M1ξ
k1
1 ,
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äå M1 =
|
√
1 + 4c1|

(1 + ξ1 + ξ21)(1− ξ1)2
, ξ1 =

∣∣∣∣∣∣
1−

√
1 + 4c1

1 +
√
1 + 4c1

∣∣∣∣∣∣, ξ1 < 1.

Çãiäíî ç ëåìîþ 4.2 äëÿ ìîäóëiâ çàëèøêiâ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè: |R(j)
n | ≥

Re (R(j)
n e−iγ) ≥ (1−

∑j
s=1 vs) cos γ. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤ |cj|
(1−

∑j
s=1 vs)

2 cos2 γ
,

îäåðæèìî îöiíêó

k+1∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤ ξk+1
j , 1 ≤ k ≤ n+ 1,

äå ξj =
|cj|

(1−
∑j

s=1 vs)
2 cos2 γ

. Ïîçíà÷èìî ξ = max
j=1,N

{ξj} i îäåðæèìî îöiíêó

øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.6)

|Fn+m−Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
n

∣∣∣
∑

k∈I(N)
n+1

M1ξ
k1
1 ξk22 . . . ξkNN ≤ L1

(
N − 1

n+N − 1

)
ξn+1,

äå L1 = M1/(1−
∑N

s=1 vs)
2 cos2 γ. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåð-

æèìî îöiíêó (4.20).

Ïóíêò 3á. Âñòàíîâèìî îöiíêó ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi äðîáó (4.6). Äëÿ öüîãî

âèêîðèñòà¹ìî ëåìó 4.1. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ θ, δ, ∆ çíàéäåìî ç óìîâè Ω1 ⊂

D, äå Ω1 âèçíà÷åíà â óìîâi òåîðåìè, à ìíîæèíà D âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç

ôîðìóëîþ (4.5). Îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 4.1 ìà¹ìî îöiíêè

|c1|k1∏k1
r=1

∣∣∣R(1)
s1+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(1)
s1−r

∣∣∣ ≤ C

 |c1|
|x|2

k1

≤ C

 |y|
|x|

k1

= Cξk11 ,

äå C =
2
√
∆

(1− ρ1)2
, ξ1 ≤ ρ1, äå ρ1 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.4).

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó: Re(Rj
ne

−iγ) ≥ (1−
∑j

s=1 vs) cos γ >
√
µ, ìà¹ìî

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤ |cj|
(1−

∑j
s=1 vs)

2 cos2 γ
≤

R2

µ
= ρ2, j = 2, N,
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kj∏
r=1

|cj|∣∣∣R(j)
sj+m−r

∣∣∣ · ∣∣∣R(j)
sj−r

∣∣∣ ≤ ρ
kj
2 , 1 ≤ kj ≤ n+ 1,

Îòæå, îäåðæèìî îöiíêó øâèäêîñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi äðîáó (4.6)

|Fn+m − Fn| ≤
1∣∣∣R(N)

n+m

∣∣∣ · ∣∣∣R(N)
n

∣∣∣
∑

k∈IN
n+1

ρk11 ρ
k2
2 . . . ρkN ≤ L2

(
N − 1

n+N − 1

)
ρn+1,

äå ρ = max{ρ1;R2/µ}, L2 =
2
√
∆

(1− ρ1)2(1−
∑N

s=1 vs)
2 cos2 γ

. Ïåðåéøîâøè äî

ãðàíèöi ïðè m → ∞, îäåðæèìî îöiíêó (4.21).

Ó ôîðìóëþâàííi öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà ïîñëàáèòè óìîâè íà åëåìåíò c1 ïðè-

ïóñòèâøè, ùî c1 ∈ {z ∈ C : | arg(z + 1/4)| < π}, à äëÿ îáëàñòåé P2(γ), ...,

PN(γ) ïîêëàñòè γ = 1
2 arg c1. Îòðèìà¹ìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïî c2, ..., cN

ïðè ôiêñîâàíîìó åëåìåíòi c1.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé N > 1 i åëåìåíòè cj äðîáó (4.6) çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè

c1 ∈ Ω1 = {z ∈ C : | arg(z + 1/4)| < π},

cj ∈ Pj(α1), äå

Pj(α1) =
{
z ∈ C : |z| − Re (ze−2iα1) ≤ 2lj cos

2 α1

}
,

äå α1 = 1
2 arg c1, lj =

1− ε

2(N − 1)

1

2
−

(1− ε)(j − 1)

2(N − 1)

, ε � äåÿêèé ïàðàìåòð

òàêèé, ùî 0 < ε < 1. Òîäi

1) 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî c2, ..., cN íà áóäü-ÿêîìó

êîìïàêòi ìíîæèíè P2(α1) × P3(α1) . . .PN(α1) ïðè ôiêñîâàíîìó åëå-

ìåíòi c1;

2) ìíîæèíîþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ êðóã

B = B

 e−iα1

ε cosα1
,

1

ε cosα1

 .
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Äîâåäåííÿ. 1. Ó òåîðåìi 4.4 âèáåðåìî âåêòîð âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ

−→v =

1

2
,

1− ε

2(N − 1)
, . . . ,

1− ε

2(N − 1)

. Îñêiëüêè c1 ∈ Ω1 i Ω1 =
∪

(−π
2 ;

π
2 )

P1(γ),

l1 = 1/4, òîäi iñíó¹ α1, òàêèé ùî c1 ∈ P1(α1). Âèáèðà¹ìî i ôiêñó¹ìî åëåìåíò

c1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.4 ïðè óìîâàõ: cj ∈ Pj(α1), j = 1, N , îäåðæè-

ìî, ùî 1-ïåðiîäè÷íèé äðiá (4.6) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi

ìíîæèíè P . ßêùî K � äîâiëüíèé êîìïàêò ç P2 ×P3 × . . .×PN , òî {c1} × K

� êîìïàêò ç P . Îòæå, ìà¹ìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü äðîáó (4.6) íà áóäü-ÿêîìó

êîìïàêòi ç ìíîæèíè P2 × P3 × . . .× PN ïðè ôiêñîâàíîìó c1 ∈ Ω1.

2. Âðàõîâóþ÷è, ùî 1 −
∑N

j=1 vj = ε/2, òî çãiäíî ç ïóíêòîì 2 òåîðåìè 4.4

îáëàñòþ çíà÷åíü öüîãî äðîáó ¹ êðóã B.

4.3. Áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ

ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó

Âñòàíîâèìî îáëàñòi åëåìåíòiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ÿêi âiäïîâiäàþòü çàäàíèì êðóãîâèì îáëàñòÿì

çíà÷åíü.

Ëåìà 4.3. Íåõàé B(Γ, ρ) = {z ∈ C : |z−Γq| < ρq} � çàäàíi êðóãè, äå Γq ∈ C,

ρq > 0, |Γq| < ρq, q = 1, N . Ïðè÷îìó ρ∗q < |1 + Γ∗
q|, äå Γ∗

q =
∑q

j=1 Γj, ρ
∗
q =∑q

j=1 ρj, q = 1, N . ßêùî ìíîæèíè Vq,j = Vq = B(Γq, ρq), q = 1, N , j = 1, pq,

¹ ìíîæèíàìè çíà÷åíü äðîáó

c0

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

, (4.22)

òî ìíîæèíè

Ωq,j = Ωq = Oq =

z ∈ C : |z − dq|+ |z|
ρ∗q

|1 + Γ
∗
q|
<

ρq

|Γq|
|dq|

 , (4.23)
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äå dq = Γq(1 + Γ∗
q)

1−
ρ∗2q

|1 + Γ∗
q|2

, ¹ ìíîæèíàìè åëåìåíòiâ öüîãî äðîáó,

òîáòî cik,s ∈ Oik, ik = 1, ik−1, 1 ≤ s ≤ pik. Áiëüøå òîãî, çàëèøêè R
(q,j)
n

íàëåæàòü êðóãàì B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q), q = 1, N , j = 1, pq, n ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî 1 +
∑q

j=1 B(Γj, ρj) = B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q), q = 1, N ,

i 0∈B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q). Ïðè âiäîáðàæåííi ω = 1/z êðóã B(1 + Γ∗

q, ρ
∗
q) ïåðåõîäèòü â

êðóã B

 1 + Γ
∗
q

|1 + Γ∗
q|2 − ρ∗2q

,
ρ∗q

|1 + Γ∗
q|2 − ρ∗2q

. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C òà R âiäïîâiäíî

öåíòð òà ðàäióñ êðóãà
cq,j

B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q)
, q = 1, N ; j = 1, pq âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç

îçíà÷åííÿì (1.20)-(1.21) êðóãè B(Γq, ρq) ¹ ìíîæèíàìè çíà÷åíü i Oq � ìíîæè-

íàìè åëåìåíòiâ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî cq,j ∈ Oq, q = 1, N ; j = 1, N , òîáòî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
cq,j

B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q)

⊂ B(Γq, ρq), q = 1, N ; j = 1, pq. Âîíè åêâi-

âàëåíòíi âèêîíàííþ íåðiâíîñòåé: |Γq−C|+R ≤ ρq, q = 1, N . Öå ðiâíîñèëüíî:∣∣∣∣∣∣
cq,j(1 + Γ

∗
q)

|1 + Γ∗
q|2 − ρ∗2q

− Γq

∣∣∣∣∣∣+
|cq,j|ρ∗q

|1 + Γ∗
q|2 − ρ∗2q

≤ ρq.

Âðàõîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.11) äëÿ çàëèøêiâ i òå, ùî cq,j ∈

Oq, q = 1, N ; j = 1, N , ìà¹ìî: R(q,j)
n ∈ B(1 + Γ∗

q, ρ
∗
q), n ≥ 0, q = 1, N ; j = 1, pq.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Â [109] ïîêàçàíî, ùî ∂Oq � öå îâàë, ÿêèé ¹ ñèìåòðè÷íèé

âiäíîñíî ïðÿìî¨ eαqiR, äå αq = arg Γq(1 + Γ∗
q). Òî÷êè ïåðåòèíó îâàëó ∂Oq ç

ïðÿìîþ eαqiR ïîçíà÷èìî v1,q i v2,q:

v1,q = (|Γq| − ρq)(|1 + Γ∗
q| − ρ∗q)e

argαq ,

v2,q = (|Γq|+ ρq)(|1 + Γ∗
q| − ρ∗q)e

argαq .
(4.24)

Âiääàëi âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî öèõ òî÷îê íàçèâàþòü ìàëîþ òà âåëèêîþ

îñÿìè îâàëó ∂Oq âiäïîâiäíî, äèâ. ðèñ. 4.2. Î÷åâèäíî, ùî B(0, |v1,q|) ⊂ Oq ⊂

B(0, |v2,q|) i B(dq, |v2,q| − |dq|) ⊂ Oq ⊂ B(dq, |v1,q|+ |dq|).
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Ðèñ. 4.2. Îâàëüíà îáëàñòü.

Íåõàé iñíóþòü ñêií÷åííÿ ãðàíèöi çàëèøêiâ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.22),

òîáòî lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), q = 1, N . Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîðàæåííÿ:

s(q,j)(ω) = Z(q−1) + cq,j/ω i t(q,j)(ω) = cq,j/(Z
(q−1) + ω), j = 1, pq; Z(0) = 1 òà ¨õ

êîìïîçèöiþ

S(q)(ω) = s(q,1) ◦ s(q,2) ◦ . . . ◦ s(q,pq)(ω),

T (q)(ω) = t(q,1) ◦ t(q,2) ◦ . . . ◦ t(q,pq)(ω), q = 1, N. (4.25)

Ïîçíà÷èìîX(1) ïðèòÿãóâàëüíó íåðóõîìó òî÷êó äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæå-

ííÿ S(1)(ω), Y (q), q = 2, N � âiäøòîâõóâàëüíi íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííü

T (q)(ω).

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé åëåìåíòè cq,j
−→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.10) íàëåæàòü

îâàëüíèì îáëàñòÿì (4.23), òîáòî cq,j ∈ Oq, j = 1, pq, q = 1, N . Òîäi

1) ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N öüîãî äðîáó çáiãàþòüñÿ,

çîêðåìà, −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.10) çáiãà¹òüñÿ;

2) ÿêùî äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ T (q)(ω), q = 2, N , � ëîêñîäðîìi÷íîãî

òèïó, i lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), q = 1, N , òî

Z(q) =

 X(1), ÿêùî q = 1;

−Y (q), ÿêùî 2 ≤ q ≤ N ;
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i lim
n→∞

Fn = F , äå F = (Z(N))−1;

3) n-íi ïiäõiäíi äðîáè ÃËÄ (4.10) íàëåæàòü êðóãó

K = B

 1 + Γ
∗
N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

,
ρ∗N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

 .

4) ÿêùî êðiì öüîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè: ρq < (|1 + Γ∗
q| − |Γq| − ρ∗q−1)/2,

ρ∗0 = 0, q = 1, N , òî äðiá (4.10) çáiãà¹òüñÿ i ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

øâèäêîñòi çáiæíîñòi

|F − Fn| ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ζn+1, n ≥ 1, (4.26)

äå ζ = max
q=1,N

{ζq}, ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q| − ρ∗q

, L � äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. 1-3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî q, äîâå-

äåìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N çáiãàþòüñÿ i ¨õ ãðàíèöi

âiäìiííi âiä íóëÿ.

Îñêiëüêè c1,j ∈ O1, j = 1, p1, òî çãiäíî ç îâàëüíîþ òåîðåìîþ 1.5 [äèâ.

ñòð. 14], ïîñëiäîâíiñòü {R(1,1)
n }∞n=1 çáiãà¹òüñÿ, òîáòî lim

n→∞
R

(1,1)
n = Z(1). Çãiäíî

ëåìîþ 4.3 R
(1,1)
n ∈ B(1 + Γ1, ρ1), n ≥ 1. Îñêiëüêè dist(0, ∂B(1 + Γ1, ρ1)) =

|1 + Γ1| − ρ1 > 0, òî Z(1) ̸= 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k ïîñëiäîâíîñòi {R(s,1)
n }∞n=1, 2 ≤ s ≤ k çáiãà-

þòüñÿ, òîáòî lim
n→∞

R
(s,1)
n = Z(s), i Z(s) ̸= 0, 2 ≤ s ≤ k.

Çàëèøêè R
(k+1,1)
n çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R(k+1,1)
n = R(k,1)

n +
ck+1,1|

|R(k,1)
n−1

+ . . .+
ck+1,n|

|R(k,1)
0

, n ≥ 1.

Îòæå, R(k+1,1)
n � çâîðîòíèé íåïåðåðâíèé äðiá ãðàíè÷íî-pk+1-ïåðiîäè÷íîãî íå-

ïåðåðâíîãî äðîáó
∞
D
n=1

(ck+1,n/R
(k,1)
n−1 ), ó ÿêîãî cik+1,n

= cik+1,s
, äå n = mpk+1 + s,

m ≥ 0, 1 ≤ s ≤ pk+1. Éîìó âiäïîâiäà¹ äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ (4.25)

T (k+1)(ω) ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó. Çãiäíî ç ïóíêòîì 2 òåîðåìè 1.9 [äèâ. ñòð. 17]
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ìà¹ìî

lim
n→∞

R(k+1,1)
n = Z(k+1).

Ç ëåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî çàëèøêè R
(k+1,1)
n ∈ B(1 + Γ∗

k+1, ρ
∗
k+1), n ≥ 1. Îòæå,

Z(k+1) ̸= ∞. Áiëüøå òîãî, dist(0, ∂B(1 + Γ∗
k+1, ρ

∗
k+1)) = |1 + Γ∗

k+1| − ρ∗k+1 > 0 i

Z(k+1) ̸= 0.

Îñêiëüêè, Fn = 1/R
(N,1)
n i |R(N,1)

n | > δ, äå δ = |1 + Γ∗
N | − ρ∗N , n > 0, òîäi

ïîñëiäîâíiñòü {Fn}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ, òîáòî lim
n→∞

Fn = F i F = (Z(N))−1. Îñêiëüêè

R
(N,1)
n ∈ B(1 + Γ∗

N , ρ
∗
N), òî Fn ∈ K, n > 1.

4. Äëÿ îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi äðîáó (4.10) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìó-

ëó (2.18). ßêùî cq,j ∈ Oq, j = 1, pq, q = 1, N , òî çàëèøêè R
(q,j)
n íà-

ëåæàòü âiäïîâiäíèì êðóãàì B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q) i ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè çíèçó:

|R(q,j)
n | ≥ |1 + Γ∗

q| − ρ∗q, q = 1, N , j = 1, pq. Îñêiëüêè cq,j ∈ Oq, òî |cq,j| ≤ |v2,q|,

äå |v2,q| = (ρq + |Γq|)(|1 + Γ∗
q| − ρ∗q), q = 1, N , j = 1, pq. Îòæå, äëÿ j = 1, pq,

1 ≤ r ≤ n+ 1 ìà¹ìî

|cq,j|

|R(q,j+1)
n+m−r||R

(q,j+1)
n−r |

≤
(ρq + |Γq|)(|1 + Γ∗

q| − ρ∗q)

(|1 + Γ∗
q| − ρ∗q)

2
= ζq.

Âðàõîâóþ÷è óìîâè íà ðàäióñè ρq, q = 1, N , ìà¹ìî: ζq = (ρq + |Γq|)/(|1+Γ∗
q| −

ρ∗q) < 1, q = 1, N .

Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî

|Fm+n − Fn| ≤
1

(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N)

2

∑
k∈I(N)

n+1

ζk11 ζk22 . . . ζkNN ≤ L

(
N − 1

n+N − 1

)
ζn+1.

Ïðè m → ∞ îòðèìà¹ìî îöiíêó (4.26), L = 1/(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N)

2.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Çàëèøîê R
(q,j)
n � öå çâîðîòíèé ãðàíè÷íî-pk+1-

ïåðiîäè÷íèé íåïåðåðâíèé äðiá, q = 2, N . Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi {R(q,1)
n }∞n=1

çáiãàþòüñÿ, òî ïîñëiäîâíîñòi {R(q,j)
n }∞n=1 òàêîæ çáiæíi, j = 2, pq, òîáòî

lim
n→∞

R
(q,j)
n = Z(q,j). Ãðàíèöÿ Z(q,j) = −Y (q,j), äå Y (q,j) � âiäøòîâõóâàëüíà
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òî÷êà äðîáîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ

t(q,j)(ω) =
cq,j|

|Z(q−1)
+ . . .+

cq,j+pq−1|
|Z(q−1)

+
cq,j+pq |

|Z(q−1) + ω
.

Êðiì öüîãî, çãiäíî ç ëåìîþ 4.3, ìà¹ìî: R
(q,j)
n ∈ B(1 + Γ∗

q, ρ
∗
q), q = 1, N , j =

1, pq. Îñêiëüêè 0∈B(1 + Γ∗
q, ρ

∗
q), òî Z(q,j) ̸= 0.

Çàïèøåìî îâàëüíi îáëàñòi (4.23) ó âèãëÿäi

Oq =

z ∈ C : |z − dq|+ |z|
ρ∗q

|1 + Γ
∗
q|
< ρq(1 + Γ∗

q)

1−
ρ∗2q

|1 + Γ∗
q|2

 ,

ßêùî Γq = 0, q = 1, N , òî Oq âèðîäæóþòüñÿ â êðóãè B(0, ρq(1 − ρ∗q)), äëÿ

çàïèñó ÿêîãî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ Wq.

Ðîçãëÿíåìî 1-ïåðiîäè÷íèé ÃËÄ âèãëÿäó(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik
1

)−1

, (4.27)

äå cq ∈ C, q = 1, N .

Äîñëiäèìî êðóãîâi îáëàñòi çáiæíîñòi öüîãî äðîáó, ÿêi ìîæíà îäåðæàòè ç

îâàëüíî¨ òåîðåìè 4.5. Íåõàé αq, q = 1, N , � ðàäióñè êðóãiâ Wq, q = 1, N .

Iç òåîðåìè 4.5 âèïëèâà¹, ùî ïàðàìåòðè ρq, q = 1, N , ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè

ðiâíÿííÿ

ρq(1− ρ∗q) = αq, q = 1, N. (4.28)

i óìîâè: ρq > 0, ρ∗q < 1, q = 1, N .

Iç áàãàòîâèìiðíîãî àíàëîãó òåîðåìè Âîðïiöêîãî òåîðåìè 1.11 [äèâ. ñòð. 21]

äëÿ äðîáó (1.24) âèïëèâà¹, ùî |ai(1)| ≤ 1/(4N). Öÿ óìîâà äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî

ÃËÄ (4.27) ìà¹ âèãëÿä: |cq| ≤ 1/(4N), q = 1, N . Çàñòîñó¹ìî îâàëüíó òåîðåìó

äëÿ ðîçøèðåííÿ êðóãîâèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi äðîáó (4.27).

Ïîêëàäåìî αq = 1/(4N), q = 1, N − 1, âèáåðåìî ρN òàê, ùîá âèðàç ρN(1−

ρ∗N) äîñÿãàâ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.
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Íåõàé N = 2. Òîäi α1 = 1/8. Çíà÷åííÿ ρ1 çíàéäåìî ç ðiâíÿííÿ ρ1(1−ρ1) =

1/8, à ρ2 � ç óìîâè ρ2(1 − ρ1 − ρ2) → max. Ìà¹ìî: ρ1 = (2 −
√
2)/4, ρ2 =

(2+
√
2)/8. Òîäi îäåðæèìî êðóãè:W1 = B(0, 1/8) iW2 = B(0, (3+2

√
2)/32) ⊃

B(0, 1/8).

Íåõàé N = 3, òîäi ç ñèñòåìè ðiâíÿíü ρ1(1− ρ1) = 1/12

ρ2(1− ρ1 − ρ2) = 1/12

ìà¹ìî: ρ1 = (3−
√
6)/6, ρ2 = (3 +

√
6−

√
3 + 6

√
6)/12. Ç óìîâè

ρ3(1− ρ1 − ρ2 − ρ3) → max .

îäåðæó¹ìî ρ3 = (3+
√
6+
√

3 + 6
√
6)/24. Îòæå, ìà¹ìî:W1 = W2 = B(0, 1/12)

i W3 = B(0, 0.161881) ⊃ B(0; 1/12).

Ðîçãëÿíåìî àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ïîáóäîâà êðóãîâèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi äðî-

áó (4.27) òàêèõ, ùîá ðàäióñè âñiõ êðóãiâ Wq, q = 1, N , äîñÿãàþòü ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åííÿ. Iç óìîâ ρq(1 − ρ∗q) → max, q = 1, N , îäåðæèìî ρq = 1/2q i

αq = 1/4q. Òîäi îäåðæèìî êðóãè Wq = B(0, 1/4q), q = 1, N .

Òåîðåìà 4.6. Íåõàé åëåìåíòè −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.10) íàëåæàòü

îâàëüíèì îáëàñòÿì Oq,j, òîáòî cq,j ∈ Oq,j, q = 1, N , j = 1, pq, äå

Oq,j =

z ∈ C : |z − dq,j|+ |z|
ρ∗q,j+1

|1 + Γ
∗
q,j|

<
ρq,j

|Γq,j|
|dq,j|

 (4.29)

i |1 + Γ∗
q,j| > ρ∗q,j, q = 1, N , j = 1, pq,

äå dq,j = Γq,j(1 + Γ∗
q,j+1)

1−
ρ∗2q,j+1

|1 + Γ∗
q,j+1|2

, Γ∗
q,j =

∑q−1
s=1 Γs,1 + Γq,j, ρ

∗
q =∑q−1

s=1 ρs,1 + ρq,j, Γq,pq+1 = Γq,1, ρq,pq+1 = ρq,1, q = 1, N , j = 1, pq. Òîäi

1) äðiá (4.10) òà ïîñëiäîâíîñòi éîãî çàëèøêiâ {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N , ðiâ-

íîìiðíî çáiãàþòüñÿ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ìíîæèíè

O = O1,1 × . . .×O1,p1 × . . .×ON,1 × . . .×ON,pN ;
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2) çàëèøêè öüîãî äðîáó íàëåæàòü êðóãàì: R
(q,j)
n ∈ B

(
1 + Γ∗

q,j, ρ
∗
q,j

)
, q =

1, N , j = 1, pq, i n-íi ïiäõiäíi äðîáè Fn ∈ K, n ≥ 1, äå

K = B

 1 + Γ
∗
N,1

|1 + Γ∗
N,1|2 − ρ∗2N,1

,
ρ∗N,1

|1 + Γ∗
N,1|2 − ρ∗2N,1

 .

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ÿê ó ïîïåðåäíié òåîðåìi, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

R
(q,j)
n ∈ B(1 + Γ∗

q,j+1, ρ
∗
q,j+1), ÿêùî ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ

cq,j

B(1 + Γ∗
q,j+1; ρ

∗
q,j+1)

⊂ B(Γq,j, ρq,j), q = 1, N, j = 1, pq, . (4.30)

Î÷åâèäíî, ùî 0∈B(1+Γ∗
q,j, ρ

∗
q,j). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cq,j òà Rq,j âiäïîâiäíî öåíòð

òà ðàäióñ êðóãà
cq,j

B(1 + Γ∗
q,j+1, ρ

∗
q,j+1)

. Âêëþ÷åííÿ (4.30) åêâiâàëåíòíå âèêîíàí-

íþ íåðiâíîñòi: |Cq,j − Γq,j|+Rq,j ≤ ρq,j, ùî ðiâíîñèëüíî óìîâi:∣∣∣∣∣∣
cq,j(1 + Γ

∗
q,j+1)

|1 + Γ∗
q,j+1|2 − ρ∗2q,j+1

− Γq,j

∣∣∣∣∣∣+
|cq,j|ρ∗q,j+1

|1 + Γ∗
q,j+1|2 − ρ∗2q,j+1

≤ ρq,j

àáî cq,j ∈ Oq,j. Âðàõîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.10), ìà¹ìî: R
(q,j)
n ∈

B(1 + Γ∗
q,j, ρ

∗
q,j), äå n ≥ 1; q = 1, N ; j = 1, pq.

Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi äðîáó (4.10) âèêîðèñòà¹ìî áàãàòîâèìiðíå óçà-

ãàëüíåííÿ òåîðåìè Ñòiëòüåñà-Âiòàëi. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî ôóíêöiîíàëüíi ãi-

ëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè

1 +
∞
D
k=1

jk−1∑
jk=1

zjk,s
1

, j0 = 1, N.

Íåõàé j0 = q, 1 ≤ q ≤ N , òîäi R(q,1)
n (zσq) � n-èé çàëèøîê öüîãî äðîáó, äå σq =∑q

j=1 pj, z
(σq) = (z1,1, z1,2, . . . , z1,p1, . . . , zq,1, zq,2 . . . ; zq,pq), q = 1, N . Äîâåäåìî,

ùî iñíóþòü ãðàíèöi lim
n→∞

R
(q,1)
n (zσq).

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó

O(q) = O1,1 × . . .×O1,p1 × . . .×Oq,1 × . . .×Oq,pq .
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Íåõàé D = {z(σq) ∈ Cσq : |zk| ≤ r < rq, k = 1, σq} � çàìêíåíèé ïîëiêðóã,

ÿêèé ìiñòèòüñÿ ó ìíîæèíi O(q), äå

rq = min{1/(4N), |vs,m| : s = 1, q;m = 1, pq}

i |vq,j| � ìàëà âiñü îâàëó Oq,j, ÿêó çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ |vq,j| = (|Γq,j| −

ρq,j)(|1 + Γ∗
q,j| − ρ∗q,j), q = 1, N , j = 1, pq. Çáiæíiñòü R

(q,1)
n (zσq) íà êîìïàêòi D

ìíîæèíè O(q) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.11 äëÿ ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Çîêðå-

ìà, îäåðæó¹ìî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi çàëèøêiâR(N,1)
n (zσN ) â òî÷öiM ∈ O(N)

ç êîîðäèíàòàìè zq,j = cq,j, q = 1, N , j = 1, pq.

Îñêiëüêè Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

i |R(q,j)
n | > δ, äå δ = min(|1 + Γ∗

q,j| − ρ∗q,j) > 0,

äå q = 1, N ; j = 1, pq, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi n-õ ïiäõiäíèõ äðîáiâ

{Fn}∞n=1. Âðàõîâóþ÷è, ùî R
(N,1)
n ∈ B(1 + Γ∗

N,1, ρ
∗
N,1), ìà¹ìî Fn ∈ K, n ≥ 1.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Ó òåîðåìi 4.5, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðå-

ìè 4.6 ìîæíà äîâåñòè ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ (4.10)

íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi îáëàñòi Ô, äå

Ô = Op1
1 × . . .×OpN

N ,

äå Opq
q = Oq × . . .×Oq︸ ︷︷ ︸

pq

, q = 1, N .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.5 ìîæíà äîâåñòè çái-

æíiñòü íà ìíîæèíàõ Oq,j, q = 1, N , j = 1, pq. Áiëüøå òîãî, ÿêùî âiäïîâiäíi

äðîáîâî-ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ (4.25) T (q)(ω), q = 2, N , ëîêñîäðîìi÷íîãî òèïó,

òî ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N .

4.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 äîñëiäæåíî ðiçíi îáëàñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü òà âñòàíîâëåíî îöiíêó øâèäêîñòi çáiæíî-

ñòi 1-ïåðiîäè÷íîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó, äîñëi-
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äæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi â êðóãîâèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòÿõ çáiæíîñòi

1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Äîñëiäæåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé, ÿêi çàäàþòüñÿ ÷åðåç

âàãîâi êîåôiöi¹íòè.

Äîâåäåíî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü 1-ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ïðè óìîâàõ, ùî åëå-

ìåíò 1-î¨ âiòêè íàëåæèòü êóòîâié îáëàñòi, à âñi iíøi � äåÿêié áàãàòîâèìiðíié

îáëàñòi, òà âñòàíîâëåíi îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ïðè íàêëàäàííi äîäàòêî-

âèõ îáìåæåíü.

Äîñëiäæåíî îâàëüíi îáëàñòi çáiæíîñòi òà îáëàñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

äëÿ −→p -ïåðiîäè÷íîãî ÃËÄ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Âñòàíîâëåíî îöiíêè øâèä-

êîñòi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà ïàðàìåòðè îâàëüíèõ

îáëàñòåé. Ðîçãëÿíóòî ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ îâàëüíèõ òåîðåì äëÿ ðîçøè-

ðåííÿ êðóãîâèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi, ÿêi âèçíà÷åíi ç áàãàòîâèìiðíîìó àíàëîçi

òåîðåìè Âîðïiöêîãî.

Ìàòåðiàëè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [30,31,36,75,76].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîäàëüøîìó ðîçâèòêó àíàëiòè÷íî¨ òåîði¨ ãi-

ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Ïîáóäîâàíî òà äîñëiäæåíî âàæëèâèé ïiäêëàñ

ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ � ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöi-

àëüíîãî âèãëÿäó. Îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

� âèçíà÷åíî −→p -ïåðiîäè÷íi ãiëëÿñòi ëàíöþãîâi äðîáè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿ-

äó; âñòàíîâëåíî ôîðìóëè ðiçíèöi äâîõ ïiäõiäíèõ äðîáiâ, à òàêîæ ôîð-

ìóëó ðiçíèöi ìiæ ïiäõiäíèì äðîáîì −→p -ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþ-

ãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó òà éîãî çíà÷åííÿì, ùî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç íåðóõîìi òî÷êè âiäïîâiäíèõ äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü; âñòà-

íîâëåíî îöiíêó ìîäóëÿ ðiçíèöi ïiäõiäíèõ äðîáiâ 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿ-

ñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó;

� äëÿ 1-ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

âñòàíîâëåíî ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü ïðè óìîâàõ, ùî ÷àñòèííèé ÷èñåëüíèê

1-î¨ âiòêè íàëåæèòü ïëîùèíi ç ðîçðiçîì, à âñi iíøi åëåìåíòè � àáî êðó-

ãîâèì îáëàñòÿì, àáî îá'¹äíàííÿì ïàðàáîëi÷íèõ îáëàñòåé, àáî ïëîùèíàì

ç ðîçðiçàìè; äîñëiäæåíî êóòîâi îáëàñòi çáiæíîñòi òà äîâåäåíî íåîáõiäíó

îçíàêó çáiæíîñòi;

� äîâåäåíî áàãàãîâèìiðíi óçàãàëüíåííÿ îâàëüíî¨ òåîðåìè äëÿ −→p -

ïåðiîäè÷íîãî ãiëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ÿêi

âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçøèðåííÿ êðóãîâèõ îáëàñòåé çáiæíîñòi;

� äîñëiäæåíî ìíîæèíè çíà÷åíü òà ìíîæèíè åëåìåíòiâ, ÿêi ¨ì âiäïîâiäà-

þòü, äëÿ −→p -ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ñïåöiàëüíîãî âè-

ãëÿäó; âñòàíîâëåíî óìîâè ïîòî÷êîâî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi öèõ äðî-

áiâ; îäåðæàíî îöiíêè ïîõèáîê àïðîêñèìàöié 1-ïåðiîäè÷íèõ òà (2,1,...,1)-

ïåðiîäè÷íèõ ãiëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ó äåÿêèõ îáìåæåíèõ îáëà-

ñòÿõ.
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Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ áàãàòîâèìiðíèìè óçàãàëüíåííÿìè âiäîìèõ ðåçóëüòà-

òiâ, âñòàíîâëåíèõ äëÿ íåïåðåðâíèõ äðîáiâ, i ñóïðîâîäæóþòüñÿ ïîâíèìè äîâå-

äåííÿìè.
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