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ВСТУП 
 

Актуальність теми 

 

Вивчення впливу деяких важливих природних систем підгруп 

на структуру групи є однією з головних проблем теорії груп. 

Прикладами таких систем підгруп є системи нормальних та 

субнормальних підгруп, майже нормальних підгруп, підгруп, що 

мають скінченний індекс у своєму нормальному замиканні, підгруп, 

скінченних над своїм ядром та інші.  

Можна виділити декілька важливих підходів вивчення будови 

групи за властивостями її систем підгруп. Одним з найстаріших та 

найвідоміших є підхід, який полягає у дослідженні груп, всі підгрупи 

яких мають одну властивість. Першим, хто застосував цей підхід, був 

Р. Дедекінд, який у своїй класичній роботі [1] описав скінченні групи, 

всі підгрупи яких нормальні. На нескінченні групи цей результат був 

поширений Р. Бером [2]. Пізніше такі групи були названі 

дедекіндовими. У статті Г. Міллера та Х. Морено [3] були 

класифіковані скінченні неабелеві групи, кожна підгрупа яких 

абелева, а стаття О.Ю. Шмідта [4] присвячена дослідженню структури 

скінченних груп, всі підгрупи яких нільпотентні. Ці статті відіграли 

важливу роль у подальшому розвитку не лише теорії скінченних груп, 

але й стали міцним фундаментом для становлення усієї теорії груп. Ці 

дослідження мали чисельні продовження та узагальнення, в яких 

властивості, що накладаються на системи підгруп, були більш 

широкими та загальними. Вони віднайшли своє відображення в 

дослідженнях, що проводились в рамках теорії скінченних груп (див., 

напр., книгу [5, Глава VI], та огляд [6]) та теорії формацій (див., напр., 

книги [5, 7] і огляд [8]). Досить природно постає задача про 
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узагальнення одержаних результатів на нескінченні групи. Фундамент 

цієї важливої частини теорії нескінченних груп був закладений 

С.М. Черніковим, Р. Бером та Ф. Холлом. Зазначимо, що при цьому 

виникло багато нових понять сучасної теорії груп (напр., системи 

підгруп Куроша - Чернікова, локальні системи, зростаючі та спадаючі 

ряди, тощо). В цих дослідженнях з'явилось багато різноманітних 

методів дослідження будови нескінченних груп. Більш детальну 

інформацію можна знайти в книгах [9–11] та оглядових статтях [12–

16]. 

Однак випадок, коли група містить підгрупи тільки одного типу, 

є досить рідкісним. Набагато частіше ми маємо справу з групами, 

підгрупи яких мають різні, іноді навіть протилежні, властивості. 

Наприклад, група може одночасно містити субнормальні та 

самонормалізовні підгрупи (підгрупи, що співпадають зі своїм 

нормалізатором), нормальні та абнормальні (або контранормальні) 

підгрупи, і таке інше. Таким чином, підгрупи, що мають деяку 

властивість, та підгрупи, що мають в певному сенсі протилежну до 

даної властивість, формують два класи підгруп, які розташовані на 

протилежних полюсах системи всіх підгруп. А всі інші підгрупи 

розташовані «між» або «навколо» них. Чим менша кількість таких 

«проміжних» підгруп перебуває у групі, тим більш прозорою є 

структура групи.  

Цілком логічно розглянути випадок, коли всі підгрупи в групі 

розбиті лише на два класи: підгрупи із заданою властивістю та їх 

антиподи. Однією з перших робіт, де був використаний цей підхід, 

була стаття А. Фаттахі [17], в якій описані скінченні групи, кожна 

підгрупа яких або нормальна, або абнормальна. Нагадаємо, що 

підгрупа H  групи G  називається абнормальною в G , якщо для 
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кожного елементу Gg , підгрупа  gHH ,  містить цей елемент g . 

Такі підгрупи вперше з'явилися в роботі Ф. Холла [18], а сам термін 

«абнормальна підгрупа» був застосований значно пізніше в роботі 

Р. Картера [19]. Г. Еберт і С. Бауман [20] узагальнили результати 

Фаттахі, розглянувши скінченні групи, всі підгрупи яких або 

субнормальні, або абнормальні. Вивчення нескінченних груп з цією 

властивістю проводилось пізніше в роботі М. де Фалько, 

Л.А. Курдаченка, І.Я. Субботіна [21]. В цій роботі також були 

розглянуті групи, всі підгрупи яких або субнормальні, або 

контранормальні. Д. Роус в роботі [22] підгрупу H  групи G  назвав 

контранормальною в G , якщо GH G  . Пізніше в роботі 

Л.А. Курдаченка та Х. Сміта [23] були розглянуті групи, всі підгрупи 

яких або субнормальні, або самонормалізовні.  

Природним узагальненням як нормальних, так і абнормальних 

підгруп стали пронормальні підгрупи. Підгрупу H  групи G  

називають пронормальною в G , якщо для кожного елементу Gg  

підгрупи H  і gH  спряжені в підгрупі  gHH , . Вивчення 

пронормальних підгруп було також розпочато з ініціативи Ф. Холла. 

Зазначимо, що між субнормальними та пронормальними підгрупами 

немає такої істотної різниці, як між субнормальними та 

абнормальними підгрупами. Пронормальна підгрупа може бути 

субнормальною (але в цьому випадку вона нормальна). У статтях 

П. Леговіні [24, 25] були розглянуті скінченні групи, всі підгрупи яких 

або субнормальні, або пронормальні. В роботі [26] було розпочато 

вивчення нескінченних груп такого типу. 

Одним з природних узагальнень нормальних підгруп 

виступають переставні підгрупи. Підгрупу H  групи G  називають 
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переставною в G , якщо KHHK   для кожної підгрупи K  групи G . 

Вивчення властивостей таких підгруп було розпочато досить давно і 

виявилося дуже плідним. Перші результати щодо властивостей 

переставних підгруп в скінченних групах були отримані О. Оре [27, 

28]; пізніше С. Стоунхевер [29] узагальнив їх та отримав багато 

фундаментальних властивостей переставних підгруп як скінченних, 

так і нескінченних груп. Будова груп, всі підгрупи яких переставні, 

була описана К. Івасавою [30, 31]. Тематика, присвячена 

дослідженням властивостей переставних підгруп, є досить багатою та 

різноманітною (див., напр., [32, Розділи 2, 5, 6], а також статті [33–43] 

та ін.). Властивість «бути переставною підгрупою» (як і властивість 

«бути нормальною підгрупою») не є транзитивною. Групи, в яких 

властивість «бути переставною підгрупою» є транзитивною, були 

названі РТ-групами.  

В теорії скінченних груп вивчення РТ-груп було розпочато 

Д. Цахером. У роботі [44] ним були описані скінченні розв’язні РТ-

групи. Дж. Бейдлеман, Б. Бревстер та Д. Робінcон [45] навели нове 

доведення теореми Цахера та отримали характеризації скінченних 

розв’язних РТ-груп. Отримані у цій статті характеризації дозволяють 

подивитися на властивість переставності з різних точок зору та 

виявити її зв'язки з іншими властивостями, зокрема з 

пронормальністю. Зазначимо також, що в роботі [46] Д. Робінсон 

отримав опис нерозв’язних скінченних РТ- груп.  

Властивість «бути переставною підгрупою» не є властивістю, 

притаманною тільки скінченним групам. Це можна побачити з самого 

її визначення, яке формулюється для довільних груп і тому носить 

загальний характер. Той факт, що прогрес при вивченні властивостей 

переставних підгруп був досягнутий в межах теорії скінченних груп, 
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пояснюється лише тим фактом, що теорія скінченних груп набагато 

більш технічно розвинена. Дійсно, якщо поглянути на доведення 

багатьох результатів, то можна побачити, що вони суттєво 

використовують фундаментальні теореми теорії скінченних груп. 

Тому першим питанням при узагальненні цих результатів на 

нескінченні групи є питання про класи нескінченних груп, в яких такі 

узагальнення стануть можливими. Природно спочатку розглянути 

класи груп, які в тому чи іншому сенсі близькі до скінченних. Такими 

класами груп є клас періодичних FC- груп (тобто груп, всі класи 

спряжених елементів яких є скінченними), клас груп з черніковськими 

класами спряжених елементів, клас гіперскінченних груп, клас груп з 

черніковськими силовськими підгрупами та інші. 

Група G  називається узагальнено радикальною, якщо G  має 

зростаючий ряд, фактори якого або локально нільпотентні, або 

локально скінченні. Клас локально узагальнено радикальних груп 

досить широкий, зокрема, він містить в собі локально скінченні, 

локально розв’язні та локально майже розв’язні групи. 

В даній дисертаційній роботі розпочато дослідження груп, всі 

підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Зокрема, 

розглядається більш загальний випадок: групи, в яких скінченно 

породжені підгрупи або переставні, або пронормальні. Як і для інших 

нескінченних груп одразу виникає питання: в яких класах можливо 

отримати досить повний опис таких груп? Зазначимо, що в групах, 

скінченно породжені підгрупи яких переставні, кожна підгрупа є 

переставною. Деякі групи, скінченно породжені підгрупи яких 

пронормальні, були описані І.Я. Субботіним і Н. Кузеним в [47]. 

Розгляд груп, скінченно породжені підгрупи яких пронормальні, 

був можливим при деяких природних обмеженнях. Без подібних 
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обмежень питання про детальний опис таких груп є зараз дуже 

складним. Про це свідчить серія прикладів, які побудував 

А.Ю. Ольшанський [48, 49]. Зокрема, серед них особливо виділяються 

наступні два: 

 приклад нескінченної p -групи G  для досить великого 

простого непарного числа p , власні підгрупи якої мають порядок p . 

Кожна підгрупа в G  пронормальна; 

 приклад простої нескінченної групи без скруту, власні 

підгрупи якої циклічні. Кожна підгрупа даної групи пронормальна.  

Наведені приклади показують, що опис груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні, є 

реальним при деяких природних обмеженнях. Ця задача розглядалась 

у другому та третьому розділах. 

Слід зазначити, що деякі типи підгруп в групах визначаються 

властивостями, які в тому чи іншому сенсі близькі до пронормальних. 

Відмітимо, що у випадку скінченних розв'язних груп вони досить 

часто співпадають з пронормальними. Підгрупа H  групи G  

називається слабко пронормальною в G , якщо для будь-яких двох 

проміжних для H  підгруп K  та L  таких, що K  нормальна в L , 

виконується умова ( )GL N H K  (в цьому випадку ще кажуть, що H  

задовольняє умові Фраттіні) [50]. Т.А. Пенг [51] довів, що в 

скінченній розв'язній групі кожна слабко пронормальна підгрупа є 

пронормальною. В роботі Л.А. Курдаченка, Х. Отала та І.Я. Субботіна 

[52] цей результат був розширений до нескінченних груп, які мають 

зростаючий ряд нормальних підгруп, фактори якого задовольняють 

нормалізаторній умові (тобто кожна підгрупа відмінна від свого 

нормалізатора). Деякі нескінченні групи, скінченно породжені 
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підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні, також були 

розглянуті в третьому розділі дисертації. 

Разом із субнормальними та зростаючими підгрупами 

природним узагальненням нормальних підгруп є майже нормальні 

підгрупи. Нагадаємо, що підгрупа H  називається майже нормальною 

в групі G , якщо вона нормальна в деякій підгрупі скінченного індексу 

в G . Це означає, що )(HNG  має скінченний індекс в G . Вивчення 

властивостей майже нормальних підгруп було розпочато Б. Нейманом 

в [53]. Він довів, що група, всі підгрупи якої майже нормальні, має 

центр скінченного індексу. З цієї роботи почалося дослідження 

впливу майже нормальних підгруп на будову групи. Аналогічний 

результат отримав І.І. Єрьомін в роботі [54] для груп, у яких майже 

нормальні всі абелеві підгрупи. В роботі [55] І.І. Єрьоміним було 

розпочато дослідження періодичних груп, в яких майже нормальними 

будуть всі нескінченні підгрупи. Зокрема, з його результатів випливає 

(враховуючи основний результат роботи В.П. Шункова [56]), що 

локально скінченна група з нескінченними майже нормальними 

підгрупами або скінченна-над-центром, або буде групою Чернікова. 

Але не в будь-якій черніковській групі нескінченні підгрупи майже 

нормальні. В роботі М.М. Семка, С.С. Левіщенка та Л.А. Курдаченка 

[57] отримано опис локально майже розв'язних груп, в яких кожна 

нескінченна підгрупа майже нормальна. У роботі Л.А. Курдаченка та 

В.Е. Горецького [58] розглядались групи з щільною системою майже 

нормальних підгруп. Результати цієї роботи були пізніше узагальнені 

в роботах [59, 60]. У роботі Л.А. Курдаченка, М.Ф. Кузенного та 

М.М. Семка [61] були розглянуті групи, у яких (впорядковані за 

включенням) системи )(GLan  (всіх майже нормальних підгруп) та 
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)(GL annon  (всіх підгруп, що не є майже нормальними) задовольняють 

умову максимальності, а в роботі Л.А. Курдаченка та В.В. Пилаєва 

[62] були розглянуті групи, в яких система )(GL annon  задовольняє 

умову мінімальності. Узагальнення результатів робіт [61, 62] було 

отримано пізніше в статті Ж. Кутоло та Л.А. Курдаченка [63], де 

розглядались локально майже розв’язні групи, в яких система 

)(GL annon  задовольняє слабку умову максимальності та слабку умову 

мінімальності. С. Франциозі, Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко [64] 

розглянули групи, в яких майже нормальними будуть всі підгрупи за 

вийнятком скінченно породжених. В той же час вивчались й інші 

властивості системи майже нормальних підгруп. Так К. Касоло вивчав 

групи, у яких властивість «бути майже нормальною підгрупою» є 

транзитивною і тому також розглянув групи, в яких кожна 

субнормальна підгрупа майже нормальна [65, 66]. Ця тематика була 

продовжена у роботі К. Касоло, С. Франциозі, Ф. де Джованні [67]. У 

статті С. Франциозі, Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко [68] була 

розглянута зовсім інша ситуація – були розглянуті групи, в яких 

кожна підгрупа або майже нормальна, або субнормальна. Тут 

постають наступні питання: в яких класах можливо отримати досить 

повний опис груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або 

контранормальні; в яких класах можливо отримати досить повний 

опис груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні? 

Ці питання розглядались у четвертому розділі дисертації. 

 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами 

 

Дисертаційна робота виконувалась на кафедрі геометрії і 

алгебри у Дніпропетровському національному університеті імені 
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Олеся Гончара в рамках науково-дослідної теми «Дослідження 

структури нескінченних груп з обмеженнями на системи підгруп та 

модулів і лінійних груп пов'язаних з ними» (номер державної 

реєстрації 0114U000178). 

 

Мета і задачі дослідження 

 

Метою даної роботи є вивчення будови локально скінченних 

груп, скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або 

переставні, та деяких неперіодичних груп, скінченно породжені 

підгрупи яких або пронормальні (відповідно слабко пронормальні), 

або переставні, а також знаходження структури груп, в яких всі 

підгрупи можуть бути лише двох типів: або майже нормальні, або 

контранормальні (відповідно абнормальні). 

 

Об’єкт дослідження 

 

Об’єктом дослідження є будова груп, насичених переставними 

підгрупами. 

 

Предмет дослідження 

 

Предметом дослідження є групи, скінченно породжені підгрупи 

яких або переставні, або пронормальні; а також групи, всі підгрупи 

яких або майже нормальні, або контранормальні (відповідно 

абнормальні). 

 

Методи дослідження 

 

У дисертаційній роботі використовуються методи та результати 

теорії скінченних груп, груп з умовами скінченності, методи та 
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результати теорії переставних та пронормальних підгруп скінченних 

та нескінченних груп. 

 

Наукова новизна одержаних результатів 

 

Наукові результати, що отримані в дисертації, є новими. У 

дисертаційній роботі вперше: 

 отримано опис локально скінченних груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні; 

 отримано опис неперіодичних локально узагальнено 

радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, 

або пронормальні; 

 отримано опис неперіодичних локально узагальнено 

радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, 

або слабко пронормальні; 

 отримано опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких 

або майже нормальні, або контранормальні; 

 отримано опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких 

або майже нормальні, або абнормальні. 

 

Практичне значення одержаних результатів 

 

Робота має теоретичний характер. Запропонована у роботі 

методика може бути застосована при вивченні будови груп за 

системами підгруп, які в тому чи іншому сенсі є двоїстими до 

нормальних підгруп. Результати дисертації можуть бути використані в 

теоретико-групових дослідженнях, що проводяться в Інституті 

математики НАН України, Київському національному університеті 

імені Тараса Шевченка, Львівському національному університеті 
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імені Івана Франка, Прикарпатському національному університеті 

імені Василя Стефаника та Сумському державному педагогічному 

університеті імені А.С. Макаренка. 

 

Особистий внесок здобувача 

 

Основні результати дисертаційної роботи отримані автором 

самостійно. Результати спільних статей викладені у підрозділах 2.1, 

2.2, 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, де співавторами виступають Курдаченко Л.А. та 

Субботін І.Я. В усіх випадках співавтори сформулювали узагальнену 

постановку задачі та намітили напрямки доведення. Конкретна ж 

реалізація була здійснена автором дисертаційної роботи. 

 

Апробація результатів дисертації 

 

Результати дисертації апробовано на таких конференціях: 

 Восьмій Міжнародній алгебраїчній конференції (м. Луганськ, 

5-12 липня 2011 року); 

 Міжнародній математичній конференції, присвяченій 70-річчю 

професора В.В. Кириченка (м. Миколаїв, 13-19 червня 2012 року); 

 Міжнародній алгебраїчній конференції, присвяченій 100-річчю 

від дня народження С.М. Чернікова (м. Київ, 20-26 серпня 2012 року); 

 Дев'ятій Міжнародній алгебраїчній конференції (м. Львів, 8-13 

липня 2013 року). 

Також результати дисертації неодноразово доповідались на 

алгебраїчних семінарах Дніпропетровського національного 

університету імені Олеся Гончара та на алгебраїчному семінарі 

Прикарпатського національного університету імені Василя 

Стефаника. 
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Публікації 

 

Основні результати дисертації опубліковано в п'яти наукових 

статтях [1-5], з яких [3, 5] – у фахових виданнях із переліку, 

затвердженого Міністерством освіти і науки України, а [1, 2, 4] – у 

наукових фахових виданнях інших країн, що відображені у 

наукометричній базі «Scopus». Крім того, результати дисертаційної 

роботи опубліковані у тезах чотирьох міжнародних конференцій [6-9]. 

 

Структура і об'єм дисертації 

 

Дисертація складається із вступу, чотирьох основних розділів, 

висновків та списку використаних джерел. Список використаних 

джерел обсягом 12 сторінок складається зі 109 найменувань. Повний 

обсяг дисертації складає 134 сторінки друкованого тексту. 
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РОЗДІЛ 1 

 

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

 

Однією з перших природних задач теорії груп було вивчення 

структури груп, підгрупи яких мають невеликий набір властивостей. 

Першим кроком тут стало вивчення груп, у яких всі (власні) підгрупи 

мають одну властивість. Основи цього підходу започатковані в 

класичній роботі Р. Дедекінда [1], у якій він описав скінченні групи, 

всі підгрупи яких нормальні. Загальний випадок був розглянутий 

Р. Бером у роботі [2]. Пізніше групи, кожна підгрупа яких є 

нормальною, були названі дедекіндовими. Виявилось, що будь-яка 

дедекіндова група або буде абелевою, або розкладається у прямий 

добуток трьох підгруп, перша з яких буде абелевою 2-групою, 

друга – елементарною абелевою 2 -групою, а третя, що дає маленьку 

неабелеву частину, є групою кватерніонів. У статті Г. Міллера та 

Х. Морено [3] були класифіковані скінченні неабелеві групи, кожна 

власна підгрупа яких абелева. Пізніше О.Ю. Шмідт у статті [4] 

розглянув більш загальну ситуацію. О.Ю. Шмідт описав будову 

скінчених груп, власні підгрупи яких є нільпотентними. Ці статті 

відіграли важливу роль у подальшому розвитку не лише теорії 

скінченних груп, але й стали міцним фундаментом для становлення 

усієї теорії груп. Ці дослідження мали чисельні продовження та 

узагальнення, в яких властивості, що накладаються на системи 

підгруп, були більш широкими та загальними. Вони віднайшли своє 

відображення в дослідженнях, що проводились в рамках теорії 

скінченних груп (див., напр., книгу [5, Глава VI] та огляд [6]) та у 

теорії формацій (див., напр., книги [5, 4] і огляд [8]). Досить природно 

постає задача про узагальнення одержаних результатів на нескінченні 
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групи. Фундамент цієї важливої частини теорії нескінченних груп був 

закладений С.М. Черніковим, Р. Бером та Ф. Холлом. Зазначимо, що 

при цьому виникало багато нових понять сучасної теорії груп (напр., 

системи підгруп Куроша - Чернікова, локальні системи, зростаючи та 

спадаючи ряди, тощо). В цих дослідженнях з'явилось багато 

різноманітних методів дослідження будови нескінченних груп. Більш 

детальну інформацію можна знайти в книгах [9–11] та оглядових 

статтях [12–16]. 

Однак випадок, коли всі підгрупи в групі тільки одного типу, є 

досить рідкісним. Набагато частіше ми маємо справу з групами, в 

яких підгрупи мають різні, іноді навіть протилежні, властивості. 

Наприклад, група може одночасно містити субнормальні та 

самонормалізовні підгрупи (підгрупи, що співпадають зі своїм 

нормалізатором), нормальні та абнормальні або контранормальні 

підгрупи і таке інше.  

Групи, підгрупи яких володіють тільки двома властивостями, 

вивчалися вже не так активно. Досить типовим тут є розгляд випадків, 

коли група має тільки два типи підгруп, властивості яких в деякому 

сенсі є діаметрально протилежними. Наявність тільки двох типів 

підгруп, які є антиподами одна до іншої в групі, є досить суттєвим 

обмеженням, і в багатьох випадках можна отримати повний і 

докладний опис таких груп. Однією з перших робіт, де був 

використаний цей підхід, була стаття А. Фаттахі [17], в якій були 

описані скінченні групи, кожна підгрупа яких або нормальна, або 

абнормальна. Нагадаємо, що підгрупа H  групи G  називається 

абнормальною в G , якщо для кожного елемента Gg , підгрупа 

 gHH ,  містить цей елемент g . Такі підгрупи вперше з'явилися в 
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роботі Ф. Холла [18], а сам термін «абнормальна підгрупа» був 

застосований значно пізніше в роботі Р. Картера [19]. Г. Еберт і 

С. Бауман [20] узагальнили результати Фаттахі, розглянувши 

скінченні групи, всі підгрупи яких або субнормальні, або абнормальні. 

Вивчення нескінченних груп з цією властивістю проводилось пізніше 

в роботі М. де Фалько, Л.А. Курдаченка, І.Я. Субботіна [21]. В цій же 

роботі також були розглянуті групи, всі підгрупи яких або 

субнормальні, або контранормальні. Нагадаємо, що підгрупа H  групи 

G  називається контранормальною в G , якщо GH G   (Д. Роус [22]) . 

Природним узагальненням як нормальних, так і абнормальних 

підгруп є пронормальні підгрупи. Підгрупу H  групи G  називають 

пронормальною в G , якщо для кожного елементу Gg  підгрупи H  і 

gH  спряжені в підгрупі  gHH , . Вивчення пронормальних підгруп 

було також розпочато з ініціативи Ф. Холла. Зазначимо, що між 

субнормальними та пронормальними підгрупами немає такої істотної 

різниці, як між субнормальними та абнормальними підгрупами. 

Пронормальна підгрупа може бути субнормальною (але в цьому 

випадку вона нормальна). У статтях П. Леговіні [24, 25] були отримані 

деякі властивості скінченних груп, всі підгрупи яких або 

субнормальні, або пронормальні. В роботі [26] було розпочато 

вивчення нескінченних груп такого типу. 

Переставні підгрупи є одним з природних узагальнень 

нормальних підгруп. Підгрупу H  групи G  називають переставною в 

G , якщо KHHK   для кожної підгрупи K  групи G . Вивчення 

властивостей таких підгруп було розпочато досить давно і виявилося 

дуже плідним. Перші результати щодо властивостей переставних 

підгруп в скінченних групах були отримані О. Оре [27, 28]; пізніше 
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С. Стоунхевер [29] узагальнив їх та отримав багато фундаментальних 

властивостей переставних підгруп як скінчених, так і нескінченних 

груп. Будова груп, всі підгрупи яких є переставними, була описана 

К. Івасавою [30, 31]. Тематика, присвячена дослідженням 

властивостей переставних підгруп, є досить багатою та різноманітною 

(див., напр., [32, Розділи 2, 5, 6], а також статті [33–43] та ін.). 

Властивість «бути переставною підгрупою» (як і властивість «бути 

нормальною підгрупою») не є транзитивною. Групи, в яких 

властивість «бути переставною підгрупою» є транзитивною, були 

названі РТ-групами. 

В теорії скінченних груп вивчення РТ-груп було розпочато 

Д. Цахером. У роботі [44] ним були описані скінченні розв’язні РТ-

групи. У роботі Дж. Бейдлемана, Б. Бревстера та Д. Робінcона [45] 

було наведено нове доведення теореми Цахера та отримані 

характеризації скінченних розв’язних РТ-груп. Отримані у цій статті 

характеризації дозволяють подивитися на властивість переставності з 

різних точок зору та виявити її зв'язки з іншими властивостями, 

зокрема, з пронормальністю.  

Властивість «бути переставною підгрупою» не є властивістю, 

притаманною тільки скінченним групам. Це можна побачити з самого 

її визначення, яке формулюється для довільних груп і тому носить 

загальний характер. Той факт, що прогрес при вивченні властивостей 

переставних підгруп був досягнутий в межах теорії скінченних груп, 

пояснюється лише тим фактом, що теорія скінченних груп є набагато 

більш технічно розвинена. Дійсно, якщо поглянути на доведення 

багатьох результатів, то можна побачити, що вони суттєво 

використовують фундаментальні теореми теорії скінченних груп. 
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Тому першим питанням при узагальненні цих результатів на 

нескінченні групи є питання про класи нескінченних груп, в яких такі 

узагальнення стануть можливими. Природно спочатку розглянути 

класи груп, які в тому чи іншому сенсі близькі до скінченних. Такими 

класами груп є клас періодичних FC – груп (тобто груп, всі класи 

спряжених елементів яких є скінченними), клас груп з черніковськими 

класами спряжених елементів, клас гіперскінченних груп, клас груп з 

черніковськими силовськими підгрупами та інші. 

Зазначимо, що в групах, скінченно породжені підгрупи яких 

переставні, кожна підгрупа є переставною. Групи, скінченно 

породжені підгрупи яких пронормальні, були описані І.Я. Субботіним 

і Н. Кузеним в [47] при досить широких природних обмеженнях. Тому 

у рамках підходу, про який говорилось вище, природним є питання 

про будову груп, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, 

або пронормальні. Розгляд груп, скінченно породжені підгрупи яких 

пронормальні, був можливим при деяких природних обмеженнях. Без 

подібних обмежень питання про детальний опис таких груп є зараз 

дуже складним. Про це свідчить серія прикладів, які побудував 

А.Ю. Ольшанський [48, 49]. Зокрема, серед них є наступні: 

 приклад нескінченної p -групи G  для досить великого 

простого непарного числа p , власні підгрупи якої мають порядок p . 

Кожна підгрупа в G  пронормальна; 

 приклад простої нескінченної групи без скруту, власні 

підгрупи якої циклічні. Кожна підгрупа даної групи пронормальна. 

Наведені приклади показують, що опис груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні, є 
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реальним при деяких природних обмеженнях. Ця задача розглядалась 

у другому та третьому розділах дисертації. 

Слід зазначити, що деякі типи підгруп в групах визначаються 

властивостями, які в тому чи іншому сенсі близькі до пронормальних. 

Підгрупа H  групи G  називається слабко пронормальною в G , якщо 

для будь-яких двох проміжних для H  підгруп K  та L  таких, що K  

нормальна в L , виконується умова ( )GL N H K  (в цьому випадку ще 

кажуть, що H  задовольняє умові Фраттіні) [50]. Т.А. Пенг [51] довів, 

що в скінченній розв'язній групі кожна слабко пронормальна підгрупа 

є пронормальною. В роботі Л.А. Курдаченка, Х. Отала та 

І.Я. Субботіна [52] цей результат був розширений до нескінченних 

груп, які мають зростаючий ряд нормальних підгруп, фактори якого 

задовольняють нормалізаторній умові (тобто кожна підгрупа відмінна 

від свого нормалізатора). 

Разом із субнормальними та зростаючими підгрупами 

природним узагальненням нормальних підгруп є майже нормальні 

підгрупи. Нагадаємо, що підгрупа H  називається майже нормальною 

в групі G , якщо вона має в G  скінченну кількість спряжених, тобто 

якщо вона нормальна в деякій підгрупі скінченного індексу в G . Це 

означає, що )(HNG  має скінченний індекс в G . Вивчення будови груп 

за властивостями їх майже нормальних підгруп було розпочато досить 

давно. Б. Нейман в роботі [53] показав, що якщо кожна підгрупа в G  

майже нормальна, то G  – скінченне розширення свого центру. 

Аналогічний результат отримав І.І. Єрьомін в роботі [54] для груп, у 

яких майже нормальні всі абелеві підгрупи. В роботі [55] 

І.І. Єрьоміним було розпочато дослідження періодичних груп, у яких 

майже нормальними будуть всі нескінченні підгрупи. Зокрема, з його 
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результатів випливає (враховуючи основний результат роботи 

В.П. Шункова [56]), що локально скінченна група з нескінченними 

майже нормальними підгрупами або скінченна-над-центром, або буде 

групою Чернікова. Але не в будь-якій черніковській групі нескінченні 

підгрупи майже нормальні. В роботі М.М. Семка, С.С. Левіщенка та 

Л.А. Курдаченка [57] отримано опис локально майже розв'язних груп, 

в яких кожна нескінченна підгрупа майже нормальна. У роботі 

Л.А. Курдаченка та В.Е. Горецького [58] розглядались групи з 

щільною системою майже нормальних підгруп. Результати цієї роботи 

були пізніше узагальнені в роботах [59, 60]. У роботі Л.А. Курдаченка, 

М.Ф. Кузенного та М.М. Семка [61] були розглянуті групи, у яких 

(впорядковані за включенням) системи )(GLan  (всіх майже 

нормальних підгруп) та )(GL annon  (всіх підгруп, що не є майже 

нормальними) задовольняють умову максимальності, а в роботі 

Л.А. Курдаченка та В.В. Пилаєва [62] були розглянуті групи, у яких 

система )(GL annon  задовольняє умову мінімальності. Узагальнення 

результатів робіт [61, 62] було отримано пізніше в статті Ж. Кутоло та 

Л.А. Курдаченка [63], де розглядались локально майже розв’язні 

групи, у яких система )(GL annon  задовольняє слабку умову 

максимальності та слабку умову мінімальності. С. Франциозі, 

Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко [64] розглянули групи, у яких 

майже нормальними будуть всі підгрупи за вийнятком скінченно 

породжених. В той же час вивчались й інші властивості системи 

майже нормальних підгруп. Так К. Касоло вивчав групи, у яких 

властивість «бути майже нормальною підгрупою» є транзитивною і 

тому також розглянув групи, у яких кожна субнормальна підгрупа 

майже нормальна [65, 66]. Ця тематика була продовжена у роботі 
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К. Касоло, С. Франциозі, Ф. де Джованні [67]. У статті С. Франциозі, 

Ф. де Джованні та Л.А. Курдаченко [68] була розглянута зовсім інша 

ситуація – були розглянуті групи, у яких кожна підгрупа або майже 

нормальна, або субнормальна. І, отже, природно розглянути питання 

про опис локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже 

нормальні, або контранормальні (відповідно абнормальні). Зазначимо, 

що опис такого типу груп наведено ще не було. 

 

1.1. Результати та поняття, що використовуються в роботі 

 

Наведемо спочатку деякі важливі поняття та результати, які 

стосуються основних типів підгруп. 

Підгрупа H  групи G  називається переставною в G , якщо вона 

переставна з будь-якою підгрупою K  групи G , тобто KHHK  . 

Вивчення властивостей таких підгруп було розпочато досить давно і 

виявилося дуже плідним. Дуже детально були вивчені властивості 

переставних підгруп і їх вплив на структуру групи в межах теорії 

скінченних груп; цілу серію відповідних результатів можна знайти в 

монографії [32]. Зокрема, була описана будова груп (як скінченних, 

так і нескінченних), всі підгрупи яких переставні [30, 31]. 

Деякі властивості переставних підгруп нескінченних груп були 

отримані Стоунхевером в роботі [29]. Наведемо далі необхідні нам 

результати. 

 

Лема 1.1. ([29]) Нехай HKG  , де H  – переставна підгрупа в 

G  і K  – нескінченна циклічна підгрупа, така що 1KH . Тоді H  

нормальна в G . 
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Підгрупа H  групи G  називається зростаючою в G , якщо група 

G  має зростаючий ряд підгруп такого виду 

GHHHHHH    ...... 110   

з додатковою умовою, що для кожного граничного порядку   підгруп 

H  є об'єднанням всіх підгруп H ,   . 

 

Теорема 1.2. ([29]) Якщо H  – переставна підгрупа групи G , 

тоді H  є зростаючою підгрупою.  

 

Нехай G  – група і D  – деяка її підгрупа. Підгрупа GH   

називається проміжною підгрупою групи G  відносно D , якщо 

GHD  . 

Термін «абнормальні підгрупи» вперше був сформульований в 

роботі Холла в 1937 р. ([18]), однак вперше опублікован в 1961 р. 

Картером в роботі ([19]). Спочатку властивість абнормальності 

застосовувалась лише по відношенню до скінченних груп ([78]). Але, 

як з'ясувалось пізніше, вона корисна і в нескінченних групах. 

Підгрупа D  групи G  називається абнормальною в G , якщо для 

будь-якого елементу x  групи G  підгрупа gHH ,  містить цей 

елемент x . 

Підгрупа H  групи G  називається самонормалізовною в G , 

якщо нормалізатор підгрупи H  в G  співпадає з H , тобто ( )
G

N H H . 

Наведемо характеризацію абнормальних підгруп "внутрішніми" 

властивостями: 

 

Теорема 1.3. ([19]) Для того, щоб підгрупа D  групи G  була 

абнормальною, необхідно і достатньо, щоб виконувались наступні 

умови: 
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(і) кожна проміжна підгрупа H , GHD  , самонормалізовна, 

тобто HHNG )( ; 

(іі) якщо дві проміжні підгрупи спряжені в G , то вони 

співпадають. 

 

За своїм змістом властивість абнормальності антагоністична 

нормальності: підгрупа одночасно нормальна і абнормальна тільки 

якщо вона співпадає з усією групою. Тривіальними прикладами 

абнормальних підгруп є максимальні ненормальні підгрупи. В 

скінченній розв'язній групі картерова підгрупа (тобто нільпотентна 

підгрупа, яка співпадає зі своїм нормалізатором) абнормальна ([19]). 

Також в довільній скінченній групі нормалізатор силовської підгрупи 

– абнормальна підгрупа ([79]). 

У випадку розв'язних груп умову (іі) у теоремі 1.3 можна 

опустити. Для скінченних розв'язних груп цей факт доведений у 

([78]), а для нескінченних у ([80]). 

Варто зазначити, що властивість абнормальності не є 

транзитивною. Але в наступній теоремі має місце "часткова" 

транзитивність. 

 

Теорема 1.4. ([79]) Нехай D  – підгрупа і N  – нормальний 

дільник групи G . Якщо D  абнормальна в DN , а DN  абнормальна в 

G , то D  абнормальна в G . 

 

Абнормальна підгрупа є антиподм до нормальної підгрупи. 

Зв'язком між цими підгрупами та одним з їх узагальнень є 

пронормальні підгрупи. Нехай GD  . Підгрупа D  називається 

пронормальною в групі G , якщо для будь-якого елементу Gx  
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підгрупи D  і xD  спряжені в породженій ними групі xDD, , тобто 

ux DD  , xDDu , . 

Наведемо найпростіші приклади пронормальних підгруп: кожна 

нормальна, кожна абнормальна, силовська підгрупа в скінченній 

групі, холловська підгрупа в скінченній розв'язній групі та ін. 

Введемо тепер послаблену умову у визначенні пронормальності. 

Підгрупа D  групи G  називається слабко пронормальною, якщо для 

будь-якого елементу Gx  підгрупи D  і xD  спряжені в 
x

D , тобто 

ux DD  , 
x

Du . Оскільки xDD,  міститься в 
x

D , то 

пронормальна підгрупа буде і слабко пронормальною. Навпаки не 

вірно [79]. 

Наведемо деякі результати, які стосуються пронормальних та 

слабко пронормальних підгруп. 

 

Лема 1.5. ([81]) Нехай H  – підгрупа групи G . Тоді виконуються 

наступні твердження: 

1) якщо H  пронормальна в G , то H  пронормальна і в будь-якій 

підгрупі групи G , що її містить; 

2) якщо N  нормальна підгрупа групи G  і H  – підгрупа з G , що 

містить N , то NH /  пронормальна в NG /  тоді і тільки тоді, коли 

H  пронормальна в G ; 

3) якщо N  нормальна підгрупа групи G  і H  пронормальна в G , 

то NHN /  пронормальна в NG / ; 

4) якщо N  нормальна підгрупа групи G  і H  пронормальна в G , 

то NHNHNN GG )()(  ; 
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5) якщо H  одночасно пронормальна і субнормальна підгрупа 

групи G , то H  нормальна в G ; 

6) якщо H  пронормальна в G , то ))(()( HNNHN GGG  . 

 

Будемо говорити, що підгрупа H  групи G  задовольняє умові 

Фраттіні, якщо для будь-яких двох проміжних для H  підгруп K  та 

L  таких, що K  нормальна в L , виконується умова ( )GL N H K . 

Наступна теорема показує еквівалентність властивості Фраттіні та 

слабкої пронормальності підгруп. 

 

Теорема 1.6. ([79]) Підгрупа D  слабко пронормальна в G  тоді і 

тільки тоді, коли вона задавольняє властивості Фраттіні. 

 

Наслідок 1.7. ([79]) Слабко пронормальна підгрупа D  в групі G  

є слабко абнормальною тоді і тільки тоді, коли вона 

самонормалізовна, тобто DDNG )( . 

 

Дуже корисним є результат, доведений в [82]: 

 

Наслідок 1.8. ([82]) Нехай G  – локально нільпотентна група і 

H  – слабко пронормальна підгрупа в G . Тоді H  – нормальна в G . 

 

Наступний критерій пронормальності вказує на зв'язок 

пронормальних підгруп та підгруп з властивістю Фраттіні. 

 

Теорема 1.9. ([79]) Нехай GD  . Підгрупа D  пронормальна в 

групі G  тоді і тільки тоді, коли для неї виконуються наступні дві 

умови: 

(і) D  задовольняє властивості Фраттіні; 
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(іі) якщо дві проміжні підгрупи H  і 1H  спряжені в G , xHH 1 , 

Gx , то вони спряжені за допомогою елемента з )(DNN G , 

тобто uHH 1 , u  

 

Наступна теорема є досить корисною при вивченні 

пронормальних підгруп, а також їх впливу на структуру групи. 

 

Теорема 1.10. ([79]) Якщо D  – пронормальна підгрупа в G , то 

її нормалізатор )(DNN G  – абнормальна підгрупа в G . 

 

Наслідок 1.11. ([79]) Нормалізатор всякої силовської підгрупи в 

скінченній групі G  є абнормальною підгрупою в G . 

 

Лема 1.12. ([47]) Нехай G  – локально нільпотентна група. 

Якщо H  – пронормальна підгрупа групи G , то H  нормальна в G .  

 

В роботі [47] отримана нова характеризація локально розв'язних 

груп з умовою транзитивності для нормальних дільників, яка 

пов'язана з пронормальністю циклічних підгруп. Встановлена будова 

локально розв'язних груп, всі нескінченні підгрупи яких 

пронормальні. 

 

Теорема 1.13. ([47]) Неперіодична локально розв'язна група, всі 

підгрупи якої пронормальні, є абелевою. 

Періодична локально ступінчата група G  тоді і тільки тоді 

буде групою, всі підгрупи якої пронормальні, коли вона задовольняє 

наступним умовам: 
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1. група G  розкладається в напівпрямий добуток AG  ⋋B , де 

A  – абелева група без інволюцій, всі підгрупи якої в G  інваріантні, 

B  – дедекіндова група; 

2. комутант G   групи G  є прямим добутком підгрупи A  і 

комутанта  BB, ; 

3.   )()( BA ; 

4. будь-яка силовська )(B -підгрупа групи G  доповнює підгрупу 

A  в G . 

 

Відмітимо, що властивості пронормальності та слабкої 

пронормальності зберігаються при епіморфізмах. Тобто при 

епіморфізмі 1:G G   будь-яка пронормальна (слабко пронормальна) 

підгрупа з G  відображається на пронормальну (слабко пронормальну) 

підгрупу в 1G . 

 

Твердження 1.14. ([78])  

1) Пронормальна субнормальна підгрупа групи G  нормальна в 

G . 

2) Будь-яка підгрупа групи G , що містить нормалізатор 

)(HNG  деякої пронормальної підгрупи H  групи G , співпадає зі своїм 

нормалізатором в групі G . 

3) Якщо N  нормальний дільник групи G , що містить деяку 

пронормальну в G  підгрупу H , то )(HNG G . 

 

Лема 1.15. ([83]) Нехай H  – пронормальна підгрупа групи G , 

,x y  – такі елементи, що підгрупи , yxH H  – переставні. Тоді має 

місце рівність yxH H . 
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Лема 1.16. ([83]) Нехай ,H K  – пронормальні підгрупи групи G , 

і при цьому ( )
G

K N H . Тоді підгрупа HK  також пронормальна в 

групі G . 

 

Група G  називається локально ступінчатою, якщо кожна 

неодинична скінченно породжена підгрупа групи G  містить власну 

підгрупу скінченного індексу. Група G  називається дедекіндовою, 

якщо всі її підгрупи нормальні. 

Наступна теорема Н.Ф. Кузенного та І.Я. Субботіна дає нам 

опис локально ступінчатих груп, всі підгрупи яких пронормальні. 

 

Теорема 1.17. ([84]) Неперіодична локально розв'язна група, в 

якій всі підгрупи пронормальні, є абелевою. 

Періодична локально ступінчата група G  тоді і тільки тоді 

буде групою, в якій пронормальні всі підгрупи, коли вона задовольняє 

наступним умовам: 

1) групу G  можна представити у вигляді напівпрямого добутку 

AG  ⋋B , де A  – абелева група без інволюцій, всі підгрупи якої в G  

інваріантні, B  – дедекіндова група; 

2) комутант G  групи G  є прямим добутком підгрупи A  і 

комутанта B  підгрупи B ; 

3)   )()( BA ; 

4) будь-яка силовська )(B -підгрупа групи G  доповнює підгрупу 

A  в G . 

 

Разом з субнормальними і зростаючими підгрупами майже 

нормальні підгрупи служать іншим природним узагальненням 
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нормальних підгруп. Підгрупа H  називається майже нормальною в 

групі G , якщо вона нормальна в деякій підгрупі скінченного індексу 

групи G . Це означає, що )(HNG  має скінченний індекс в G . Дійсно, 

підгрупа H  майже нормальна в групі G  тоді і тільки тоді, коли 

множина  GxH x |  є скінченною. 

 

Теорема 1.18. ([16]) Нехай G  – нескінченна локально майже 

розв'язна група.  

(I) Якщо G  – неперіодична, то кожна нескінченна підгрупа 

групи G  майже нормальна тоді і тільки тоді, коли G  є групою 

одного з наступних типів:  

(Ia) G  скінченна-над-центром;  

(Ib) bAG  , де pb  , для деякого простого p , )(ACA G  – 

вільна абелева з 0 -рангом 1р  і b  індуцирує раціональний незвідний 

автоморфізм на А  (кожна нетривіальна b -інваріантна підгрупа А  

має скінченний індекс в А);  

(Ic) G  містить скінченну нормальну підгрупу F  таку, що FG /  

є групою типу (Ib).  

(II) Якщо G  – періодична, то кожна нескінченна підгрупа 

майже нормальна тоді і тільки тоді, коли G  – група одного з 

наступних типів:  

(IIa) G  скінченна-над-центром;  

(IIb) gDG  , де )(DCD G  – подільна абелева підгрупа 

спеціального рангу 1p , p  – просте, Dg p   і кожна власна g -

інваріантна підгрупа D  скінченна; 
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(IIc) gDG  , де )(DCD G  – подільна абелева підгрупа 

спеціального рангу більшого 1q , q  – найменше просте число в 

множині    елементpggg  :  і для кожного елемента 

gy1  кожна власна y -інваріантна підгрупа D  – скінченна;  

(IId) G  містить скінченну нормальну підгрупу F , що        

FG /  – група одного з типів (IIb) або (ІІс). 

 

Нехай G  – група, H  – її підгрупа, а X  – підмножина групи G . 

Покладемо 

1 | ,X xH h x hx h H x X    . 

Зокрема, GH  (нормальне замикання підгрупи H  в групі G ) є 

найменшою нормальною підгрупою групи G , яка містить в собі H . 

Д. Роус у роботі [22] назвав підгрупу H  групи G  контранормальною 

в G , якщо виконується умова GH G . 

Якщо A  – обмежена група, то її p -компоненти також обмежені 

групи. 

 

Теорема 1.19. ([85]) Обмежена група є прямою сумою циклічних 

підгруп. 

 

Якщо x  – елемент групи G , тоді позначимо через Gx  – клас 

спряженості групи G , що містить x ; тобто, це множина всіх 

елементів групи G  спряжених з x . Група G  називається FC-групою 

(або G  має скінченні класи спряженості), якщо Gx  є скінченним для 

всіх Gx . 
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Наслідок 1.20. ([9]) Нехай G  – група, підгрупи якої майже 

нормальні або контранормальні. Якщо G  – локально розв'язна, то або 

)(GFCG  , або фактор-група )(/ GFCG  скінченна і має простий 

порядок.  

 

Розглянемо деякі важливі результати, які стосуються FC-груп. 

 

Твердження 1.21. ([86]) Нехай nxx ...,,1  – елементи групи G , 

кожний з яких має скінченний порядок і тільки скінченну кількість 

спряжених елементів в G . Тоді нормальна підгрупа, породжена в G  

елементами nxx ...,,1 , буде скінченною.  

 

Теорема 1.22. ([87]) Якщо G  – FC-група, тоді її фактор-група 

)(/ GG   – періодична. 

 

Теорема 1.23. ([88]) Якщо добуток деякої силовської  -

підгрупи U  локально скінченної групи G  та її централізітора Z(U)  в 

G  співпадає з G , то підгрупа U  є прямим множником групи G . 

 

Нехай p  – просте число. Абелева група називається p -

подільною, якщо pAA  . 

Якщо G  – це періодична FC-група, тоді вона породжується 

усіма своїми скінченними нормальними підгрупами. Для періодичних 

FC-груп значну роль відіграють її скінченні фактор-групи. Оскільки 

 Gx

G
G xCG


 )()(  і індекси )(: G

G xCG  скінченні, то має місце 

наступна теорема. 
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Теорема 1.24. Якщо G  – FC-група, тоді )(/ GG   буде 

резідуально скінченною. Тому будь-яка підгрупа H  групи G , яка не 

має власних підгруп скінченного індексу, є подільною абелевою групою 

і міститься в центрі )(G . 

 

Під локально нільпотентним радикалом )(GR  групи G  будемо 

розуміти найбільшу нормальну локально нільпотентну підгрупу групи 

G . 

Група G  називається узагальнено радикальною, якщо G  має 

зростаючий ряд, фактори якого або локально нільпотентні, або 

локально скінченні. Таким чином, узагальнено радикальна група G  

або має зростаючу локально нільпотентну підгрупу, або зростаючу 

локально скінченну підгрупу. В першому випадку локально 

нільпотентний радикал )(GLnr  в G  неодиничний. В другому випадку 

G  містить неодиничну нормальну локально скінченну підгрупу. 

Дійсно, в кожній групі G  підгрупа )(GLfr  (локально скінченний 

радикал), породжена всіма нормальними локально скінченними 

підгрупами, є найбільшою нормальною локально скінченною 

підгрупою. Таким чином, кожна узагальнено радикальна група має 

зростаючий ряд нормальних підгруп з локально нільпотентними або 

локально скінченними факторами.  

Клас локально узагальнено радикальних груп досить широкий, 

він містить локально скінченні, локально розв’язні, локально майже 

розв’язні групи. Періодична узагальнено радикальна група є локально 

скінченною, і отже, періодична локально узагальнено радикальна 

група є також локально скінченною. 
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В роботі [89] Б.І. Плоткін вивчав радикал і верхній радикал 

групи, більша частина присвячена вивченню радикальних груп. 

 

Лема 1.25. ([89]) В радикальній групі G  радикал містить свій 

централізатор. 

 

Лема 1.26. ([26]) Нехай G  – локально скінченна група і H  – 

нормальна підгрупа G . Нехай   – множина простих чисел. 

Припустимо, що всяка силовська  -підгрупа G  буде локально 

нільпотентною. Якщо G  має пронормальну силовську  -підгрупу S , 

то HSH /  є силовською  -підгрупою HG / . 

 

Теорема 1.27. ([90]) Локально розв’язна (відповідно локально 

нільпотентна) FC-група має спадний ряд нормальних підгруп з 

абелевими факторами (відповідно центральний ряд), довжина якого 

не перевищує 1 . 

 

Наслідок 1.28. ([91]) Локально розв’язна (відповідно локально 

нільпотентна) FC-група має зростаючий ряд нормальних підгруп з 

абелевими факторами (відповідно центральний ряд), довжина якого 

не перевищує  . 

 

Цей результат показує, зокрема, що локально розв’язна FC-

група гіперабелева (або SI*-групи в класичних визначеннях 

А.Г. Куроша – С.М. Чернікова), а локально нільпотентні FC-групи 

будуть гіперцентральними (або ZA – групами). 

Покладемо  GHвсіхдляHHGAutGPot   | . 

 

Теорема 1.29. ([32]) Нехай G  – група. Тоді GPot  є абелевою. 
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Лема 1.30. ([32]) Нехай A  – абелева p -група і нехай r  – p -

адична одиниця, 





0i

i
i prr , де ir , pr  00  і pri 0  для i . 

Для Aa  з )()(  kpao k  визначатимемо kn
aa 

, де 





1

0

k

i

i
ik prn . 

Тоді   – автоморфізм з A; будемо писати 
ra  для a . 

 

Якщо AExp  - нескінченна, то співвідношення між 

автоморфізмами і p -адичними одиницями є бієктивним і 

мультиплікативним. 

 

Теорема 1.31. ([32], [46]) Нехай A  – абелева група зі скрутом і 

для p  нехай pA  буде її p -компонентою. 

(а) APot ≃ p
p

APotCr


. 

(b) Якщо pAExp  – нескінченна, то pAPot ≃ pU , 

мультиплікативна група  p -адичних одиниць; зокрема, 

відображення, що переводить pUr  автоморфізм  , визначений в 

1.30 є ізоморфізмом. 

(c) Якщо 
k

p pAExp   – скінченна, то кожний автоморфізм з 

pA  універсальний і pAPot ≃ kp
CAut , мультиплікативна група 

одиниць кільця   kp/  (або p -адичних одиниць модуля kp ). 

 

Для неперіодичних абелевих груп ситуація набагато простіше. 
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Теорема 1.32. ([32]) Нехай A  – абелева група з елементами 

нескінченного порядку, тоді 2АPot  і 1 aa  для APot1  і 

всіх Aa . 

 

Нехай G  – група. Якщо   – клас груп, то покладемо 

  
G

G xCocGxGС |)(  

 

Наслідок 1.33. ([92]) Нехай   – утворення локально скінченних 

груп, замкнених відносно підгруп, і нехай G  – C -група. Тоді 

(1) Коммутант  GG,  локально скінченний. 

(2) Якщо група G  без скруту, то G  абелева. 

(3) Якщо H  нормальна без скруту підгрупа, то )(GH  . 

(4) Якщо Gg  і 
G

gL  , то або L  локально скінченна, або L  

містить таку G -інваріантну локально скінченну підгрупу T , що 

фактор-група TH /  є нескінченною циклічною. 

 

Нехай G  – група. Покладемо 

 GвпідгрупанормальнамайжеxxGFC |)(  . 

Припустимо, що циклічна підгрупа x  майже нормальна в 

групі G  і нехай  xNY G . Тоді x  – нормальна підгрупа в Y . Якщо 

елемент x  має скінченний порядок, то підгрупа x  скінченна і індекс 

 xCY Y:  скінченний. Якщо x  – нескінченного порядку, то 

 xAut  має порядок 2 , тому в цьому випадку   2: xCY Y . 

Оскільки індекс YG :  скінченний, то )(: xCG G  – скінченний. 

Зазначимо, що  GgxxCG g
G  |)(: . Це означає, що 
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 скінченнийGвxіспряженосткласxGFC )(|)(  . 

Підгрупа )(GFC  – (характеристична) підгрупа групи G . 

Підгрупа )(GFC  називається FC -центром групи G . 

Через )(GTor  позначимо максимальну нормальну періодичну 

підгрупу групи G . 

Нехай A  – нормальна абелева підгрупа без скруту групи G . A  

називається раціональною незвідною в групі G , якщо фактор-група 

BA /  періодична для кожної неодиничної G -інваріантної підгрупи B  

з A .  

Нехай A  – нормальна підгрупа групи G . Тоді A  називатимемо 

G -квазіскінченною, якщо кожна власна G -інваріантна підгрупа з A  є 

скінченною. Група G  називається квазіпростою, якщо  GGG ,  і 

фактор-група )(/ GG   є простою. 

Підгрупа A  називається раціональною G -гіперцентральною, 

якщо A  має зростаючий ряд 

AAAAAA    ......1 110  

G-інваріантних підгруп, фактори яких  AA /1  абелеві без скруту, 

раціональні незвідні в групі G  і )/( 1  AACG G   для всіх  0 . 

Нехай U  і V  – нормальні підгрупи групи G , і нехай VU  . 

Фактор UV /  називається G -центральним (відповідно, G -

екцентральним), якщо )/( UVCG G  (відповідно )/( UVCG G ). 

Нормальна підгрупа A  називається G -гіперцентральною, якщо A  має 

зростаючий ряд 

AAAAAA    ......1 110  

G -інваріантних підгруп, фактори яких  AA /1  головні (в G ) і G -

екцентральні для всіх  0 . 
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Група G  називається AP -групою, якщо кожна зростаюча 

підгрупа групи G  є переставною в G . 

Група G  називається модулярною (M -група), якщо решітка всіх 

її підгруп є модулярною, тобто для всіх підгруп ZYX ,,  групи G  

таких, що ZX   має місце наступна рівність ZYXZYX  ,, . 

 

Лема 1.34. ([32]) Нехай G  – M -група. Якщо G  містить два 

елемента a  і b  нескінченного порядку такого, що 1 ba , то G  

абелева. 

 

Теорема 1.35. ([31], [32]) Нехай G  – неабелева M -група з 

елементами нескінченного порядку. Тоді )(GT  – абелева і )(/ GTG  – 

абелева група без скруту рангу один. 

(a) Якщо )(/ GTG  – циклічна, то G  розкладається в 

напівпрямий добуток )(GT  та нескінченної циклічної групи z , і для 

кожного простого числа p  існує p -адична одиниця )( pr  з 

)(mod1)( ppr   і )4(mod1)2( r  така, що )( prz aa   для всіх pGTa )(  

p -компонент з )(GT . 

З іншого боку, для кожного простого числа p  нехай )( pr  – p -

адична одиниця з )(mod1)( ppr   і )4(mod1)2( r . Якщо G  

розкладається в напівпрямий добуток абелевої групи T  зі скрутом і 

нескінченної циклічної групи z , автоморфізм заданий )( prz aa   для 

всіх pTa , тоді KHHK   для всіх GKH ,  і G  – M -група з 

)(/ GTG  нескінченним циклічним. 
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(b) Припустимо, що )(/ GTG  – не циклічна і нехай 

n
p pGTExp )( , де   ,0n . Тоді існують елементи Gzi  , 

)(GTai  , прості числа ip  і p -адичні одиниці )( pri  такі, що 

...,,),( 21 zzGTG   і для всіх простих чисел p  і всіх i , 

(11) )(mod1)( ppri   і )4(mod1)2( ir , 

(12) ))(mod()(1
n

i
p

i pprpr i   ( )()(1 prpr i
p

i
i   якщо n ), 

(13)  izo  – нескінченна, 

(14) 
)( prz ii aa   для всіх pGTa )(  

(15) ii
p
i azz i 1 , i 

(16)   ii

z

ii azaz i 1 . 

З іншого боку, T  – абелева група зі скрутом з n
p pTExp  , 

нехай Tai   і )( pri  – p -адичні одиниці, що задовольняють (11) і (12) 

для всіх простих чисел p  і всіх i . Якщо розширити T  послідовно 

циклічними групами іz  за (13)-(16), то отримаємо M -групу 

...,,),( 21 zzGTG  , в якій будь-які дві підгрупи переставні. 

 

За теоремою Івасави (31], теорема 2.4.14) локально скінченна 

p -група, p  – просте число, буде модулярною тоді і тільки тоді, коли 

будь-яка її підгрупа переставна в G . Локально скінченна модулярна 

p -група G  має наступну структуру (31], теорема 2.4.14). 

 

Теорема 1.36. ([31]) Нехай p  – просте число. Група G  – 

неабелева локально скінченна p -група з модулярною решіткою 

підгруп тоді і тільки тоді, коли: 
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(і) G  – прямий добуток групи кватерніонів 8Q  порядку 8  та 

елементарної абелевої 2 -групи, або 

(іі) G  містить абелеву нормальну підгрупу A  екпоненти kp  з 

циклічною фактор-групою AG /  порядку mp  ),( mk  і існує 

елемент Gb  з bAG   і ціле число s , яке дорівнює щонайменше 2  

у випадку 2p , таке що msks  , і 
kpaabb   11  для всіх Aa . 

 

Властивість «бути переставною підгрупою» подібно властивості 

«бути нормальною підгрупою» не є транзитивною. Д. Цахером [44] 

було розпочато вивчення скінченних груп, в яких переставність є 

транзитивною властивістю. Такі групи були названі PT-групами. 

Д. Цахер отримав опис скінченних розв’язних РТ-груп. Нерозв’язні 

скінченні РТ-групи були вивченні Д. Робінсоном [93]. 

 

Теорема 1.37. ([44]) Нехай G  – скінченна розв'язна група. Тоді 

G  є PT-групою (і, отже, AP-групою) тоді і тільки тоді, коли вона 

містить абелеву нормальну холловську підгрупу L  непарного порядку 

таку, що LG /  – нільпотентна модулярна група, і кожна підгрупа з L  

нормальна в G . 

 

У наступній теоремі описані деякі нескінченні групи, в яких 

зростаючі підгрупи переставні. Ці групи дуже близькі до груп, в яких 

відношення переставності транзитивне. 

 

Теорема 1.38. ([94]) Нехай G  – радикальна гіперскінченна AP-

група. Тоді мають місце  наступні твердження:  

(i) G  – метабелева;  
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(ii) якщо R  – локально нільпотентний радикал групи G , то 

ZLR  , де L  – локально нільпотентний резідуал групи G  і          

Z  – верхній гіперцентр групи G ;  

(iii) силовська p -підгрупа в L  є силовською p -підгрупою в G  

для кожного простого числа p , що є дільником деякого елемента 

підгрупи L ;  

(iv) кожна підгрупа з L  G -інваріантна; і  

(v) LG /  – гіперцентральна і кожна підгрупа в LG /  переставна.  

Більш того, якщо фактор-група LG /  зчисленна, то G  

розпадається над L . Зокрема, якщо G  зчисленна, то G  розпадається 

над L .  

З іншого боку, якщо G  періодична група, що має нормальну 

абелеву підгрупу L , яка задовольняє умовам (iii)-(v), то G  – AP-група.  

 

Зокрема, радикальна гіперскінченна група G  є AP-групою тоді і 

тільки тоді, коли G  задовольняє умовам (iii)-(v) теореми 1.38. 

Наступний результат показує, що радикальна гіперскінченна 

AP-група гіперциклічна. 

 

Твердження 1.39. ([94]) Нехай P  – локально скінченна p -група, 

де p  – просте число, і нехай G  – скінченна підгрупа )(PAut . Якщо 

)(Gp  , то  GPGCP P ,)( . Більш того, якщо P  – абелева, то 

 GPGCP P ,)(  .  

 

Нехай G  – група. Покладемо 

GпігрупазростаючаgGgGGr  |)( . 

Підгрупа )(GGr  називається радикалом Грюнберга групи G .  
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Відмітимо, що підгрупа )(GGr  локально нільпотентна (див., 

напр., [95]). Зокрема, локально нільпотентний радикал містить 

)(GGr . Якщо )(GGrG  , то G  називають групою Грюнберга. 

Наступні теорема та наслідок показують, що група Грюнберга є 

локально нільпотентною. 

 

Теорема 1.40. ([96]) Нехай H  та K  – скінченно породжені 

нільпотентні підгрупи групи G  і покладемо KHJ , .  

(i) Якщо H  та K  – зростаючі підгрупи групи G , то J  є 

зростаючою та нільпотентною.  

(ii) Якщо H  та К – субнормальні підгрупи групи G , то J  є 

субнормальною та нільпотентною. 

 

Наслідок 1.41. ([96]) Якщо кожна циклічна підгрупа в групі 

зростаюча, то кожна скінченно породжена підгрупа в групі є 

зростаючою та нільпотентною. 

 

Група G  називається T  – групою, якщо кожна субнормальна 

підгрупа групи G  нормальна. Група G  називається T  – групою, 

якщо кожна підгрупа групи G  є T  – групою. 

 

Теорема 1.42. ([47]) Розв’язна група G  тоді і тільки тоді є T -

групою, коли всі циклічні підгрупи групи G  пронормальні. 

 

Вільною абелевою групою називається пряма сума нескінченних 

циклічних груп, які беруться в скінченній або нескінченній кількості. 
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Твердження 1.43. ([9]) Будь-яка абелева група G  ізоморфна 

фактор-групі деякої вільної абелевої групи, при цьому абелева група з 

n  твірними ізоморфна фактор-групі вільної абелевої групи ранга n . 

 

Теорема 1.44. ([97]) Абелева група G  вільна тоді і тільки тоді, 

коли вона містить зростаючий ряд, фактори якого нескінченні 

циклічні. 

 

Лема 1.45. ([97]) Нехай фактор-група NG /  абелевої групи G  

розкладається в пряму суму нескінченних циклічних груп: 

)/(/ NANG i
Ii
 , NaA ii , . 

Тоді G  є прямою сумою підгруп N  та IiaA i  | . 

 

Теорема 1.46. ([98]) Якщо фактор-група / ( )G G  скінченна, то 

коммутант [ , ]G G  скінченний. 

 

Визначимо FG -модуль M  як векторний простір V  над полем 

F  з елементами групи G  в якості операторів, і 

1) vguggvu  )( , Vvu , , Gg , 

2) 2121 )()( gugggu  , Vu , Ggg 21,  

3) uu 1 , Vu , 1 – одиниця групи 

4) )()( ugagau  , Fa , Vu , Gg . 

Нехай R  – кільце і M  – правий R -модуль. Підмножина A  в M  

називається підмодулем модуля M , якщо A  є правим R -модулем при 

обмеженні на A  додавання і модульного множення в M . 

Наступні результати описують критерії напівпростоти, що 

отримані за допомогою теореми Машке. Наступна теорема є 
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найзагальнішою версією результату який був отриманий в роботі 

([64]). 

 

Теорема 1.47. ([92]) Нехай R  – кільце, G  – група і                  

H  – нормальна підгрупа групи G  така, що фактор-група HG /  

скінченного порядку n . Якщо A  є RG -модулем і B  є RG -підмодулем, 

що допускає R -доповнення, то існує такий RG -підмодуль E , що 

EBnA   та 0)(  EBn . 

 

Наслідок 1.48. ([92]) Нехай G  – скінченна група і припустимо, 

що A  – ZG -модуль, адитивна група якого має скінченний спеціальний 

ранг. Якщо B – ZG-підмодуль, що допускає Z-доповнення, то тут є 

такий ZG-підмодуль E, що A/(B +E) і B ∩E скінченні. 

 

Твердження 1.49. ([92]) Нехай G  – скінченна група і 

припустимо, що A  – ZG -модуль, адитивна група якого періодична. 

Якщо  )()( GA , то )()( GAGCA A   . 
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РОЗДІЛ 2 

 

ГРУПИ, СКІНЧЕННО ПОРОДЖЕНІ ПІДГРУПИ ЯКИХ АБО 

ПЕРЕСТАВНІ, АБО ПРОНОРМАЛЬНІ 

 

У цьому розділі починається дослідження груп, всі підгрупи 

яких або переставні, або пронормальні. 

Підгрупа H  групи G  називається пронормальною в G , якщо 

для довільного елементу g G  підгрупи H  і gH  спряжені в підгрупі 

, gH H , що ними породжена (див., напр., книгу [5], §17.1). 

Зауважимо, що пронормальна підгрупа може бути субнормальною (в 

цьому випадку вона нормальна). У статтях [24, 25] були досліджені 

деякі властивості скінченних груп, всі підгрупи яких або  

субнормальні, або пронормальні. У статті [26] були розглянуті деякі 

нескінченні групи такого типу.  

Одним з природних узагальнень нормальних підгруп є 

переставні підгрупи. Підгрупу H  групи G  називають переставною в 

G , якщо KHHK   для кожної підгрупи K  групи G . Вивчення 

властивостей таких підгруп було розпочато досить давно і виявилося 

дуже плідним (див., напр., книгу [32]).  

Дуже часто ми маємо справу з групами, в яких підгрупи мають 

різні, іноді навіть протилежні, властивості. Наприклад, група може 

одночасно містити субнормальні та самонормалізовні підгрупи 

(підгрупи, що співпадають зі своїм нормалізатором), нормальні та 

абнормальні підгрупи, та інше. Таким чином, підгрупи, що мають 

деяку властивість, та підгрупи, що мають в певному сенсі протилежну 

до даної властивість, формують два класи підгруп, які розташовані на 

протилежних полюсах системи всіх підгруп. А всі інші підгрупи 
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розташовані «між» або «навколо» них. Чим менша кількість таких 

«проміжних» підгруп містить група, тим більш прозорою є структура 

групи. Результати представлені в роботах [9, 10, 12, 13, 15, 16, 18] та 

інші. 

Зауважимо, що у цьому розділі розглядається більш загальна 

ситуація, а саме, досліджуються групи, в яких не всі підгрупи 

переставні або пронормальні, а лише всі скінченно породжені. 

Отримати опис груп такого типу можливо тільки при деяких 

природних обмеженнях. А саме, будуть описані локально скінченні 

групи, скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або 

пронормальні. Зазначимо, що в групах, скінченно породжені підгрупи 

яких є переставними, кожна підгрупа переставна. Деякі нескінченні 

групи, скінченно породжені підгрупи яких пронормальні, були 

описані в [47]. 

 

 

2.1. Деякі властивості груп, скінченно породжені підгрупи 

яких або переставні, або пронормальні 

 

Лема 2.1. Нехай G  – група, всі підгрупи якої (відповідно всі 

скінченно породжені підгрупи) або пронормальні, або переставні в G .  

(i) Якщо H  – підгрупа групи G , то кожна підгрупа (відповідно 

скінченно породжена підгрупа) з H  або пронормальна, або 

переставна в H .  

(ii) Якщо L  – нормальна підгрупа групи G , то кожна підгрупа 

(відповідно скінченно породжена підгрупа) фактор-групи LG /  або 

пронормальна, або переставна в LG / .  
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(iii) Якщо VU ,  – підгрупи групи G  такі, що U  нормальна в V , 

то кожна підгрупа (відповідно скінченно породжена підгрупа) 

фактор-групи UV /  або пронормальна, або переставна в UV / .  

 

Доведення. Нехай K  – (скінченно породжена) підгрупа H  

групи G , тоді H  або переставна в G , або пронормальна підгрупа 

групи G . Оскільки K  – переставна (відповідно пронормальна) 

підгрупа в групі G , то K  переставна (відповідно пронормальна) 

підгрупа в H . 

Нехай L  – нормальна підгрупа групи G  і LK /  – (скінченно 

породжена) підгрупа LG / . Тоді DLK   для деякої (скінченно 

породженої) підгрупи D  групи G . Оскільки D  – переставна 

(відповідно пронормальна) підгрупа в групі G , то LDLLK //   – 

переставна (відповідно пронормальна) підгрупа в LG / . 

Нехай U, V ≤ G. Припустимо, що U  – нормальна підгрупа групи 

V . І нехай M  – деяка (скінченно породжена) підгрупа групи G . З (і) 

та (іі) випливає, що VM /  переставна (відповідно пронормальна) 

підгрупа фактор-групи UV / . Лему доведено. 

■ 

Лема  2.2. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або пронормальні, або субнормальні. Тоді або кожна циклічна 

підгрупа групи G  пронормальна, або локально нільпотентний радикал 

групи G  неодиничний.  

 

Доведення. Нехай g  – деякий елемент групи G , тоді G  містить 

циклічну підгрупу g . Якщо g  – пронормальна підгрупа, то лему 

доведено. Нехай тепер g  не є пронормальною в G . Тоді g  
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переставна підгрупа в групі G  і тому g  є зростаючою ([8], 

Теорема 1). Звідси випливає, що радикал Грюнберга групи G  

неодничний, тобто 1)( GGr . І, зокрема, локально нільпотентний 

радикал групи G  неодиничний. Лему доведено. 

■ 

Лема 2.3. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або пронормальні, або субнормальні. Якщо L  – локально 

нільпотентний радикал групи G , то кожна циклічна підгрупа 

фактор-групи LG /  пронормальна в LG / .  

 

Доведення. Нехай x  – деякий елемент групи G . L  – локально 

нільпотентний радикал G . Припустимо, що x  не належить L . І нехай 

x  переставна підгрупа в групі G , тоді x  зростаюча в G  ([8], 

Теорема 1), і, зокрема, елемент x  належить L . Це протиріччя показує, 

що циклічна підгрупа x  пронормальна. Тоді і xL  пронормальна 

підгрупа в LG / . Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.4. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Якщо L  – локально 

нільпотентний радикал групи G , то LG /  є T -групою.  

 

Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний радикал групи 

G . За лемою 2.3 кожна циклічна підгрупа в LG /  пронормальна. Тоді 

LG /  T -група ([47]). Наслідок доведено.  

■ 
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Наслідок 2.5. Нехай G  – локально майже розв’язна група, 

скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, 

і нехай B  – локально нільпотентний радикал групи G .  

(i) Якщо фактор-група BG /  неперіодична, то BG /  абелева.  

(ii) Якщо фактор-група BG /  періодична, то BG /  містить 

таку абелеву нормальну підгрупу BL / , що кожна підгрупа з BL /  є 

G -інваріантною, LG /  – дедекіндова група, )/(2 BL , 

 )/()/( LGBL .  

 

Доведення. Нехай BF /  – довільна скінченно породжена 

підгрупа фактор-групи BG / . Оскільки BF /  майже розв’язна, то BF /  

містить нормальну розв’язну підгрупу BS / , що має скінченний 

індекс. За наслідком 2.4 BG /  є T -групою. Скінченна T -група – 

метаабелева, тому BF /  розв’язна. Оскільки BF /  є розв’язною, то 

BF /  метаабелева ([46], теорема 2.3.1). З цього випливає, що BG /  

метаабелева. Застосовуємо Теорему 6.1.1 статті ([46]). Наслідок 

доведено. 

■ 

Наступний результат, який був доведений в [47], дуже 

корисний.  

 

Лема 2.6. Нехай G  – локально нільпотентна група. Якщо H  – 

пронормальна підгрупа групи G , то H  нормальна в G .  

 

Наслідок 2.7. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Якщо H  – локально 
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нільпотентна підгрупа групи G , то кожна підгрупа з H  є 

переставною в H . Зокрема, H  метаабелева. 

 

Доведення. Нехай H  – локально нільпотентна підгрупа групи 

G . Розглянемо довільну циклічну підгрупу x  з H . Припустимо, що 

x  не є переставною в G . Це означає, що x  є пронормальною в G . 

Вважатимемо, що довільна скінченно породжена підгрупа F  з H  

містить x . Тоді F  нільпотентна, і, отже, x  субнормальна в F . 

Оскільки підгрупа x  одночасно пронормальна і субнормальна, то 

x  нормальна в F . Оскільки це справджується для кожної скінченно 

породженої підгрупи F  в H , то підгрупа x  нормальна в H . Таким 

чином, в будь-кому випадку x  переставна в H . Отже, кожна 

циклічна підгрупа з H  є переставною в H . А це означає, що кожна 

підгрупа з H  переставна в H . Останнє твердження випливає з опису 

груп, всі підгрупи яких переставні (див., напр., [32], Лема 2.4.10, 

Теорема 2.4.11 і Теорема 2.4.11). Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.8. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Якщо P  – локально скінченна 

p -підгрупа групи G , де p  – просте число, то кожна підгрупа з P  є 

переставною в P .  

 

Наслідок 2.9. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Якщо H  – зростаюча 

локально нільпотентна підгрупа групи G , то кожна підгрупа з H  є 

переставною в G . 
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Доведення. Нехай H  – зростаюча локально нільпотентна 

підгрупа G .  

Розглянемо довільну підгрупу K  з H . Якщо x  – довільний 

елемент підгрупи K , то циклічна підгрупа x  або переставна, або 

пронормальна в G . Якщо x  є пронормальною підгрупою в G , то 

вона пронормальна в H  і за лемою 2.6 x  нормальна в H . Звідси 

випливає, що x  є зростаючою підгрупою в групі G . Але зростаюча 

пронормальна підгрупа є нормальною, тому x  нормальна в G . 

Таким чином, кожна циклічна підгрупа з K  є переставною в групі G , 

і, отже, кожна підгрупа з K  переставна в G . Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.10. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Якщо L  – локально 

нільпотентний радикал групи G , то кожна підгрупа з L  є 

переставною в G . 

 

 

2.2. Структура локально скінченних груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні 

 

Лема 2.11. Нехай G  – група і g  – елемент групи G . 

Припустимо, що A  є g -інваріантною підгрупою групи G , тоді 

1 gA  і Aa . Якщо gaag  , то aa
g
 . 

 

Доведення. Нехай A  – g -інваріантна підгрупа групи G . 

Покладемо 
g

aL  . Тоді aAagK  , , тому aAKK )(  . 
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Нехай x  – довільний елемент з перетину AK  , тоді можна 

представити mm tktk
agagx ...11 . Маємо 


 mmmm tktkktktktk

agaggagagagx ...... 2111111  

   r
m

tktkkkkktkkktk
gaaagagggaggag mm ......... 1

332121221111 
 , 

де Laaa m ...,,, 21 , r . Оскільки x  належить A  і 1 gA , то 

1rg . Це означає, що x  належить L , і тому gLK  . Оскільки 

gaag  , то 

    agLaagLL  . 

Лему доведено. 

■ 

Лема 2.12. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або пронормальні, або переставні. Нехай P  – p -підгрупа групи G  для 

деякого простого числа p . Якщо )()( PCPN GG  містить p -елементи, 

то P  є абелевою підгрупою. 

 

Доведення. Нехай P  – p -підгрупа групи G , де p  – деяке 

просте число. За наслідком 2.9 кожна підгрупа з P  є переставною в 

)(PNG . Нехай x  – p -елемент з )()( PCPN GG  і нехай F  – довільна 

скінченна підгрупа з P . За лемою 2.11 F  і кожна підгрупа з F  є x -

інваріантними. Звідси випливає, що F  абелева підгрупа ([99], 

Hilfsatz 5). Тобто і P  є абелевою. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.13. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Нехай P  – силовська             
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p -підгрупа групи G  для деякого простого числа p . Якщо )(PNG  – 

періодична підгрупа і )()( PCPPN GG  , то P  абелева. 

 

Доведення. Нехай P  – силовська p -підгрупа групи G , де p  – 

деяке просте число. Нормалізатор підгрупи P  групи G  є періодичною 

підгрупою і )()( PCPPN GG  . )()( PCPN GG  містить p -елементи і 

можна застосувати лему 2.12, тобто P  є абелевою підгрупою групи 

G . Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.14. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Нехай P  – нормальна 

силовська p -підгрупа групи G  для деякого простого числа p . Якщо 

)(PCPG G , то P  абелева і кожна підгрупа в P  є G -інваріантною. 

 

Доведення. Нехай P  – нормальна силовська p -підгрупа групи 

G , p  – деяке просте число і )(PCPG G . Тоді різниця )(\ PCG G  є не 

порожньою множиною, яка містить тільки 'p -елементи. Отже, можна 

застосувати наслідок 2.13, тобто P  є абелевою підгрупою групи G . 

Нехай елемент x  належить )(\ PCG G , тоді 1 Px . За лемою 2.11 

кожна підгрупа в P  є x -інваріантною. Оскільки це виконується для 

кожного елементу x , що не належить )(PCG , то кожна підгрупа в P  є 

G -інваріантною. Наслідок доведено. 

■ 

Лема 2.15. Нехай G  – скінченна група, підгрупи якої або 

пронормальні, або переставні. Тоді G  зверхрозв'язна. 
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Доведення. Нехай F  – підгрупа Фіттінга групи G . За 

наслідком 2.5 FG /  зверхрозв’язна, тоді G  розв’язна. 

Нехай LK ,  – такі підгрупи групи G , що K  є переставною в L  і 

L  є переставною в G . Для підгрупи маємо тільки дві можливості: K  

переставна в G , або K  пронормальна в G . Якщо K  є пронормальною 

в G , то K  – пронормальна в L . Оскільки K  є переставною в L , то K  

субнормальна в L  [28]. Так само L  є субнормальною в G , тому K  є 

субнормальною в G . Але субнормальна пронормальна підгрупа 

нормальна. Таким чином, в обох випадках K  переставна в G . Отже, 

властивість «бути переставною підгрупою» транзитивна в G . Це 

означає, що G  зверхрозв’язна [44]. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.16. Нехай G – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Якщо D  – 

локально нільпотентний радикал групи G , то DG /  є абелевою 

підгрупою. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G . Оскільки G  – локально скінченна, то G  містить локальний клас ℒ 

скінченних підгруп. Якщо F  ℒ, то F  є зверхрозв’язною за 

лемою 2.15. Це показує, що комутант  FF,  є нільпотентним. Якщо 

 HF  ℒ, то    HHFF ,,  . Це означає, що множина 

  FFF |,  ℒ  – локальна, тому    FGG , ℒ FF , . В свою чергу 

це показує, що комутант  GG,  локально нільпотентний. Наслідок 

доведено. 

■ 
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Наслідок 2.17. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Тоді 

силовська 2 -підгрупа групи G  нормальна. 

 

Доведення. Оскільки G  – локально скінченна, то G  містить 

локальний клас ℒ скінченних підгруп. Якщо F  ℒ, то F  

зверхрозв’язна за лемою 2.15. Це показує, що силовська 2 -підгрупа 

)(Fo  нормальна в F . Якщо F  є підгрупою H  локального класу ℒ, то 

)()( HoFo  . Це означає, що  FGo )( ℒ )(Fo  і )(Go  – нормальна 

підгрупа групи G . Наслідок доведено. 

■ 

Лема 2.18. Нехай G  – локально скінченна група, підгрупи якої 

або пронормальні, або переставні. Нехай P  – локально скінченна 

силовська p -підгрупа групи G  для декого простого числа p . Якщо 

)(\)( PCPN GG  містить p -елемент x , то  xPP ,  і 1)( xCP . 

 

Доведення. Нехай P  – локально скінченна силовська p -

підгрупа G , p  – просте число. За наслідком 2.9 кожна підгрупа з P  є 

переставною в )(PNG . За лемою 2.12 P  абелева підгрупа. Нехай x  – 

p -елемент з )(\)( PCPN GG . За твердженням 2.12 статті [94] підгрупа 

P  розкладається в прямий добуток   )(, xCxPP P . Припустимо, що 

1)( xCP . Оберемо в )(xCP  елемент c  порядку p . Нехай тепер a  – 

елемент з  xP,  порядку p . Оскільки a  не належить )(xCP , то 

dx aa  , де d  – p -число, більш того )(mod1 pd  . Маємо 

cacaac xxxx )( . 
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З іншого боку, оскільки ac  не належить )(xCP , то 

tx acac )()(   

де t  – також p -число, таке, що )(mod1 pt  . Отже,   

tttd caacca  )( , 

більш того )(mod ptd   і )(mod1 pt  . Це протиріччя доводить, що 

1)( xCP  і, отже,   PxP , . Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.19. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Нехай P  – 

нормальна силовська p -підгрупа групи G  для деякого простого числа 

p . Якщо )(PCPG G , то   PxP ,  і 1)( xCP  для кожного 

елемента )(PCx G . Зокрема,   PGP , . 

 

Доведення. Нехай P  – нормальна силовська p -підгрупа групи 

G , p  – просте число. За наслідком 2.14 P  абелева підгрупа, тому 

якщо x  належить різниці )(\)( PCPN GG , то x  – p -елемент і можна 

застосувати лему 2.18. Наслідок доведено. 

■ 

Лема 2.20. Нехай G  – локально скінченна група, підгрупи якої 

або пронормальні, або переставні, і нехай L  – локально 

нільпотентний резідуал групи G . Якщо )(Lp   і P  силовська p -

підгрупа в L , то наступні твердження вірні: 

(i) P  – нормальна силовська p-підгрупа групи G ; 

(ii) P  абелева підгрупа;  

(iii)   PGP ,  

(iv) кожна підгрупа в P  є G -інваріантною. 
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Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний резідуал групи 

G , P  – силовська p -підгрупа в L  і p  належить )(L . За 

наслідком 2.16 локально нільпотентний радикал містить L . Зокрема, 

L  – локально нільпотентна підгрупа. Тобто L  можна представити у 

вигляді прямого добутку підгрупи P  та силовської p -підгрупи Q  з 

L . Розглянемо фактор-групу QG / . Оскільки LG /  локально 

нільпотентна, вона містить нормальну силовську p -підгрупу LS / . 

Звідси випливає, що QS /  – нормальна силовська p -підгрупа в QG / .  

Припустимо, що ))/()(/(/ / QSCQSQG QG , тоді 

QRQSQSQG ////  , де QR /  – силовська p -підгрупа в QG /  

([88], Теорема 7). Ізоморфізм SGQSQGQR /)//()/(/   показує, що 

QR /  є локально нільпотентною підгрупою. Тоді і QG /  локально 

нільпотентна, що суперечить вибору L . Це протиріччя доводить, що 

))/()(/(/ / QSCQSQG QG . За лемою 2.1 і наслідком 2.14 QS /  абелева 

і кожна підгрупа в QS /  G -інваріантна. За наслідком 2.19 

  QSxQQS /,/   і 1)(/ xQC QS  для кожного елементу xQ , що не 

належить )/(/ QSC QG .  

Припустимо, що підгрупа S  не співпадає з L . Фактор-група 

LG /  є локально нільпотентною. Оскільки LS /  абелева силовська p -

підгрупа з LG / , то LS /  належить до її центру. Якщо xQ  не належить 

)/(/ QSC QG , то   QLxQQS /,/  . За твердженням 2.12 статті [94] QS /  

розкладається в прямий добуток   )(,// / xQCxQQSQS QS , звідки 

випливає, що 1)(/ xQC QS , звідки отримуємо протиріччя. Це 

протиріччя показує, що підгрупа S  або співпадає з L , або 

QPQQLQS ///  , що, в свою чергу, показує, що P  – нормальна 
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силовська p -підгрупа групи G . Ізоморфізм QSP G /  доводить 

умови (ii) – (iv). Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.21. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні, і нехай 

L  – локально нільпотентний резідуал групи G . Тоді виконуються 

наступні твердження: 

(i)  )/()( LGL ; 

(ii) L  – абелева підгрупа;  

(iii)   LGL , ; 

(iv) кожна підгрупа в L  – G -інваріантна. 

 

Нам знадобиться опис періодичних локально скінченних груп, в 

яких кожна підгрупа переставна (див., напр., 32], Теорема 2.4.14).  

 

Твердження 2.22. Нехай G  – локально скінченна група. Якщо 

кожна підгрупа групи G  переставна, то pGp GDrG )( , де              

pG  – силовська p -підгрупа групи G , що задовольняє наступним 

умовам: 

(i) якщо 2p , то або pG  – абелева, або ppp aBG  , де         

pB  – нормальна абелева підгрупа експоненти kp , і існує таке 

натуральне число t , що mpt 1 , dmkm  , де pp
d BGp /  і 

t
pp bbaa 1

 для будь-якого pBb ; 

(ii) якщо 2p , то або pG  – дедекіндова група, або 

ppp aBG  , де pB  – нормальна абелева підгрупа експоненти kp , і 
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існує таке натуральне число t , що mpt 1 , dmkm 2 , де 

pp
d BGp /  і t

pp bbaa 1  для будь-якого pBb . 

В обох випадках, група pG  – неабелева, обмежена і 

нільпотентна.  

 

Лема 2.23. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Якщо локально нільпотентна 

підгрупа H  містить елемент Dg , то g  нормальна в H , а 

gH /  – дедекіндова група. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , H  – локально нільпотентна підгрупа, яка містить елемент g , що 

не належить D . Оскільки підгрупа g  не переставна в групі G  (в 

протилежному випадку g  належить D ), то вона пронормальна в групі 

G . Тоді g  пронормальна в H  і за лемою 2.6 нормальна в H .  

Нехай F  – довільна скінченно породжена підгрупа з H , що 

містить елемент g . Тоді підгрупа g  нормальна в F . Оскільки F  

скінченно породжена, то F  нільпотентна. Якщо припустити, що 

підгрупа F  переставна в групі G , то F  зростаюча в G  ([8], 

Теорема 1). Більш того, D  містить F , зокрема, g  належить D , що 

суперечить вибору елемента g . Це протиріччя доводить, що F  

пронормальна підгрупа групи G . Тоді F  пронормальна в H , і за 

лемою 2.6 F  нормальна в H . Таким чином, кожна скінченно 

породжена підгрупа з gH /  нормальна в gH / . Це показує, що 
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кожна підгрупа з gH /  нормальна в gH /  і, отже, gH /  – 

дедекіндова група. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 2.24. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Якщо P  – локально скінченна p -

підгрупа групи G , де p  – таке просте число, що D  не містить P , то 

або P  – дедекіндова група, або P  – скінченна-над-центром і 

обмежена.  

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , P  – локально скінченна p -підгрупа групи G , p  – просте число і 

D  не містить P . За наслідком 2.8 кожна підгрупа з P  є переставною в 

P . Якщо P  – дедекіндова група, то наслідок доведено. Нехай тепер 

підгрупа P  не дедекіндова. З твердження 2.12 випливає, що P  

обмежена і є розширенням абелевої підгрупи за допомогою циклічної. 

Зокрема, P  резідуально скінченна. Оскільки D  не містить P , то існує 

такий елемент g , що належить різниці DP \ . За лемою 2.13 підгрупа 

g  нормальна в P , а gP /  – дедекіндова група. Тоді, якщо 2p , то 

  gPP , . Якщо 2p , то група  gPgP /,/  циклічна. В обох 

випадках комутант  PP,  скінченний. Оскільки P  резідуально 

скінченна, то P  містить таку нормальну підгрупу V , що 

  1, VPP  і VP /  скінченна. V  належить центру підгрупи P , тому 

P  – скінченна-над-центром. Наслідок доведено. 

■ 
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Наслідок 2.25. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G  і L  – локально нільпотентний 

резідуал групи G . Якщо )/( DGp  , тоді або силовська p -підгрупа 

з LG /  – дедекіндова, або вона скінченна-над-центром і обмежена. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , L  – локально нільпотентний резідуал G , число p  належить 

)/( DG . Позначимо силовську p -підгрупу з LG /  через LP / . За 

лемою 2.1 і наслідком 2.8 кожна підгрупа з LP /  є переставною в 

LP / .  

Припустимо, що LP /  не дедекіндова. З твердження 2.12 

випливає, що LP /  обмежена і є розширенням абелевої підгрупи за 

допомогою циклічної. Зокрема, LP /  резідуально скінченна. Оскільки 

D  не містить підгрупу P , то існує такий елемент g , що належить 

різниці DP \ . Більш того, можна припустити, що g  – це p -елемент.  

Нехай LF /  – довільна скінченна підгрупа з LP / , яка містить 

gL . Тоді підгрупа F  є напівпрямим добутком локально 

нільпотентного резідуалу L  і деякої скінченної p -підгрупи V , всі 

доповнення L  спряжені (див., напр., [7], Теорема 2.4.5). Більш того, 

можна припустити, що елемент g  належить p -підгрупі V . З 

наслідка 2.14 маємо, що   gVV 2,  . З цього випливає, що 

  gLLFLF 2/,/  . Оскільки це виконується для кожної скінченної 

підгрупи з LP / , яка містить gL , то   gLLPLP 2/,/  . Оскільки 

LP /  резідуально скінченна, то LP /  містить таку нормальну підгрупу 
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LU / , що   1//,/  LULPLP  і UP /  скінченна. Оскільки 

)/(/ LPLU  , то LP /  – скінченна-над-центром. Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.26. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Припустимо, що локально 

нільпотентна підгрупа H  містить p -елемент Dg  для деякого 

простого числа p . Якщо 2p , то кожна 2 -підгрупа в H  – 

дедекіндова група. Якщо q  – таке просте число, що  pq ,2 , то 

кожна q -підгрупа з H  абелева. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , H  – локально нільпотентна підгрупа, g  – p -елемент підгрупи H , 

який не належить D  і p  – просте число. За лемою 2.23 g  є 

нормальною підгрупою в H  і gH /  – дедекіндова група.  

Нехай K  – q -підгрупа з H , де q  – просте число, яке не 

співпадає з p . Тоді ggKK /  і K  – дедекіндова група. Наслідок 

доведено. 

■ 

Наслідок 2.27. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Якщо H  – така періодична 

локально нільпотентна підгрупа, що ))/(( DHH   містить два 

різних простих числа p  і q , то H  дедекіндова група. 
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Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , H  – періодична локально нільпотентна підгрупа, qp,  – два різних 

простих числа з ))/(( DHH  . Беремо такі елементи yx,  з різниці 

DH \ , що qp yx ,  належать D . Більш того, можна припустити, що x  – 

p -елемент і y  – q -елемент. rGr HDrH )( , де rH  – силовська r -

підгрупа з H . За лемою 2.23 підгрупи x  і y  нормальні в H , а 

обидві фактор-групи xH /  і yH /  дедекіндові групи. Припустимо, 

що 2q , тоді з наслідка 2.26 випливає, що 2H  – дедекіндова група. 

Так само, rH  абелева, якщо r  не належить множині  q,2 . Оскільки 

p  не співпадає з q , то, знову застосовуючи наслідок 2.26, отримаємо, 

що qH  абелева. Це означає, що H  – дедекіндова група. Наслідок 

доведено. 

■ 

Наслідок 2.28. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. 

Позначимо через L  локально нільпотентний резідуал групи G , а через 

D  – локально нільпотентний радикал групи G . Якщо )/( DG  

містить два різних простих числа p  і q , то LG /  – дедекіндова 

група. 

 

Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний резідуал G , D  – 

локально нільпотентний радикал G , p  і q  – два різних простих числа 

з )/( DG . Розглянемо такі елементи yx,  з різниці DG \ , що qp yx ,  

належать D . Можна вважати, що x  – це p -елемент, а y  – q -елемент. 

Нехай r  належить )/( LG  і LR /  – довільна r -підгрупа з LG / .  
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Покладемо yLxLLRLS ,,//  . Тоді L  – така абелева 

нормальна підгрупа з S , що  )/()( LSL  (лема 2.20). Це 

означає, що підгрупу S  можна представити у вигляді напівпрямого 

добутку локально нільпотентного резідуалу L  і деякої скінченної 

підгрупи V  (див., напр., [7], Теорема 2.4.5). Оскільки фактор-група 

LG /  локально нільпотентна, то V  нільпотентна. За своїм вибором 

))/(( DVV   містить два різних простих числа p  і q . З наслідка 2.27 

випливає, що V  дедекіндова група. Оскільки LR /  ізоморфна підгрупі 

з V , то LR /  дедекіндова для 2r  і абелева для 2r . Таким чином, 

LR /  – довільна скінченна r -підгрупа, тоді силовська r -підгрупа з 

LG /  скінченна при 2r . Припустимо тепер, що 2r  і розглянемо 

дві довільні циклічні 2 -підгрупи aL  і bL . Покладемо 

LbaLR ,,/  . За доведеним LR /  дедекіндова, зокрема, aL  b -

інваріантна. Оскільки це виконується для довільних 2 -елементів aL , 

bL , то силовська 2 -підгрупа з LG /  дедекіндова. Це означає, що 

фактор-група LG /  дедекіндова група. Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.29. Нехай G  –група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Якщо H  – така періодична 

локально нільпотентна підгрупа, що  pDHH  ))/((  і силовська 

p -підгрупа P  з H  не дедекіндова, то DPD /  скінченна. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал G , 

H  – періодична локально нільпотентна підгрупа,  pDHH  ))/((  

і P  – силовська не дедекіндова p -підгрупа з H . Припустимо, що 



 66 

фактор-група DPD /  нескінченна. За наслідком 2.24 P  – скінченна-

над-центром та обмежена.  

Припустимо спочатку, що 2p . За наслідком 2.7 кожна 

підгрупа з P  є переставною. Тоді за твердженням 2.21 aBP  , де 

B  – нормальна обмежена абелева підгрупа і кожна підгрупа з B  є 

нормальною в H . Оскільки B  є обмеженою, то B  розкладається в 

прямий добуток циклічних підгруп  cDrB   (див., напр., [85], 

Теорема 17.2). Оскільки комутант  PP,  скінченний, то існує така 

скінченна підмножина M , що    cDrPP M, . Покладемо 

 cDrV M\ , тоді   1,  PPV  і VP /  скіченна. Оскільки DPD /  

нескінченна, то DVD /  також нескінченна. Це означає, що існує такий 

номер  , що c  не належить D . За лемою 2.23 підгрупа c  

нормальна в P  і cP /  – дедекіндова група. Оскільки 2p , то 

cP /  абелева. Рівність   1,  PPc  і теорема Ремака дають 

вкладення  

P     cPPPP /,/  , яке доводить, що P  – абелева. 

Припустимо тепер, що 2p . За наслідком 2.7 кожна підгрупа в 

P  є переставною. Тоді за твердженням 2.21 aBP  , де                      

B  – нормальна обмежена абелева підгрупа і кожна підгрупа з B  

нормальна в H . Оскільки B  є обмеженою, то B  розкладається в 

прямий добуток циклічних підгруп  cDrB   (див., напр., [85], 

Теорема 17.2). Оскільки DPD /  нескінченна, то DBD /  також 

нескінченна. Якщо c  не належить D , то за лемою 2.23 пігрупа c  

нормальна в P  і cP /  дедекіндова група. Якщо cP /  абелева для 
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кожного c , що не належить D , то, знову використовуючи теорему 

Ремака, отримаємо, що P  абелева.  

Припустимо тепер, що cP /  – неабелева дедекіндова група 

для кожного c , що не належить D . Тоді  cUcQcP ///  , де 

cQ /  – група кватерніонів, а cU /  – елементарна абелева група. 

Оскільки Q  скінченна, то існує така скінченна підмножина M , 

що 1\    cDrQ M . Покладемо  cDrW M\ , тоді 

1WQ  (це означає, що W  – елементарна абелева 2 -підгрупа) і 

WP /  скінченна. Оскільки DPD /  нескінченна, то DWD /  також 

нескінченна. Це означає, що існує елемент w  з різниці DW \ . За 

лемою 2.23 підгрупа w  нормальна в P , а wP /  – дедекіндова група. 

1Qw  і теорема Ремака дають вкладення P   wPQP //  . 

Якщо wP /  абелева, то P  також абелева. Припустимо, що wP /  – 

дедекіндова група. Тоді wP /  є прямим добутком групи кватерніонів 

і елементарної абелевої 2 -групи. Оскільки QP /  елементарна абелева, 

то wPQP //   – дедекіндова група, і, отже, P  є також дедекіндовою 

групою. Інакше кажучи, в кожному випадку отримали протиріччя. 

Отже, DPD /  скінченна. Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 2.30. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. 

Позначимо через L  локально нільпотентний резідуал групи G , а через 

D  – локально нільпотентний радикал групи G . Якщо  pDG  )/( , 

а DG /  нескінченна, то силовська p -підгрупа LP /  з LG /  

дедекіндова. 
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Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний резідуал групи 

G , D  – локально нільпотентний радикал G , DG /  нескінченна, а 

 pDG  )/( . Припустимо, що LP /  не дедекіндова. Тоді LP /  

містить такі два елемента aL  і bL , що підгрупа bL  не є aL -

інваріантною. Покладемо bLaLLK ,/  , тоді LK /  скінченна.  

Виберемо елемент Lg1  з різниці LDLP /\/ . Нехай 

LgLKLK 11 ,//  . За наслідком 2.21 L  абелева, тобто DL  . За 

наслідком 2.21  )/()( LGL . З цього випливає, що L  є 

силовською p -підгрупою в P . Зокрема, L  є силовською p -

підгрупою в 1K . Тоді підгрупу 1K  можна представити у вигляді 

напівпрямого добутку локально нільпотентного резідуалу L  і деякої 

скінченної p -підгрупи 1V  (див., напр., [7], Теорема 2.4.5). Виберемо 

елемент Lg2  з різниці LDLgLP /,\/ 1  і покладемо 

LgLKLK 212 ,//  . Знову, підгрупу 2K  представляємо у вигляді 

напівпрямого добутку локально нільпотентного резідуалу L  і деякої 

скінченної p -підгрупи W . Нехай 2V  – силовська p -підгрупа з 2K , в 

тому числі 1V . Оскільки силовська p -підгрупа з 2K  є скінченною, то 

вони спряжені в 2K . Це означає, що підгрупа 2K  є напівпрямим 

добутком L  і 2V . Використовуючи ті ж міркування, будуємо 

нескінченний ряд 

 


n nn VVVVV ......21  

з таких p -підгруп, що DVD /  буде нескінченною. За наслідком 2.29 

V  дедекіндова. З іншого боку, V  містить скінченну підгрупу, що 
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ізоморфна bLaL, , і, більш того, не дедекіндову. Це протиріччя 

доводить, що LP /  – дедекіндова група. Наслідок доведено. 

■ 

Тепер можемо сформулювати основний результат цього розділу. 

 

Теорема 2.31. Нехай G  – локально скінченна група,                    

L  – локально нільпотентний резідуал групи G , D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Якщо кожна скінченно породжена 

підгрупа в G  або пронормальна, або переставна, то виконуються 

наступні твердження: 

(i)  GG,  – абелева підгрупа; 

(ii) ZLD  , де Z  – верхній гіперцентр групи G ; 

(iii) силовська p -підгрупа з L  є силовською p -підгрупою в G  

для кожного числа )(Lp  ; 

(iv)   LGL , , 1)(  GL   і кожна підгрупа з L  є G -

інваріантною; 

(v) фактор-група LG /  гіперцентральна, а кожна підгрупа з 

LG /  переставна в LG / . 

Зокрема, кожна зростаюча підгрупа групи G  є переставною в G . 

Крім того, 

(vi) якщо множина )/( DG  містить два різних простих числа, 

то LG /  – дедекіндова група; у цьому випадку кожна скінченно 

породжена підгрупа групи G  пронормальна;. 

(vii) якщо DG /  – нескінченна p -група для деякого простого 

числа p , то LG /  – дедекіндова група; у цьому випадку кожна 

скінченно породжена підгрупа пронормальна; 
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(viii) якщо DG /  – скінченна p -група для деякого простого 

числа p  і LG /  – не дедекіндова група, то AG  ⋋P , де P  – 

силовська p -підгрупа групи G , A  – дедекіндова група, P  – обмежена 

і скінченна-над-центром, а )(/ ACP P  є скінченна. 

 

Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний резідуал G , D  – 

локально нільпотентний радикал G . Оскільки  GGL , , то 

    )/,/()/(,/ LGGLGGGG  . Фактор-група LG /  локально 

нільпотентна, тому LSDrLG pLGp // )/( , де LS p /  – силовська p -

підгрупа з LG / . Тоді  

     LSLSDrLGLGLGG ppLGp /,//,//, )/( . 

Покладемо  LSLSLD ppp /,//  . За лемою 2.1 та наслідком 2.7 

кожна підгрупа в LG /  є переставною. З твердження 2.22 випливає, 

що кожна силовська p -підгрупа LS p /  з LG /  є метаабелевою, тому 

LDp /  абелева для кожного числа )/( LGp  . З твердження 2.22 

випливає, що кожна силовська p -підгрупа LS p /  нільпотентна, тому 

LG /  гіперцентральна, тому виконується твердження (v).  

За наслідком 2.16 комутант  GG,  належить D . Нехай число p  

належить різниці    )(\, LGG   і виберемо в  GG,  силовську p -

підгрупу P . За наслідком 2.21 1 LP , тоді 

LDLPLLPPP p //)(  , 

більш того, підгрупа P  абелева. За лемою 2.20 силовська q -підгрупа з 

L  абелева для кожного числа q  з )(L . Це означає, що комутант 

 GG,  – абелева підгрупа, тобто виконується твердження (i).  
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Твердження (iii) та (iv) безпосередньо випливають з леми 2.20 і 

наслідка 2.21.  

За наслідком 2.21 L  – абелева нормальна підгрупа групи G , 

більш того, DL  . Оскільки D  локально нільпотентна, то D  є 

добутком своїх силовських підгруп. Покладемо )(L . За 

наслідком 2.21 L  – силовська  -підгрупа з D . Отже, D  є прямим 

добутком L  і силовської  -підгрупи Z  з R . Фактор-група LG /  

гіперцентральна. Більш того, верхній гіперцентр )(G  групи G  

містить Z . З (iv) випливає, що )(GZ  . Тобто твердження (іі) також 

виконується. 

Умови (i) – (v) з Теореми A статті [94] показують, що кожна 

зростаюча підгрупа групи G  є переставною. 

Твердження (vi) випливає з наслідку 2.28 і [47].  

Твердження (vii) випливає з наслідків 2.26 і 2.30.  

Припустимо тепер, що DG /  – скінченна p -підгрупа для 

кожного простого числа p . Якщо q  належить різниці  pLG \)/( , то 

з наслідку 2.26 випливає, що силовська q -підгрупа з LG /  є 

дедекіндовою групою при 2q , і абелевою при 2q . Нехай LA /  – 

силовська p -підгрупа з LG / . Тоді DA , тому A  локально 

нільпотентна, зокрема, A  є прямим добутком її силовських підгруп. 

Отже, L  – абелева підгрупа, A  – дедекіндова група. Тоді LG /  

гіперцентральна, DLCG )( . З іншого боку, )(LCD G , тому 

)(LCD G . Позначимо силовську p -підгрупу з D  через R . Тоді R  – 

нормальна підгрупа групи G , а RD /  – нормальна силовська p -

підгрупа з RG / , що має скінченний індекс. Тоді RG /  можна 

представити у вигляді напівпрямого добутку p -підгрупи RD /  і 
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скінченної силовської p -підгрупи RP /  з RG /  (див., напр., [7], 

Теорема 2.4.5). Застосувавши наслідок 2.24 отримаємо твердження 

(viii). Теорему доведено. 

■ 

Наслідок 2.32. Нехай G  – локально скінченна група, скінченно 

породжені підгрупи якої або пронормальні, або переставні. Тоді або 

кожна скінченно породжена підгрупа в G  пронормальна, або G  є 

групою типу (viii) Теореми 2.31. 

 

Наслідок 2.33. Нехай G  – локально скінченна група, всі підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні. Тоді або кожна підгрупа в G  

пронормальна, або G  є групою типу (viii) Теореми 2.31. 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G . За наслідком 2.5 DG /  містить таку нормальну абелеву підгрупу 

BL / , що кожна підгрупа з BL /  G -інваріантна, LG /  – дедекіндова 

група, )/(2 DL ,  )/()/( LGDL . Покладемо )/( LG . 

Якщо BS /  – силовська  -підгрупа з BG / , то 1)/()/(  DLDS , 

тому DS /  – дедекіндова група. Зокрема, DS /  нільпотентна. 

Припустимо, що S  переставна. Оскільки DS /  зростаюча, то DS /  

нормальна в DG / . В цьому випадку DG / , яка розкладається в 

прямий добуток підгруп DL /  і DS / , є дедекіндовою групою. 

Зокрема, кожна підгрупа в DG /  нормальна і, отже, пронормальна. 

Припустимо, що S  пронормальна. Тоді DS /  також пронормальна. За 

лемою 5 статті [26] )//()/)(/( BLBLBS  – силовська  -підгрупа з 

)//()/( BLBG . Однак )//()/( BLBG  – це  -підгрупа, тому 

)//()/()//()/)(/( BLBGBLBLBS   або )/()/)(/( BGBLBS  . 
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Використовуючи основний результат статті [84] отримаємо, що кожна 

підгрупа в BG /  пронормальна. Наслідок доведено. 

■ 

 

2.3. Висновки 

 

У цьому розділі було розпочато дослідження груп, всі підгрупи 

яких або переставні, або пронормальні. Вивчався загальний випадок, 

тобто, досліджені групи, скінченно породжені підгрупи яких або 

переставні, або пронормальні. Отримати опис нескінченних груп 

вказаного типу було можливе за деяких природних обмежень. А саме 

описані локально скінченні групи, скінченно породжені підгрупи яких 

або переставні, або пронормальні. 

Зазначимо, що цей результат не може бути поширений на 

довільні періодичні групи. А.Ю. Ольшанський [48] побудував 

приклад нескінченної p -групи G , де p  – досить велике просте 

непарне число, власні підгрупи якої мають порядок p . Кожна 

підгрупа такої групи є пронормальною. 

Основні наукові результати опубліковані в працях [70, 69] та 

доповідались на міжнародній алгебраїчній конференції [74]. 
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РОЗДІЛ 3 

 

НЕПЕРІОДИЧНІ ГРУПИ, СКІНЧЕННО ПОРОДЖЕНІ 

ПІДГРУПИ ЯКИХ АБО ПЕРЕСТАВНІ, АБО ПРОНОРМАЛЬНІ 

 

В другому розділі було розпочато вивчення груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. Зокрема, 

були описані локально скінченні групи, скінченно породжені підгрупи 

яких або переставні, або пронормальні. Зазначимо, що цей результат 

не може бути поширений на довільні періодичні групи. 

А.Ю. Ольшанський ([48], Теорема 28.2) побудував приклад 

нескінченної p -групи G  для досить великого простого числа p , 

власні підгрупи якої мають порядок p . Кожна підгрупа групи G  є 

пронормальною в G .  

В даному розділі продовжується дослідження груп вказаного 

типу, а саме, розглядаються неперіодичні групи, скінченно породжені 

підгрупи яких або пронормальні, або переставні. Розгляд таких груп 

був можливим при деяких природних обмеженнях, без яких питання 

про детальний опис таких груп є зараз дуже складним. Про це 

свідчить серія прикладів, які побудував А.Ю. Ольшанський [49]. 

Зокрема, серед них є приклад простої нескінченної групи без скруту, 

власні підгрупи якої циклічні. Кожна підгрупа даної групи 

пронормальна.  

Група G  називається узагальнено радикальною, якщо G  має 

зростаючий ряд, фактори якого або локально нільпотентні, або 

локально скінченні. Таким чином, узагальнено радикальна група G  

або має зростаючу локально нільпотентну підгрупу, або зростаючу 

локально скінченну підгрупу. В першому випадку локально 

нільпотентний радикал )(GLnr  в G  неодиничний. В другому випадку 
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G  містить неодиничну нормальну локально скінченну підгрупу. 

Очевидно, в кожній групі G  підгрупа )(GLfr , що породжена всіма 

нормальними локально скінченними підгрупами, є найбільшою 

нормальною локально скінченною підгрупою (локально скінченний 

радикал). Таким чином, кожна узагальнено радикальна група має 

зростаючий ряд нормальних підгруп з локально нільпотентними або 

локально скінченними факторами.  

Клас локально узагальнено радикальних груп досить широкий. 

Зокрема, він містить класи локально скінченних, локально розв’язних 

та локально майже розв’язних груп. 

Нагадаємо, що підгрупа H  групи G  називається 

пронормальною в G , якщо для будь-якого елементу Gg  підгрупи 

H  і gH  спряжені в підгрупі gHH , . 

Слід зазначити, що деякі типи підгруп в групах визначаються 

властивостями, які в тому чи іншому сенсі близькі до пронормальних. 

Зауважимо, що у випадку скінченних розв'язних груп досить часто 

вони співпадають з пронормальними. Підгрупа H  групи G  

називається слабко пронормальною в G , якщо для будь-яких двох 

проміжних для H  підгруп K  та L  таких, що K  нормальна в L , 

виконується умова ( )GL N H K  (в цьому випадку ще кажуть, що H  

задовольняє умові Фраттіні) [4]. Деякі результати про слабко 

пронормальні підгрупи отримані в [3, 32, 79]. 

В даному розділі отримано опис неперіодичних локально 

узагальнено радикальних груп, скінченно породжені підгрупи яких 

або пронормальні, або переставні. Також отримано опис деяких 

нескінченних груп, скінченно породжені підгрупи яких або 

переставні, або слабко пронормальні. 
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3.1. Деякі характеристики груп, скінченно породжені 

підгрупи яких або пронормальні, або переставні 

 

Нам знадобляться наступні попередні результати про групи, 

скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні. 

Зазначимо, що якщо G  – група, підгрупи (скінченно породжені 

підгрупи) якої або пронормальні, або переставні, то така властивість 

має місце для кожної підгрупи H  групи G  і кожної фактор-групи 

групи G .  

Припустимо, що G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або субнормальні, або пронормальні. Якщо циклічна підгрупа g  

групи G  не є пронормальною, то g  переставна в групі G . Це 

означає, що g  є зростаючою в G  ([29], Теорема 1). Тоді 1)( GGr , 

зокрема, локально нільпотентний радикал в G  неодиничний. 

Надалі знадобляться декілька результатів про групи, циклічні 

підгрупи яких пронормальні. Скінченні групи з цією властивістю 

вивчались T.A. Пенгом [51]. Локально розв'язні групи, циклічні 

підгрупи яких пронормальні, вивчались Н.Ф. Кузеним і 

І.Я. Субботіним [47].  

 

Твердження 3.1. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, циклічні підгрупи якої пронормальні. 

(i) Якщо G  – неперіодична, то G  абелева.  

(ii) Якщо G  – періодична, то G  містить абелеву нормальну 

підгрупу L , яка задовольняє наступні умови:  

кожна підгрупа з L  є G -інваріантною,  

LG /  – дедекіндова група,  



 77 

)/(2 BL ,   

 )/()/( LGBL .  

 

Доведення. Нехай K  – довільна скінченно породжена підгрупа 

групи G . Оскільки G  є узагальнено радикальною групою, то G  має 

зростаючий ряд факторів, які або локально нільпотентні, або локально 

скінченні.  

Нехай U , V  – такі нормальні підгрупи в K , що VU   і UV /  

локально скінченна. Кожна циклічна підгрупа з UV /  пронормальна в 

UV / . Нехай UF /  скінченна підгрупа з UV / . Тоді UF /  метабелева 

[100]. Це означає, що UV /  метаабелева. Отже, K  радикальна.  

Нехай L  – локально нільпотентний радикал в K . За лемою 2.6 

кожна циклічна підгрупа з L  є нормальною в L . Це означає, що 

кожна циклічна підгрупа з L  субнормальна в K . Оскільки кожна 

циклічна підгрупа з L  пронормальна, то такі підгрупи нормальні в K . 

Тоді )(/ LCK K  абелева (див., напр., [32], Теорема 1.5.1). Оскільки K  

радикальна і LLCK )(  ([89], Лема 4), то LK /  абелева. Зокрема, K  

розв'язна і, отже, G  локально розв'язна. Тепер можна застосувати 

основний результат [47]. Твердження доведено. 

■ 

Наслідок 3.2. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або 

переставні, і нехай B  – локально нільпотентний радикал групи G .  

(i) Якщо фактор-група BG /  – неперіодична, то BG /  абелева.  

(ii) Якщо фактор-група BG /  – періодична, то BG /  містить 

таку абелеву нормальну підгрупу BL / , що кожна підгрупа з BL /     
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G -інваріантна, фактор-група LG /  – дедекіндова, )/(2 BL  і 

 )/()/( LGBL .  

 

Доведення. Нехай B  – локально нільпотентний радикал групи 

G . За лемою 2.3 кожна циклічна підгрупа з BG /  пронормальна і 

можна застосувати твердження 3.1. Наслідок доведено. 

■ 

 

3.2. Локально узагальнено радикальні групи, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні 

 

Лема 3.3. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи якої 

або пронормальні, або переставні, і нехай g  – такий елемент групи 

G , що підгрупа g  пронормальна в G  (зокрема, це вірно і для 

випадку, коли g  не належить локально нільпотентному радикалу 

групи G ). Припустимо, що G  містить g -інваріантну абелеву без 

скруту підгрупу B . Якщо елемент )(BgCG  має скінченний порядок, 

то )(BCg G . 

 

Доведення. Нехай g  – елемент групи G , g  – пронормальна 

підгрупа G  і B  – g -інваріантна абелева без скруту підгрупа G .  

Припустимо, що )(BgCG  – це p -елемент для деякого простого 

числа p . Тоді елемент kg  належить )(BCG  для деякого числа mpk  .  

Покладемо )(gCC B . Припустимо протилежне, нехай C  не 

співпадає з B . Розглянемо g -інваріантну підгрупу C . Нехай b  – 

такий елемент підгрупи B , що mb  належить C  для деякого 

натурального числа m . Покладемо gbb 1 , тоді 
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mgmmgmgm bbbbb  )()()(1 . 

Оскільки підгрупа B  абелева без скруту, то це означає, що 

bbbg  1  і елемент b  належить C . Іншими словами, фактор-група 

CB /  без скруту. Нехай u  належить різниці CB \ , 
g

uU  . U  – 

скінченно породжена підгрупа і )/( CUU   – без скруту. Оскільки 

)/( CUU   скінченно породжена, то )/( CUU   вільна абелева. 

Зокрема, CU   має доповнення в U . Тоді U  містить таку g -

інваріантну підгрупу V , що 1)(  CUV  і )( CUV   має 

скінченний індекс в U  ([92], Наслідок 5.10). Крім того, підгрупа V  

неодинична. Оскільки елемент g  не належить D , то підгрупа g  

пронормальна. Таким чином, підгрупа g  пронормальна в gV .  

Покладемо pVV 1 , pVV 12  , p
nn VV 1  для всіх чисел n . 

Тоді nVV /  скінченна p -підгрупа і  nn
k

n gVVVgV ,/)(  . Це означає, 

що  nnnn gVVVgVVV ,//,/   є p -підгрупою. Тому nn gVVV ,/  

нільпотентна. Оскільки підгрупа ngV  пронормальна в nn gVVV ,/ , 

то ngV  нормальна в nn gVVV ,/ . Тобто   nVggV , . Оскільки це 

справедливо для всіх натуральних чисел n , то    


n nVggV , . 

)(1 CUV  , тому 1 gV . Разом з рівністю  


n nV 1  це 

означає, що  


n n gVg . Крім того,   ggV , .  

З іншого боку, підгрупа V  g -інваріантна, тому   VgV , . 

Таким чином,   1,  gVgV . Це означає, що CV   і отримали 

протиріччя, яке доводить рівність )(gCB B . Лему доведено. 

■ 
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Наслідок 3.4. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Припустимо, що )(DTorD   і 

DG /  – локально скінченна. Тоді )(/ DTorG  абелева. 

 

Доведення. Позначимо через T  максимальну нормальну 

періодичну підгрупу локально нільпотентного радикалу D  групи G . 

Тоді фактор-група TD /  абелева ([32], Лема 2.4.10 і Теорема 2.4.11).  

Припустимо, що )/( TG  не містить TD / . Тоді існують такі 

елементи TDx \  і Gg , що gT  не належить )(/ xTC TG . Оскільки 

TD /  абелева, то )(/ / xTCTD TG  і елемент g  не належить підгрупі 

D .  

Покладемо 
gT

xTTX / . Тоді TX /  без скруту і g -

інваріантна. Оскільки DG /  локально скінченна, то з леми 3.3 

випливає, що gT  належить )/(/ TXC TG , зокрема, gT  належить 

)(/ хTC TG . Це протиріччя показує, що TD /  належить центру )/( TG . 

За наслідком 3.2 фактор-група DG /  містить таку нормальну абелеву 

підгрупу DL / , що LG /  – дедекіндова група. Оскільки TD /  належить 

центру )/( TG , то TL /  нільпотентна.  

Нехай yT  – довільний елемент з TL / , який має нескінченний 

порядок. Якщо yT  належить TD / , то yT  належить центру )/( TG . 

Припустимо, що елемент y  належить різниці DL \ . Тоді підгрупа y  

пронормальна в G . Отже, yT  пронормальна в TG / . TL /  

нільпотентна, тому підгрупа yT  субнормальна в TG / . Оскільки 

підгрупа yT  одночасно субнормальна та пронормальна, то yT  
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нормальна в TG / . Використовуючи ті ж аргументи знову отримаємо, 

що елемент yT  належить центру )/( TG .  

Тобто кожна нільпотентна неперіодична група породжується 

елементами нескінченного порядку. Це означає, що )/(/ TGTL  . 

Оскільки фактор-група LG /  дедекіндова, то TG /  нільпотентна. 

Таким чином, TG /  абелева. Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 3.5. Нехай G  – група, скінченно породжені підгрупи 

якої або пронормальні, або переставні, і нехай D  – локально 

нільпотентний радикал групи G . Припустимо, що )(DTorD   і DG /  

абелева. Тоді )(/ DTorG  абелева. 

 

Доведення. Позначимо через T  максимальну нормальну 

періодичну підгрупу локально нільпотентного радикалу D  групи G . 

Тоді фактор-група TD /  абелева ([32], Лема 2.4.10 і Теорема 2.4.11).  

Нехай )/(/ DGTorDR  . Якщо R  співпадає з G , то результат 

випливає з наслідка 3.4. Тому припустимо, що G  не співпадає з R . З 

леми 3.3 випливає, що TD /  належить центру )/( TR . За 

наслідком 2.9 кожна підгрупа з TD /  переставна в TG / . Якщо 

елемент g  належить різниці RG \ , то gR  має нескінченний порядок, 

зокрема, елемент gD  має нескінченний порядок. Це означає, що 

1/  TDgT .  

Якщо елемент TDd \ , то за лемою 2.11 підгрупа dT  gT -

інваріантна. Це означає, що 2)(xT  належить )/(/ TDC TG  для кожного 

елементу x  групи G . Тоді )/(/)/( / TDCTG TG  періодична і з леми 3.3 
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випливає, що )/(/ TGTD  . Повторюючи аргументи доведення 

наслідка 3.4 отримаємо, що TG /  абелева. Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 3.6. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або 

переставні, і нехай D  – локально нільпотентний радикал групи G . 

Якщо )(DTorD  , то )(/ DTorG  абелева. 

 

Доведення. Позначимо через T  максимальну нормальну 

періодичну підгрупу локально нільпотентного радикалу D  групи G . 

За наслідком 3.2 фактор-група DG /  або локально скінченна, або 

абелева. Якщо DG /  локально скінченна, то результат випливає з 

наслідка 3.4. Якщо DG /  абелева, то результат випливає з 

наслідка 3.5. Наслідок доведено. 

■ 

Лема 3.7. Нехай G  – група і припустимо, що G  містить таку 

нормальну періодичну абелеву підгрупу T , що TG /  абелева і 

неперіодична. Якщо кожна скінченно породжена підгрупа з G  або 

пронормальна, або переставна, то кожна підгрупа з T  G -

інваріантна. 

 

Доведення. Нехай T  – нормальна періодична абелева підгрупа 

групи G , а фактор-група TG /  абелева і неперіодична. 

За наслідком 3.2 кожна підгрупа з T  переставна в G . Нехай x  – 

довільний елемент підгрупи T , а g  – елемент нескінченного порядку. 

Тоді 1Tg  і з леми 2.11 випливає, що підгрупа x  g -

інваріантна. Оскільки TG /  неперіодична, то вона породжена усіма її 

елементами нескінченного порядку.  
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Це означає, що x  – G -інваріантна підгрупа. Тобто кожна 

циклічна підгрупа з T  G -інваріантна, а це означає, що кожна підгрупа 

з T  G -інваріантна. Лему доведено. 

■ 

Лема 3.8. Нехай G  – група і припустимо, що G  містить 

нормальну абелеву p -підгрупу T , де p  – таке просте число, що TG /  

абелева і неперіодична. Нехай кожна скінченно породжена підгрупа 

або пронормальна, або переставна. Якщо L  – локально 

нільпотентний радикал групи G , то LG /  – скінченна циклічна група 

порядку, що ділить 1p . 

 

Доведення. Нехай T  – нормальна абелева p -підгрупа групи G , 

p  – просте число, фактор-група TG /  абелева і неперіодична, а L  – 

локально нільпотентний радикал групи G . За лемою 3.7 кожна 

підгрупа з T  G -інваріантна.  

Покладемо  1|)(1  paTaTL . І нехай )(LCC G . Тоді 

CG /  циклічна підгрупа, що має порядок 1p  ([32], Теорема 1.5.6). 

Зауважимо, що відображення 
pzz  , Tz , є G -ендоморфізмом з T , 

тому фактор )(/)( 12 TT   C -центральний. Аналогічно, фактор 

)(/)(1 TT nn    також C -центральний для кожного натурального 

числа n . Оскільки TG /  абелева, то підгрупа T  гіперцентральна. Крім 

того, LC   і, отже, LG /  скінченна підгрупа порядку, що ділить 1p . 

Лему доведено. 

■ 

Наслідок 3.9. Нехай G  – група і припустимо, що G  містить 

таку нормальну абелеву 2 -підгрупу T , що TG /  абелева і 
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неперіодична. Якщо кожна скінченно породжена підгрупа в G  або 

пронормальна, або переставна, то G  локально нільпотентна. 

 

Лема 3.10. Нехай G  – група і L  – локально нільпотентний 

радикал групи G . Припустимо, що L  містить G -інваріантну абелеву 

p -підгрупу T , де p  – просте число, тоді виконуються наступні 

умови:  

TG /  абелева і неперіодична; 

кожна підгрупа з )(LTor  G -інваріантна;  

2)/(0 TGr . 

Якщо кожна скінченно породжена підгрупа з G  або 

пронормальна, або переставна, то G  абелева. 

 

Доведення. Нехай L  – локально нільпотентний радикал групи 

G , а T  – G -інваріантна абелева p -підгрупа L , де p  – просте число. 

За лемою 3.8 LG /  – скінченна циклічна група порядку, що ділить 

1p . За наслідком 2.10 кожна підгрупа з L  переставна в G . Тоді з 

2)/(0 TGr  випливає, що L  абелева ([32], Лема 2.4.10).  

Нехай a  – довільний елемент з L . Якщо a  має скінченний 

порядок, то підгрупа a  G -інваріантна. Припустимо тепер, що a  

нескінченного порядку. Нехай g  – такий елемент, що gLLG / . 

Зауважимо, що якщо g  має скінченний порядок, то, оскільки порядок 

gL  ділить 1p , можна припустити, що p  не ділить порядок g . Отже, 

gG
aaA  . Оскільки TG /  абелева, то Eaa

g
  для кожної 

скінченої підгрупи E  з T . Оскільки T  є p -підгрупою, то E  скінченна 

p -підгрупа. Це означає, що існує таке натуральне число k , що 
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aAB s  , де kps  . Підгрупа B  G -інваріантна, а фактор BA /  

скінченна p -група. За наслідком 2.9 кожна підгрупа з BA /  

переставна в BG / . За вибором елемента g  маємо 1/  BAgB . З 

леми 2.11 випливає, що підгрупа aB  gB -інваріантна. Оскільки 

aB  , то підгрупа a  g -інваріантна. Підгрупа L  абелева, тому 

a  G -інваріантна. Отже, кожна підгрупа з L  G -інваріантна. 

Оскільки L  неперіодична, то )(/ LCG G  – група порядку 2  ([32], 

Tеорема 1.5.7). Група G  розв’язна, тому LLCG )(  ([89], Лема 4) і 

LG /  має порядок більше 2 . Припустимо, що G  не співпадає з L . 

Тоді 
1 xx g
 для кожного елементу Lx  ([32], Tеорема 1.5.7). 

Оскільки підгрупа L  неперіодична, то L  містить елемент d , що має 

нескінченний порядок. Тоді Td   і, оскільки 
1 dd g
, то 

1)()(  dTdT gT . З іншого боку, фактор-група TG /  абелева, тому 

dTdT gT )( . Це протиріччя показує, що LG  . Лему доведено. 

■ 

Твердження 3.11. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або 

переставні, і нехай D  – локально нільпотентний радикал групи G . 

Якщо )(DTorD   і 2)(0 Gr , то G  абелева. 

 

Доведення. Позначимо через T  максимальну нормальну 

періодичну підгрупу локально нільпотентного радикалу D  групи G . 

Тоді фактор-група TG /  абелева за наслідком 3.6. Зокрема, якщо 

1T , то G  абелева. Тому припустимо, що підгрупа T  неодинична. 

За лемою 3.7 кожна підгрупа з T  G -інваріантна. 
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pTp TDrT )( , де pT  – силовська p -підгрупа з T . Позначимо 

через qpqTqp TDrQ  ),( . Зауважимо, що  

pGppppp TQQTQTQDTor  //)/( . 

Це означає, що кожна підгрупа з pQT /  G -інваріантна. Нехай  

 1)(:/)/(/ 1  p
pppppp yQQTyQQTQL , )(Tp  . 

За наслідком 3.9 фактор-група 2/QG  локально нільпотентна. З 

наслідка 2.9 випливає, що кожна підгрупа з 2/QG  переставна в 2/QG . 

Оскільки 2)/( 20 QGr , то 2/QG  абелева ([32], Лема 2.4.10).  

Нехай тепер 2p . Кожна скінченно породжена підгрупа з 

pQG /  або пронормальна, або переставна в pQG / . Нехай pp QK /  – 

локально нільпотентний радикал в pQG /  і нехай paQ  – довільний 

елемент з pp QK / , що має скінченний порядок. Якщо елемент paQ  

належить pQT / , то підгрупа paQ  G -інваріантна. Якщо елемент 

paQ  не належить pQT / , то Da . Це означає, що підгрупа a  не є 

переставною в G , тому a  пронормальна в G . Тоді paQ  

пронормальна підгрупа в pQG / . З іншого боку, з наслідка 2.10 

випливає, що кожна підгрупа з pp QK /  переставна в pQG / . Оскільки 

paQ  переставна, то paQ  зростаюча підгрупа в pQG / . Будь-яка 

зростаюча пронормальна підгрупа нормальна. Таким чином, підгрупа 

paQ  G -інваріантнa.  

Тепер можна застосувати лему 3.10 для фактор-групи pQG / . За 

цією лемою pQG /  абелева, тому   pQGG ,  для кожного простого 
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числа p .  )(
1

Tp pG


 , тому   1, GG , тобто G  абелева. 

Твердження доведено. 

■ 

Твердження 3.12. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або 

переставні, і нехай D  – локально нільпотентний радикал групи G . 

Якщо )(DTorD   і 1)(0 Gr , то кожна підгрупа в G  переставна в G . 

 

Доведення. Позначимо через T  максимальну нормальну 

періодичну підгрупу локально нільпотентного радикалу D  групи G . 

Оскільки D  не співпадає з T  і 1)(0 Gr , то 1)(0 Dr . За 

наслідком 2.10 кожна підгрупа з D  переставна в G . Тоді або D  

абелева, або TD /  локально циклічна, T  абелева і кожна підгрупа з T  

D -інваріантна ([32], Tеорема 2.4.11). За наслідком 3.6 фактор-група 

TG /  абелева, зокрема, якщо 1T , то G  абелева. Тому припустимо, 

що T  неодинична. За лемою 3.7 кожна підгрупа з T  G -інваріантна. 

pTp TDrT )( , де pT  – силовська p -підгрупа в T . Покладемо 

qpqTqp TDrQ  ),( .  

Зазначимо, що 
p

TQQTQTQDTor Gppppp  //)/( . Це 

означає, що кожна підгрупа з pQT /  G -інваріантна. Нехай 

  1)(:/)/(/ 1
p

pppppp yQQTyQQTQL  

ppp QTQT )()/( 11  , )(Tp  . 

За наслідком 3.9 фактор-група 2/QG  локально нільпотентна. За 

наслідком 2.9 кожна підгрупа фактор-групи 2/QG  переставна в 2/QG . 

Тоді 2/QG  або абелева, або гіперцентральна ([32], Лема 2.4.10). В 
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кожному випадку верхній гіперцентр 2/QG  містить 2/ QT . Ізоморфізм 

22222 // TQQTQT G  означає, що верхній гіперцентр групи G  

містить 2T .  

Нехай тепер 2p . Кожна скінченно породжена підгрупа з 

pQG /  або пронормальна, або переставна. Припустимо, що центр 

pQG /  не містить pp QL / . Кожна підгрупа з pp QL /  G -інваріантна. 

Нехай )/(/ / ppQGp QLCQC
p

 , тоді CG /  – циклічна група порядку 

1p  ([32], Teoрема 1.5.6). Якщо g  – це такий елемент, що 

gCCG / , тоді за припущенням існує такий елемент ppp QLaQ / , 

що підгрупа pp aQgQ ,  не нільпотентна.  

Нехай pbQ  – елемент з pQC / , що має нескінченний порядок. 

Оскільки підгрупа )//()/( pp QTQG  абелева, то підгрупа pp QTbQ /,  

нормальна. Це означає, що pp

gQ

pppp bQQPaQbQQU
p

)/(,/  , 

де pQP /  – скінчена p -підгрупа. Більш того, ця підгрупа є 

нільпотентною. Тому існує такий номер spk  , що підгрупа 

k
pppp QUQV )/(/   без скруту і має скінчений індекс в pp QU / ; більш 

того )//()/( pppp QVQU  скінченна p -група. Крім того, можна вважати, 

що )/)(/( ppp QPQV  не співпадає з pp QU / .  

Позначимо через ppppp bQaQgQQK ,,/   і розглянемо 

фактор-групу )//()/( pppp QVQK . Кожна скінченно породжена 

підгрупа фактор-групи )//()/( pppp QVQK  або пронормальна, або 

переставна. Оскільки 1)(0 Gr  і )//()/( pppp QVQK  скінченна, то 
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кожна підгрупа з ppppppp VVKQVQK /)()//()/(   або пронормальна, 

або переставна. За лемою 2.15 ppp VVK /)(   -група. Фактор-група 

TG /  абелева, тому pp VPV /  містить нільпотентний резідуал pVR /  з 

ppp VVK /)( . Нільпотентний резідуал скінченної розв’язної  -групи є 

холловською підгрупою [44].  

З іншого боку, вибір pp QV /  показує, що pp VPV /  не 

максимальна p -підгрупа фактор-групи ppp VVK /)( . Це протиріччя 

доводить, що центр pQG /  містить pp QL / . Отже, верхній гіперцентр 

pQG /  містить pQT / . Ізоморфізм pGpppp TQQTQT  //  показує, що 

верхній гіперцентр G  містить pT . Оскільки це вірно для всіх чисел 

)(Tp  , то верхній гіперцентр групи G  містить підгрупу T . 

Фактор-група TG /  абелева, звідки випливає, що G  гіперцентральна. 

Тепер можна застосувати наслідок 2.9. Твердження доведено. 

■ 

Тепер перейдемо до доведення одного з головних результатів 

розділу. 

 

Теорема 3.13. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або пронормальні, або 

переставні. Якщо G  неперіодична, то кожна підгрупа групи G  

переставна в G . 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал групи 

G , і нехай T  – максимальна нормальна періодична підгрупа локально 

нільпотентного радикалу D  групи G . 
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Припустимо спочатку, що D  не співпадає з T . Якщо 2)(0 Gr , 

то група G  абелева за твердженням 3.11. Якщо 1)(0 Gr , то 

твердження випливає з твердження 3.12. Припустимо тепер, що D  

періодична. За лемою 2.7 та наслідком 3.2 G  розв’язна. Оскільки 

група G  неперіодична, то фактор-група DG /  неперіодична. За 

наслідком 3.2 DG /  абелева. 

p
Tp

DDrD
)(

 , де pD  – силовська p -підгрупа локально 

нільпотентного радикалу D . Припустимо, що D  абелева. Нехай 

)(Dp   і покладемо q
pqTp

p DDrQ



),(

. Зауважимо, що 

pGpppp DQQDQD  // .  

Розглянемо наступну фактор-групу pQG / . Тоді pQD /  абелева 

p -група. Кожна скінченно породжена підгрупа фактор-групи pQG /  

або пронормальна, або переставна.  

Нехай pQL /  – це локально нільпотентний радикал pQG / . Тоді 

за лемою 3.8 LG /  скінченна циклічна група порядку, що ділить 1p . 

Виберемо paQ  – довільний елемент з pQL / . З леми 3.7 випливає, що 

кожна підгрупа фактор-групи pQD /  G -інваріантна. Оскільки Da , 

то підгрупа paQ  G -інваріантна. Якщо Da , то підгрупа a  

пронормальна в G . Це означає, що paQ  пронормальна в pQG /  і, 

отже, в pQL / . Використовуючи лему 2.3 отримаємо, що підгрупа 

paQ  нормальна в pQL / , зокрема, paQ  субнормальна в pQG / . 

Оскільки підгрупа paQ  одночасно субнормальна та пронормальна, 
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то paQ  нормальна в pQG / . Отже, кожна циклічна підгрупа (і, 

зокрема, кожна підгрупа) фактор-групи pQL /  G -інваріантна. 

Оскільки pQG /  неперіодична, а фактор-група LG /  скінченна, 

то pQL /  неперіодична. Група pQL /  породжується своїми елементами 

нескінченного порядку. Ці елементи належать до центру фактор-групи 

pQG / . З іншого боку, оскільки pQG /  розв'язна, то pQL /  містить 

його централізатор ([89], Лема 4), тому G  співпадає з L . Отже, 

фактор-група pQG /  локально нільпотентна і неперіодична. Кожна 

підгрупа в pQG /  нормальна. Оскільки pQG /  неперіодична 

дедекіндова група, то pQG /  абелева [2]. Це справджується для 

кожного простого числа p , тому з рівності p
Tp

G
)(

1


   випливає, що 

G  абелева. 

Припустимо, що D  не є абелевою. Тоді існує таке просте число 

p , що pD  неабелева. За наслідком 2.10 кожна підгрупа локально 

нільпотентного радикалу з D  переставна в G . Це означає, що pD  

нільпотентна та обмежена. Нехай  ppp DDC ,  і ppp CQR  . Тоді 

pRD /  абелева p -група. Користуючись аналогічними міркуваннями 

отримаємо, що pRG /  абелева. Маємо: 

    pppppppp QQDQQDQDQD /,//,/  

   ppppppppp QRQQCQQDD ///,  . 

Таким чином,    ppp QDQDQG /,///  абелева. Оскільки фактор-

група pQD /  нільпотентна, то pQG /  також нільпотентна ([101], 

Теорема 7). За наслідком 2.9 кожна підгрупа фактор-групи pQG /  
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переставна в pQG / . Оскільки pQG /  неперіодична, то )/( pQGTor  

абелева підгрупа (див., напр., [32], Лема 2.4.10 і Теорема 2.4.11), 

зокрема, ppppp QDQQDD //   абелева. Теорему доведено. 

■ 

 

3.3. Локально узагальнено радикальні групи, скінченно 

породжені підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні 

 

Узагальненням пронормальних підгруп є слабко пронормальні 

підгрупи. 

Надалі нам необхідний буде наступний результат, який був 

доведений в [82]. 

 

Наслідок 3.14. Нехай G  – локально нільпотентна група і H  – 

слабко пронормальна підгрупа в G . Тоді H  нормальна в G . 

 

Теорема 3.15. Нехай G  – локально узагальнено радикальна 

група, скінченно породжені підгрупи якої або переставні, або слабко 

пронормальні. Якщо G  – неперіодична, то кожна підгрупа з G  

переставна в G . 

 

Доведення. Нехай D  – локально нільпотентний радикал G . 

Припустимо спочатку, що )(DTorD  . Якщо 2)(0 Gr , то G  

абелева за твердженням 3.11. Якщо 1)(0 Gr , то твердження випливає 

з твердження 3.12. Припустимо тепер, що D  періодична. З леми 2.7 та 

наслідку 3.2 випливає, що G  розв’язна. Оскільки група G  

неперіодична, то фактор-група DG /  також неперіодична. За 

наслідком 3.2 DG /  абелева. 
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p
Tp

DDrD
)(

 , де pD  – силовська p -підгрупа в D . Припустимо, 

що D  абелева. Нехай )(Dp   і покладемо q
pqTp

p DDrQ



),(

. 

Відмітимо, що pGpppp DQQDQD  // . Розглянемо фактор-групу 

pQG / . Тоді pQD /  – абелева p -група. Кожна скінченно породжена 

підгрупа з pQG /  або слабко пронормальна, або переставна в pQG / . 

Нехай pQL /  – локально нільпотентний радикал pQG / . Тоді за 

лемою 3.8 LG /  – скінченна циклічна група порядку, що ділить 1p . 

Нехай paQ  – це довільний елемент фактор-групи pQL / . З леми 3.7 

випливає, що кожна підгрупа фактор-групи pQD /  G -інваріантна, 

тому, якщо Da , то paQ  – G -інваріантна. Якщо Da , тоді 

підгрупа a  слабко пронормальна в G . Це означає, що paQ  слабко 

пронормальна підгрупа в pQG /  і, отже, в pQL / . За наслідком 3.14 

підгрупа paQ  нормальна в pQL / , зокрема, paQ  субнормальна в 

pQG / . Оскільки paQ  одночасно субнормальна та слабко 

пронормальна, то підгрупа paQ  нормальна в pQG / . Отже, кожна 

циклічна підгрупа в pQL /  є G -інваріантною. 

Оскільки pQG /  неперіодична, а LG /  є скінченною, то pQL /  

неперіодична. Група pQL /  породжується своїми елементами 

нескінченного порядку. Ці елементи належать до центру pQG / . З 

іншого боку, оскільки pQG /  розв'язна, то фактор-група pQL /  містить 

її централізатор ([89], Лема 4), тому LG  . Іншими словами, pQG /  

локально нільпотентна і неперіодична. Кожна підгрупа в pQG /  
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нормальна. Оскільки pQG /  неперіодична дедекіндова група, то pQG /  

абелева [2]. Оскільки це справджується для кожного простого числа 

p , то з рівності p
Tp

G
)(

1


   випливає, що G  абелева. 

Припустимо, що D  не є абелевою. Тоді існує таке просте число 

p , що pD  – неабелева. За наслідком 2.10 кожна підгрупа локально 

нільпотентного радикалу D  переставна в G . Це означає, що pD  – 

нільпотентна та обмежена. Нехай  ppp DDC , , ppp CQR  . Тоді 

pRD /  є абелевою p -групою. Користуючись аналогічними 

міркуваннями отримаємо, що pRG /  абелева. Маємо: 

    pppppppp QQDQQDQDQD /,//,/  

   ppppppppp QRQQCQQDD ///,  . 

Таким чином,    ppp QDQDQG /,///  абелева, і з того факту, що 

фактор-група pQD /  нільпотентна, випливає, що pQG /  також 

нільпотентна ([101], Теорема 7). За наслідком 2.9 кожна підгрупа з 

pQG /  переставна в pQG / . Оскільки pQG /  неперіодична, то 

)/( pQGTor  абелева (див., напр., [32], Лема 2.4.10 і Теорема 2.4.11), 

зокрема, ppppp QDQQDD //   абелева. Теорему доведено. 

■ 

 

3.4. Висновки 

 

Неперіодичні групи в загальному випадку мають дуже складну 

структуру, яку засобами та методами, що є на цей час в теорії груп, 

описати майже неможливо. Тому для опису неперіодичних груп 

необхідно ввести деякі природні обмеження. 
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У даному розділі були розглянуті деякі нескінченні 

неперіодичні групи, скінченно породжені підгрупи яких або 

переставні, або пронормальні. 

Отримано повний опис локально узагальнено радикальних груп, 

скінченно породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні. 

Також отримано опис деяких нескінченних груп, скінченно породжені 

підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні. 

Основні наукові результати опубліковані в працях [71, 72] та 

доповідались на міжнародній математичній конференції [75], 

міжнародній алгебраїчній конференції [76, 77]. 
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РОЗДІЛ 4 

 

ДЕЯКІ ГРУПИ, ЩО МАЮТЬ ЛИШЕ ДВА ТИПИ ПІДГРУП 

 

Даний розділ присвячений вивченню груп, всі підгрупи яких або 

майже нормальні, або контранормальні (відповідно абнормальні).  

Групи, підгрупи яких володіють тільки двома властивостями, 

вивчалися вже не так активно. Досить типовим тут є розгляд випадків, 

коли група має тільки два типи підгруп, властивості яких у якомусь 

сенсі є діаметрально протилежними. Наприклад, якщо H  – нормальна 

підгрупа групи G , то HH G  . Підгрупа H  групи G , для якої 

GH G  , є антиподом до нормальної підгрупи. Такі підгрупи 

називаються контранормальними. З іншого боку, якщо H  – 

нормальна підгрупа групи G , то GHNG )( . Підгрупа H  групи G , 

для якої HHNG )( , також є антиподом нормальної підгрупи. Такі 

підгрупи називаються самонормалізовними.  

Наявність тільки двох типів підгруп, які є антиподами одна до 

іншої в групі є досить суттєвим обмеженням, і, в багатьох випадках, 

можна отримати повний і докладний опис таких груп. Цілком логічно 

розглянути випадок, коли всі підгрупи розбиті лише на два класи: 

підгрупи із заданою властивістю та їх антиподи. Наприклад, скінченні 

групи, всі підгрупи яких нормальні або абнормальні, були повністю 

описані А. Фаттахі [17], тоді як нескінченні групи такого типу були 

вивчені І. Субботіним [102]. Групи, всі підгрупи яких або 

субнормальні, або абнормальні, в скінченному випадку були вивчені 

Г. Ебертом і С. Бауманом [20], а в нескінченному випадку – 

М. де Фалько, Л.А. Курдаченком, І.Я. Субботіним [21] і 

Л.А. Курдаченком, І.Я. Субботіним [103].  
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Групи, всі підгрупи яких або субнормальні, або 

самонормалізовні були розглянуті Л.А. Курдаченком та Х. Смітом 

[52]. Групи, всі підгрупи яких або зростаючі, або самонормалізовні, 

були досліджені у [104]. Зазначимо також, що в статті [102] були 

вивчені групи, всі підгрупи яких або нормальні, або контранормальні, 

а в статті [21] були досліджені групи, всі підгрупи яких або 

субнормальні, або контранормальні.  

Разом з субнормальними і зростаючими підгрупами майже 

нормальні підгрупи виступають іншим природним узагальненням 

нормальних підгруп. Підгрупа H  називається майже нормальною в 

групі G , якщо вона нормальна в деякій підгрупі скінченного індексу 

групи G . Це означає, що )(HNG  має скінченний індекс в G . Дійсно, 

підгрупа H  майже нормальна в групі G  тоді і тільки тоді, коли 

множина  GxH x |  скінченна.  

Вивчення властивостей майже нормальних підгруп було 

розпочато Б. Нейманом в [53]. Було доведено, що група, всі підгрупи 

якої майже нормальні, має центр скінченного індексу. З цієї статті 

розпочалося вивчення впливу майже нормальних підгруп на 

структуру групи. Багато отриманих результатів відображені в огляді 

[16], а також [57–67, 105–108]. 

Основний результат даного розділу дає досить повний опис 

локально розв'язаних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, 

або контранормальні. Також отриманий опис локально розв'язних 

груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або абнормальні.  
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4.1. Деякі характеристики груп, всі підгрупи яких або майже 

нормальні, або контранормальні 

 

Лемма 4.1. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні.  

(і) Якщо H  – нормальна підгрупа групи G , то кожна підгрупа з 

HG /  або майже нормальна, або контранормальна в HG / .  

(іі) Якщо L  – власна нормальна підгрупа групи G , то кожна 

підгрупа з L  майже нормальна в G .  

 

Наслідок 4.2. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо L  – власна нормальна 

підгрупа групи G , то )(GFCL  .  

 

Наслідок 4.3. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо x  – такий елемент )(GFC , 

що   GxC
G

G  , то   )(GFCxC
G

G  .  

 

Доведення. Розглянемо такий елемент x  з )(GFC , що 

  GxC
G

G  . Підгрупа  G

G xC  нормальна в G , і можна застосувати 

наслідок 4.2, тобто   )(GFCxC
G

G  . Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 4.4. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо центр групи G  не містить 

)(GFC , то фактор-група )(/ GFCG  скінченна.  

 

Доведення. Оскільки )(G  не містить )(GFC , то можна 

вибрати в )(GFC  нецентральний елемент x .  
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За вибором,   GxC
G

G  , тому за наслідком 4.3 

  )(GFCxC
G

G  . З іншого боку, оскільки елемент x  належить 

підгрупі )(GFC , то  G

G xC  має скінченний індекс в G . Наслідок 

доведено. 

■ 

Лемма 4.5. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Тоді фактор-група )(/ GFCG  є 

простою.  

 

Доведення. Дійсно, нехай x  – такий довільний елемент групи 

G , що x  належить різниці )(\ GFCG . Покладемо )(GFCF  . 

Оскільки підгрупа x  не є майже нормальною, то вона 

контранормальна. Таким чином, Gx
G
 . Звідси випливає, що 

FGx
FG

F /
/

 . Іншими словами, кожна неодинична циклічна 

підгрупа з FG /  контранормальна в FG / . Це означає, що FG /  – 

проста група. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 4.6. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо G  – локально розв'язна, то 

або )(GFCG  , або фактор-група )(/ GFCG  скінченна і має простий 

порядок.  

 

Дійсно, проста локально розв'язна група має простий порядок 

(див., наприклад, [9], § 58). 
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Твердження 4.7. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо фактор-група )(/ GFCG  

нескінченна, то G  – квазіпроста група.  

 

Доведення. Оскільки фактор-група )(/ GFCG  нескінченна, то 

центр групи G  містить )(GFC . За лемою 4.5 фактор-група )(/ GFCG  

проста і, оскільки вона нескінченна, неабелева. Звідси випливає, що 

центр групи G  співпадає з підгрупою )(GFC , зокрема, фактор-група 

)(/ GG   проста.  

Тепер припустимо, що   KGGG  , . Тоді K  – власна 

нормальна підгрупа групи G , і за наслідком 4.2 випливає, що 

)(GFCK  . З іншого боку, за лемою 4.5 фактор-група )(/ GFCG  

проста. Оскільки )(/ GFCG  абелева, то вона скінченна. Таким чином, 

отримали протиріччя, яке доводить рівність  GGG , . Отже, G  – 

квазіпроста група. Твердження доведено. 

■ 

Зазначимо, що квазіпрості групи утворюють окремий 

специфічний об'єкт дослідження в теорії груп. 

 

Твердження 4.8. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG   і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна. Якщо підгрупа )(GFC  без скруту, 

то 1)( G .  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна. Оскільки кожна циклічна підгрупа 

центру групи G  нормальна, то )()( GFCGZ   .  
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Покладемо )(GFCA  . Необхідно зазначити, що FC -група без 

скруту є абелевою (див., напр., [92], наслідок 3.3). Підгрупа Z  

сервантна в A . В фактор-групі ZA/  виберемо неодиничний елемент 

Za1 . Оскільки ZA/  не має скруту, то елемент Za1  має нескінченний 

порядок. Оскільки індекс AG /  скінченний, то 
ZG

ZaZA
/

11 /   

скінченно породжена підгрупа. З того, що фактор-група ZA /1  не має 

скруту випливає, що ZA /1  вільна абелева підгрупа.  

Якщо фактор-група 1/ AA  неперіодичнa, вона містить елемент 

12 Aa , який має нескінченний порядок. Оскільки індекс фактор-групи 

AG /  скінченний, то нормальне замикання 1/

1211 /
AG

AaAB   є 

скінченно породженою як підгрупа. Оскільки 11 / AB  абелева, то вона 

містить G -інваріантну підгрупу без скруту 12 / AA , що має скінченний 

індекс в 11 / AB . Оскільки 12 / AA  без скруту і скінченно породжена, то 

вона вільна абелева.  

Використовуючи аналогічні аргументи і транзитивну індукцію 

побудуємо зростаючий ряд 

 AAAAAZ ...... 110    

G -інваріантних підгруп, фактори якого  AA /1  вільні абелеві для 

всіх  0  і фактор-група AA /  періодична. Тоді ZA /  вільна 

абелева підгрупа (див., напр., [97], теорема 7.1.3). Крім того, A  є 

прямим добутком підгрупи Z  і вільної абелевої підгрупи B  (див., 

напр., [97], Лемма 7.1.1). Тоді A  містить таку G -інваріантну підгрупу 

C , що 1CZ  і ZCAn  , де )(/ GFCGn   ([92], теорема 5.9). 

Зокрема, підгрупа ZCA /  періодична. Оскільки AA /  періодична, то 
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ZCA /  також періодична. В фактор-групі CA/  маємо 

ZCZZCZC  )/(/ , тому CZC /  не має скруту.  

Нехай )/(/ CATorCT  , тоді 1//  CTCZC , і, отже, 

1TZ . Це означає, що ZTZZTZT  )/(/ . За вибором, 

підгрупа T  G -інваріантна. ZTZC  , тому фактор-група ZTA /  

періодична. Оскільки )/(/ TGTZT   і TA /  не має скруту і 

скінченна, то )/(/ TGTA  . Зокрема, центр фактор-групи TG /  має 

скінченний індекс в TG / . За теоремою Шура [98] комутант 

 TGTGTD /,//   скінченний.  

Покладемо )/(/ TGTorTR  . З рівності 1/)/(  TATGTor  

випливає, що підгрупа )/( TGTor  скінченна. Позначимо через 

)/(/ TGTorTR  . Оскільки TR /  скінченна, то вона є власною 

нормальною підгрупою фактор-групи TG / . Тоді за наслідком 4.2 

AGFCR  )( . Оскільки 1//  TATR , то 1/ TR . TG /  не має 

скруту, тому FC -група TG /  абелева. TG /  є добутком двох її 

власних підгруп TU /  і TV / . За наслідком 4.2 )(, GFCVU  , тому 

)(GFCG  . Отримали протиріччя. Твердження доведено. 

■ 

Наслідок 4.9. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG   і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна. Якщо підгрупа )(GFC  не має 

скруту, то )(GFC  раціональна G -гіперцентральна.  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна. Підгрупа )(GFCA   абелева, 

оскільки вона не має скруту.  
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Нехай 1a  – довільний нетривіальний елемент підгрупи A  і 

G
aA 11  . Оскільки AaCG )( , то )(aCG  має скінченний індекс в 

групі G , звідки випливає, що підгрупа 1A  скінченно породжена. 

Нехай S  – множина всіх неодиничних G -інваріантних підгруп 1A . 

Тоді )()(1 100 ArSr   для кожної підгрупи SS . Звідси випливає, що 

існує така G -інваріантна підгрупа SB , що )()( 00 SrBr   для кожної 

підгрупі SS . Це означає, що )()( 00 SrBr   для кожноі неодиничної 

G -інваріантної підгрупи BS  . Оскільки В  – скінченно породжена і 

абелева, то в цьому випадку фактор-група SB /  скінченна. Іншими 

словами, B  раціональна незвідна підгрупа в G .  

Нехай 1C  – сервантна оболонка B  в A . Крім того, 1C  є G -

інваріантною. Вибір 1C  показує, що перетин BU   не порожній для 

кожної неодиничної підгрупи U  з 1C . За цією властивістю підгрупа 

1C  – раціональна незвідна групи A . Крім того, фактор-група 1/ CA  не 

має скруту. За твердженням 4.8 GCCG )( 1 . У фактор-групі 1/ CA  

можна знайти таку раціональну незвідну підгрупу 12 / CC , що 2/ CA  не 

має скруту. За лемою 4.1 кожна підгрупа з 2/CG  або майже 

нормальна, або контранормальна. Тоді з твердження 4.8 випливає, що 

GCCCG )/( 12 . Використовуючи аналогічні аргументи і транзитивну 

індукцію в результаті отримаємо зростаючий ряд G -інваріантних 

підгруп, фактори якого  AA /1  абелеві без скруту, раціональні 

незвідні групи G  і )/( 1  AACG G   для всіх  0 . Тобто 

отримали, що )(GFC  раціональна G -гіперцентральна. Наслідок 

доведено. 

■ 
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Лема 4.10. Нехай G  – група і A  – нормальна абелева підгрупа 

без скруту групи G . Припустимо, що A  є раціональною незвідною в 

G . Якщо pACG G )(/  є простим, то 1)(0  pAr .  

 

Доведення. Нехай нормальна абелева без скруту підгрупа A  є 

раціональною незвідною групи G  і нехай )()(/ AxCACG GG  , а g  

– циклічна група порядку p .  

Розглянемо A  як gΖ -модуль, тобто визначимо дію елемента 

g  на підгрупу A  за наступним правилом: axxag 1  для кожного 

елемента Aa . Покладемо QzAB  , тоді B  – rQ -модуль. Більш 

того, як раціональна незвідна B  – простий rQ -модуль. Розглянемо 

g  як лінійне перетворення Q -векторного простору B . Нехай b  – 

ненульовий елемент з B , покладемо  

bb 1 , bgb 2 , 2
23 bggbb  ,..., 

2
1


  p

p bgb , 
1 p

p bgb . 

Підпростір QQQ pb...bb  21  є g -інваріантним. Оскільки 

простір B  простий як gQ -модуль, то цей підпростір збігається з B . 

Крім того, )(gСB  містить елемент pb...bb  21 . Оскільки )(gСB  є 

gQ -підмодулем B , і B  – нетривіальний простий gQ -модуль, то 

0)( gСB . Елемент pb...bb  21  належить )(gСB , тому 

021  pb...bb  і звідси маємо 121  pp b...bbb . Отже, 

1)(dim  pnBQ .  

Позначимо через )(X  характеристичний многочлен лінійного 

перетворення g . Тоді nX  ))(deg( . Лінійне перетворення g  є 

коренем )(X . З іншого боку, оскільки pg   і g  діє нетривіально на 
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B , то g  є коренем многочлена )(11 XX p  . Многочлен )(X  є 

незвідним над Q . Звідси випливає, що )(X  ділить )(X . З іншого 

боку, 1))(deg(  pX  і 1))(deg(  pX . Тому )()( XX  , 

зокрема, 1)(dim)(0  pBAr Q . Лему доведено. 

■ 

Твердження 4.11. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  скінченна і pGFCG )(/  є простим. Тоді  GGG ,/  

циклічна p -група.  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – 

просте число. Виберемо такий елемент g , що )()(/ GgFCGFCG  . 

Тоді )(GFCg p  .  

Позначимо через  GGK , . Якщо Kg,  – власна підгрупа 

групи G , то за лемою 4.1 підгрупа g  майже нормальна в G . Тоді 

)(GFCg  , зокрема, )(GFCg , і отримали протиріччя з вибором 

елемента p . Це протиріччя доводить, що KGG , . Якщо 

припустити, що KG /  – нескінченна циклічна група, то 

rq gKgKKG )()(/  , де q  і r  – різні прості числа. Більш того, 

Kgq ,  і Kg r ,  – власні нормальні підгрупи групи G . З леми 4.1 

випливає, що qg , rg  )(GFC  такі, що )(GFCggg rq  , і 

знову отримали протиріччя. Це протиріччя доводить, що KG /  є 

скінченною циклічною групою. Якщо припустити, що KG /  – не p -
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група, то KG /  є добутком двох власних підгруп. Це означає, що 

група G  є добутком двох нормальних власних підгруп U  і V . За 

наслідком 4.2 )(, GFCVU  , тому )(GFCUVG  , і отримали 

протиріччя. Це останнє протиріччя доводить, що KG /  є скінченною 

циклічною p -групою. Твердження доведено. 

■ 

Наслідок 4.12. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  скінченна і pGFCG )(/  є простим. Тоді 

    GGGGG ,,,  .  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – 

просте число.  

Позначимо через  GGK ,  і припустимо, що   KGKL  , . 

Тоді підгрупа LK /  належить центру фактор-групи LG / . Оскільки за 

твердженням 4.11 KG /  – циклічна p -група, то фактор-група LG /  

абелева. Отже,  GGL , . З іншого боку, L  власна підгрупа  GG, . 

Отримали протиріччя, тобто     GGGGG ,,,  . Наслідок доведено. 

■ 

Наслідок 4.13. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  скінченна і pGFCG )(/  є простим. Якщо H  – така 

підгрупа  GG, , що   nqHGG :, , де q  – просте число, то pq  . 
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Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – 

просте число. Покладемо  GGK , . За твердженням 4.11 KG /  – 

циклічна p -група.  

Виберемо елемент g  з властивістю gKKG / . Тоді 

)(GFCg , але )(GFCg p  . З цього випливає, що підгрупа g  є 

контранормальною в G . Оскільки фактор-група KG /  скінченна, то 

множина  GxH x |  скінченна. nxxx qHKHKHK  ::: , тоді 

m
G qHCoreK )(/  для деякого числа nm . Покладемо 

)(HCoreL G . Оскільки L  – власна G -інваріантна підгрупа  GG, , то 

фактор-група LG /  неабелева.  

Припустимо тепер, що pq  . Тоді LG /  – скінченна неабелева 

підгрупа. Звідси випливає, що LGgL / . Оскільки LG /  скінченна 

p -група, то LG /  нільпотентна. Тоді фактор-група LG /  не містить 

власні контранормальні підгрупи. З іншого боку, підгрупа g  

контранормальна в G , і тому gL  контранормальна в LG / . 

Отримали протиріччя. Наслідок доведено. 

■ 

Лема 4.14. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Якщо )(GFCG  , то FC -центр G  

– скінченна-над-центром підгрупа. Зокрема, його комутант 

 )(),( GFCGFC  є скінченним.  
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Доведення. Нехай група G  не співпадає з )(GFC . Позначимо 

)(GFCF  . За лемою 4.1 кожна підгрупа групи F  майже нормальна в 

G . Зокрема, вона майже нормальна в F .  

Група, підгрупи якої майже нормальні, має центр скінченного 

індексу [53]. Також відзначимо, що скінченна-над-центром група має 

скінченний коммутант [98]. Лему доведено. 

■ 

Лема 4.15. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  скінченна і pGFCG )(/  є простим. Якщо коммутант 

 GG,  є абелевим, то   DPGG , , де обидві підгрупи P  і D  G -

інваріантні, P  – подільна p -підгрупа, і )(Dp  . 

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з підгрупою )(GFC  і 

фактор-група )(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – 

просте число.  

Покладемо  GGK , . За наслідком 4.13 K  p -подільна 

підгрупа. Нехай P  – силовська p -підгрупа з K . Оскільки P  

сервантна в K , то PKPKPP pp  .  

Підгрупа P  p -подільна, тому p -підгрупа P  подільна. Тоді 

підгрупу K  можна представити як прямий добуток підгрупи P  і 

деякої підгрупи A  (див., напр., [9], § 23). Отже, K  містить таку G -

інваріантну підгрупу C , що PCK p   і 1)(  pCP  ([92], 

теорема 5.9). Тоді KK p   і підгрупа PCK  . Оскільки фактор-група 

)/()/()/( CPCCPPCPK   і P  силовська p -підгрупа з K , то 

))/(( CPCp  . Це означає, що перетин CP  – силовська p -
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підгрупа з C , і оскільки вона є силовською p -підгрупою, то CP  

сервантна підгрупа C . Тоді з рівності pCP )(1   випливає, що C  

містить таку підгрупу D , що C  є прямим добутком підгруп CP  і 

D  (див., напр., [9], § 25). А оскільки PCK  , то K  є прямим 

добутком підгруп P  і D .  

З рівності KK p   випливає, що PKPK p /)/(   і ізоморфізм 

PKD /  показує, що D  p -подільна підгрупа. З іншого боку, 

підгрупа C  G -інваріантна, тому і 
pC  також G -інваріантна. Маємо 

DDDCPC pppp  )( . 

Отже, підгрупа D  G -інваріантна. Лему доведено. 

■ 

Лема 4.16. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  скінченна і pGFCG )(/  є простим. Якщо коммутант 

 GG,  – абелевий і   GGTorT ,  – p -підгрупа, то  GTT ,  і 

1)(  GT  .  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з )(GFC  і фактор-група 

)(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – просте число.  

Покладемо  GGK , . Відзначимо, що підгрупа T  G -

інваріантна. За твердженням 4.11 KG /  циклічна p -група. Виберемо 

елемент g  з властивістю gKKG / . Тоді підгрупа T  розкладається 

в прямий добуток підгруп  GT ,  і )(gCT  (див, напр., [92], 

Твердження 5.19).  
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Підгрупа  GT ,  G -інваріантна. За лемою 4.1 кожна підгрупа 

фактор-групи  GTG ,/  або майже нормальна, або контранормальна. 

Тому надалі можна вважати, що   1, GT . Іншими словами, 

вважатимемо, що T  міститься в центрі групи G .  

Розглянемо відображення KK : , що визначається за 

правилом:  gaa ,)(   для кожного елементу Ka . Оскільки 

підгрупа K  абелева, то це відображення є гомоморфізмом. Крім того, 

   GKgK ,,)Im(  , і )()( gCKerT K  . Фактор-група TK /  не 

має скруту і за твердженням 4.8 1)(/ gC TK . Звідси випливає, що 

)(KerT  . Тоді  

    TKKerKGKgK /)(/)Im(,,   . 

Зокрема,  GK ,  – підгрупа без скруту. Звідси випливає, що  GKK , , 

і отримали протиріччя з наслідком 4.12. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 4.17. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  – скінченна і pGFCG )(/  – простий. Якщо коммутант 

 GG,  – абелевий і   GGTorT ,  – p -підгрупа, то T  G -

гіперцентральна.  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з )(GFC  і фактор-група 

)(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – просте число.  

Покладемо  GGK , . Оскільки K  – абелева, то )(TCG  має 

скінченний індекс. Звідси випливає, що T  має зростаючий ряд  

TTTTTT    ......1 110  
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G -інваріантних підгруп, фактори якого  TT /1  головні (в G ) для всіх 

 0 .  

Припустимо, що існує таке порядкове число  , що фактор 

 TT /1  G -центральний. За лемою 4.1 кожна підгрупа фактор-групи 

TG /  або майже нормальна, або контанормальна,  TTTKTor /)/(   і 

TT /  – p -підгрупа. Тоді   TTTGTT /)/(/1  , і отримали 

протиріччя з лемою 4.16. Це протиріччя показує, що кожен фактор 

 TT /1  G -екцентральний. Наслідок доведено. 

■ 

Лема 4.18. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  – скінченна і pGFCG )(/  є простим. Якщо коммутант 

 GG,  – абелева p -підгрупа, то   )(, GGG   не містить подільних 

підгруп.  

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з )(GFC  і фактор-група 

)(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – просте число. 

Покладемо  GGK , .  

Припустимо протилежне, нехай )(GK   містить підгрупу D . 

Оскільки K  абелева, то існує така підгрупа A , що підгрупа K  

розкладається в прямий добуток підгруп D  і A  (див., напр., [9], § 23). 

Тоді K  містить таку G -інваріантну підгрупу C , що DCK p   і 

1)(  pCD  ([92], теорема 5.9). За наслідком 4.13 KK p  , що 

означає, що DCK  . Маємо )/(// CDDCDCCK  . З рівності 

1)(  pCD  випливає, що )/( CDDD  , зокрема, фактор-група 

CK /  неодинична. Іншими словами, CK  .  
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Включення )(GD   і рівність DCK   показують, що 

  CGK , . Звідси випливає, що  GKK , , і отримали протиріччя до 

наслідку 4.12. Лему доведено. 

■ 

Наслідок 4.19. Нехай G  – група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Припустимо, що )(GFCG  , 

)(/ GFCG  – скінченна і pGFCG )(/  – просте число. Якщо 

коммутант  GG,  абелева p -підгрупа, то  GG,  має зростаючий ряд  

 GGKKKKK ,......1 110     

G -інваріантних підгруп, фактори якого  KK /1  G -квазіскінченні і 

подільні черніковські групи для всіх  0 . Крім того, 

  11,    KGK  i 1)/( 1  pKKrp  . 

 

Доведення. Нехай група G  не співпадає з )(GFC  і фактор-група 

)(/ GFCG  скінченна, порядок якої дорівнює p , де p  – просте число. 

Покладемо  GGK ,  – абелева p -підгрупа. За твердженням 4.11 

KG /  циклічна p -група.  

Виберемо елемент g  з властивістю gKKG / . З наслідка 4.13 

випливає, що K  – p -подільне. Оскільки K  є p -підгрупою, то K  

подільна. В цьому випадку, K  містить квазіциклічну підгрупу C . 

Оскільки )(CNG  має скінченний індекс, то множина  GxC x |  

скінченна. Звідси випливає, що 
GCD   подільна черніковська 

підгрупа. Зокрема, D  задовольняє умові мінімальності для всіх 

підгруп. Покладемо 

 рупа в  Dантна підга G-інварінескінченн-H|HΜ . 
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Множина Μ має мінімальний елемент 1K . За цим вибором 

підгрупа 1K  нескінченна і G -інваріантна, в той час як кожна власна 

G -інваріантна підгрупа 1K  скінченна. Іншими словами, 1K  – G -

квазіскінченна підгрупа. Оскільки 1K  черніковська і G -

квазіскінченна, то 1K  подільна.  

Розглянемо відображення 11: KK  , що визначається за 

правилом:  gaa ,)(   для кожного елемента 1Ka . Оскільки K  

абелева, то це відображення є гомоморфізмом. Крім того, 

   GKgK ,,)Im( 11   і )().()( 1 gCGKCKer K  . Фактор-група 

TK /  не має скруту і з твердження 4.8 випливає, що 1)(/ gC TK . 

Тобто )(KerT  . Тоді 

    CKGKgK /)Im(,, 111   . 

Оскільки C  G -інваріантна, то підгрупа C  або скінченна, або 

співпадає з 1K . Але останній випадок суперечить лемі 4.18. Тоді 

фактор-група CK /1  ізоморфна 1K .  GK ,1  – нескінченна підгрупа з 

1K . Оскільки  GK ,1  G -інваріантна, то   11, KGK  . 1)( 1  рKrp  

випливає з ([109], розділ 3).  

Використовуючи аналогічні аргументи і трансскінченну 

індукцію отримаємо, що комутант  GG,  має зростаючий ряд G -

інваріантних підгруп, фактори якого  KK /1  G -квазіскінченні і 

подільні черніковські групи для всіх  0 .   11,    KGK  i 

1)/( 1  pKKrp  . Наслідок доведено. 

■ 
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Лема 4.20. Нехай G  – FC -група, всі підгрупи якої або майже 

нормальні, або контранормальні. Тоді G  – скінченна-над-центром. 

Зокрема, кожна підгрупа групи G  майже нормальна.  

 

Доведення. Припустимо, що G  не містить власних підгруп 

скінченного індексу. Якщо x  – довільний елемент групи G , то індекс 

)(: xCG G  скінченний. Звідси випливає, що )(xCG G . Оскільки це 

вірно для кожного елемента Gx , то G  абелева.  

Припустимо тепер, що група G  містить власну підгрупу 

скінченного індексу. Тоді G  містить власну нормальну підгрупу H  

скінченного індексу. Для кожної підгрупи HL  маємо HLG  , 

зокрема, L  не може бути контранормальною в групі G . Тому довільна 

підгрупа H  майже нормальна в G  і, отже, в H . Тоді центр підгрупи 

H  має скінченний індекс в H  [53].  

Нехай X  – трансверсальна по H  в G  і GXY  . Оскільки X  

скінченна, то індекс )(: YCG G  скінченний. Скінченність індексів 

HG : , )(: HH   і )(: YCG G  показує, що підгрупа 

)()( HYCC G   має скінченний індекс в G . З рівності YHG   

випливає, що )(GC  . Лему доведено.  

■ 

 

4.2. Локально розв'язні групи, підгрупи яких або майже 

нормальні, або контранормальні (абнормальні) 

 

Тепер можемо отримати наступний опис локально розв'язаних 

груп, всі підгрупи яких або контранормальні, або майже нормальні.  
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Теорема 4.21. Нехай G  – локально розв'язна група, всі підгрупи 

якої або майже нормальні, або контранормальні,  GGK , . Тоді G  – 

група одного з наступних типів: 

(I) G  скінченна-над-центром. 

(II) G  задовольняє наступні умови: 

(IIa) )(GFCG   і )(GFC  – абелева. 

(IIb) KgG  , де g  – це p -елемент для кожного простого 

числа p  і pgKGFC ,)(  . 

(IIc)    gKGKK ,,  . 

(IId) DPK  , де обидвi підгрупи P  і D  G -інваріантні, P  – 

подільна p -підгрупа, )(Dp  .  

(IIe) P  містить зростаючий ряд 

PPPPPP    ......1 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  PP /1  G -квазіскінченні і 

подільні черніковські групи, крім того,   11,    PGP  і 

1)/( 1  pPPrp   для всіх  0 .  

(IIf) )(DTorQ   має зростаючий ряд 

QQQQQQ    ......1 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  PP /1  головні в G  і G -

екцентральні для всіх  0 . 

(IIg) К  має зростаючий ряд 

KKKKKKKTor    ......)( 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  KK /1  абелеві без скруту, 

p -подільні і раціональні незвідні в групі G , )/( 1  KKCG G   і 

1)/( 10  pKKr   для всіх  0 .  
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(III) G  задовольняє таким умовам:  

(IIIa) )(GFCG   і )(GFC  – скінченна-над-центром.  

(ІІІб) KgG  , де g  – це p -елемент для деякого простого 

числа p  і pgKGFC ,)(  .  

(IIIc)    gKGKK ,,  .  

(IIId) Підгрупа  )(),( GFCGFCE   скінченна і EG /  є групою 

типу (II).  

 

Доведення. Якщо )(GFCG  , то з леми 4.20 випливає, що G  

скінченна-над-центром, тобто G  – група типу (I). 

Припустимо тепер, що )(GFCG  , і нехай  GGK , . Також 

припустимо, що )(GFC  абелева. За наслідком 4.6 фактор-група 

)(/ GFCG  має простий порядок p , тому )(GFCK  , зокрема, K  

абелева. З твердження 4.11 випливає, що KG /  – циклічна p -група.  

Виберемо такий елемент y , що yKKG / . Тоді Kyz m   

для деякого p -числа m . Припустимо, що z  має нескінченний 

порядок. Нехай ))(( GFCTorR  . Оскільки GGFCy )( , то zR  

неодинична підгрупа центру фактор-групи RG / , і отримали 

протиріччя з твердженням 4.8. Це протиріччя показує, що my  має 

скінченний порядок, і тому y  має скінченний порядок.  

Нехай ghy  , де g  – p -елемент, h  – p -елемент і   1, hg . 

Оскільки KG /  циклічна p -група, то gKG  , де g  – p -елемент. За 

наслідком 4.12    gKGKK ,,  . Використовуючи лему 4.15 

отримаємо, що K  є прямим добутком підгруп P  і D , де P  і D  G -

інваріантні, P  – подільна p -підгрупа, і )(Dp  .  
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Зауважимо, що DKP G / . Тепер, використовуючи 

наслідок 4.19, отримаємо, що P  має зростаючий ряд 

PPPPPP    ......1 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  PP /1  G -квазіскінченні і 

подільні черніковські групи, крім того,   11,    PGP  і 

1)/( 1  pPPrp   для всіх  0 . PKD G / , і застосовуючи 

наслідок 4.17 отримаємо, що )(DTorQ   має зростаючий ряд 

QQQQQQ    ......1 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  QQ /1  головні в G  і G -

екцентральні для всіх  0 . Тепер застосуємо наслідок 4.9, 

лему 4.10 і наслідок 4.13 в фактор-групі PQG . Отримаємо, що K  має 

зростаючий ряд 

KKKKKKKTor    ......)( 110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  KK /1  абелеві без скруту, 

p -подільні, раціональні незвідні в групі G , )/( 1  AACG G   і 

1)/( 10  pKKr   для всіх  0 . Таким чином, G  є групою типу 

(ІІ). 

Припустимо тепер, що LGFC )(  неабелева. За наслідком 4.6 

фактор-група LG /  має простий порядок p , тому   )(, GFCGGK  . 

З леми 4.14 випливає, що L  скінченна-над-центром і  LLE ,  

скінченна. За лемою 4.1 кожна підгрупа фактор-групи EG /  або 

майже нормальна, або контранормальна. Крім того, 

)/(/)( EGFCEGFC  .  
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Якщо припустити, що )/(/ EGFCEG  , то скінченність L  

показує, що G  – FC -група, і отримали протиріччя. Отже, 

RLEGFC /)/(  , і EG /  є групою типу (II). Теорему доведено. 

■ 

Іншими важливими антиподами узагальнених нормальних 

підгруп є абнормальні підгрупи. Абнормальні підгрупи – 

самонормалізовні і контранормальні. Більш того, якщо H  – 

абнормальна підгрупа групи G  і K  – підгрупа, що містить H , то H  

контранормальна в K . 

 

Теорема 4.22. Нехай G  – локально розв'язна група, всі підгрупи 

якої або майже нормальні, або абнормальні,  GGK , . Тоді G  – 

група одного з наступних типів:  

(I) G  – скінченна-над-центром.  

(II) G  задовольняє таким умовам:  

(IIa) )(GFCG   і )(GFC  – скінченна-над-центром.  

(IIb) KgG  , де g  – це p -елемент для кожного простого 

числа p  і pgKGFC ,)(  .  

(IIc)    gKGKK ,,  .  

(IId) K  – періодична p -підгрупа.  

(IIe) Підгрупа  KKE ,  скінченна і K  має зростаючий ряд 

KQQQQEQQQ mm    .........1 1110  

G -інваріантних підгруп, фактори якого  QQ /1  – скінченні і головні 

в групі G  і G -екцентральні для всіх  0 . 

 

Доведення. Оскільки кожна абнормальна підгрупа 

контранормальна, то G  – група одного з типів (I) – (III) теореми 4.21. 
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Якщо )(GFCG  , то G  – скінченна-над-центром і кожна підгрупа 

групи G  майже нормальна. 

Припустимо тепер, що )(GFCG  . Тоді )(GFCK   і  KKE ,  

скінченна. Це означає, що TKTor )(  містить всі елементи K , які 

мають скінченний порядок.  

Припустимо, що KT  , тоді фактор-група TK /  абелева без 

скруту. За теоремою 4.21 фактор-група TK /  містить таку нормальну 

підгрупу TS / , що TS /  p -подільна і раціональна незвідна в TG / . 

Більш того, 1)/(0  pTSr . Виберемо лінійно незалежні елементи 

TgTg p 11 ...,,   в TS /  і покладемо 
TG

p TgTgTV
/

11 ,...,/  . Оскільки 

TK /  абелева і KG /  скінченна, то TV /  скінченно породжена.  

Фактор-група VS /  періодична і p -подільна, тому містить таку 

G -інваріантну підгрупу VU / , що US /  – подільна черніковська p -

група. Тоді gUUS ,/  – нескінченна p -підгрупа. Оскільки gUUS ,/  

розв'язна, то вона локально нільпотентна. Підгрупа g  абнормальна в 

gS , , оскільки вона абнормальна в G . Тоді gU  абнормальна в 

gUUS ,/ . З іншого боку, локально нільпотентна група не містить 

власну абнормальну підгрупу. Таким чином, приходимо до 

протиріччя. Це протиріччя показує, що TK  , тобто K  – періодична 

підгрупа. 

Нехай P  – силовська p -підгрупа, яка містить елемент p . З 

рівності KgG   отримаємо, що RgP  , де KPR  . Якщо 

припустити, що gP  , то g  – власна абнормальна підгрупа P . З 

іншого боку, локально нільпотентна підгрупа не містить відповідні 

абнормальні підгрупи. Це протиріччя показує, що g  – силовська p -
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підгрупа. Оскільки підгрупа )(GFC  скінченна-над-центром, то K  

також скінченна-над-центром.  

Нехай )(KC   і Y  – силовська p -підгрупа в C . Фактор-група 

YC /  скінченна, p -підгрупа Y  G -інваріантна. Фактор-група YK /  

скінченна і розв'язна. Якщо )/( YGp  , то )/)(/(/ YZYQYG  , де 

YZ /  – силовська p -підгрупа з YG /  і YQ /  – силовська p -підгрупа 

YG / . Зокрема, індекс tpQG :  для деякого натурального числа t , 

і отримали протиріччя з наслідком 4.13. Це протиріччя показує, що K  

p -підгрупа. Тоді за наслідком 4.17 фактор-група EG /  

гіперцентральна. Оскільки E  скінченна і розв'язна, то вона має 

скінченний ряд G -інваріантних підгруп  

EQQQ m  ...1 10  

фактори якого G -головні.  

Припустимо, що фактори jj QQ /1  G -центральні для деякого 

індексу j . Тоді jgQ  абнормальна підгрупа jjj QQgQ /1 . З іншого 

боку, з рівності )/( 1 jjG QQCG   випливає, що jjj QQgQ /1  абелева 

і, отже, не може містити власні абнормальні підгрупи. Це протиріччя 

доводить, що кожен фактор jj QQ /1  G -екцентральний, 10  mj . 

Теорему доведено. 

■ 

 

3.3. Висновки 

 

В цьому розділі було розглянуто таке природне узагальнення 

нормальних підгруп як майже нормальні підгрупи, а також антипод 



 121 

нормальної підгрупи, яким виступає контранормальна (відповідно 

абнормальна) підгрупа. 

Описано будову локально розв'язаних груп, підгрупи яких або 

майже нормальні, або контранормальні. Також отриманий опис 

локально розв'язних груп, підгрупи яких або майже нормальні, або 

абнормальні. 

Основні наукові результати опубліковані в роботі [73]. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі досліджується вплив на будову групи 

систем її нормальних та узагальнено нормальних підгруп, а також їх 

антиподів. Особлива увага приділяється переставним, 

пронормальним, майже нормальним, контранормальним підгрупам, 

абнормальним підгрупам, а також деяким їх узагальненням. 

У дисертації отримано опис локально скінченних груп, 

скінченно породжені підгрупи яких або переставні, або пронормальні. 

Продовжуючи дослідження в цьому напрямку, отримано опис 

неперіодичних локально узагальнених радикальних груп, скінченно 

породжені підгрупи яких або пронормальні, або переставні.  

Розглянуто послаблений аналог поняття пронормальних підгруп 

– слабко пронормальні підгрупи, та знайдена будова неперіодичних 

локально узагальнених радикальних груп, скінченно породжені 

підгрупи яких або переставні, або слабко пронормальні. Було 

отримано повний опис будови локально розв'язаних груп, всі підгрупи 

яких або майже нормальні, або контранормальні, а також опис 

локально розв'язних груп, всі підгрупи яких або майже нормальні, або 

абнормальні. 
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