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3.1. Уточнённый порядок и его свойства . . . . . . . . . . . . 53

3.2. Каноническое представление целой функции нулевого

порядка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3. Постановка интерполяционной задачи в классе [ρ(r),∞) 64

3.4. Необходимые условия разрешимости интерполяционной

задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.5. Критерии разрешимости интерполяционной задачи . . . 82

3.6. Доказательство теоремы 3.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.7. Приложения теорем 3.5 и 3.6 . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.8. Слабо регулярные множества в комплексной плоскости . 99

Выводы к разделу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4 ЗАДАЧА КРАТНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В КЛАС-

САХ ФУНКЦИЙ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА И НОР-

МАЛЬНОГО ТИПА В ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКО-

СТИ 107

4.1. Классы аналитических функций в полуплоскости . . . . 107

4.2. Постановка интерполяционной задачи в классе [ρ(r),∞)+

(в классе [ρ(r),∞)h+) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.3. Необходимые условия разрешимости интерполяционной

задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.4. Доказательство импликации 2) ⇒ 1) теоремы 4.1 . . . . 117

4.5. Слабо регулярные множества в полуплоскости . . . . . . 125



4

Выводы к разделу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

   ВЫВОДЫ 132

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 135



ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ

ОБОЗНАЧЕНИЙ

В диссертации через A и B мы обозначаем величины, постоянные по

параметрам, участвующим в доказательстве. В доказательстве даже

одной теоремы символами A и B могут обозначаться различные кон-

станты, кроме специально оговоренных случаев, когда константы A и

B фиксируются.

C — открытая комплексная плоскость;

C+ — верхняя комплексная полуплоскость: C+ = {z : Im z > 0};

C− — нижняя комплексная полуплоскость: C− = {z : Im z < 0};

R — вещественная ось;

ρ(r) — уточнённый порядок, V (r) = rρ(r);

h(r) — медленно возрастающая функция;

[·] — целая часть числа;

[ρ,∞] — класс целых функций порядка ρ;

[ρ(r),∞) — класс целых функций уточненного порядка ρ(r) и нор-

мального типа;

[ρ,∞]+ — класс аналитических в полуплоскости C+ функций порядка

ρ;
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[ρ(r),∞)+ — класс аналитических в полуплоскости C+ функций фор-

мального порядка ρ(r);

[ρ(r),∞)h+ — класс аналитических в полуплоскости C+ функций полу-

формального порядка ρ(r);

δ(z − a) — мера Дирака, сосредоточенная в точке a;

µ(z) =
∞∑
n=1

δ(z − an);

µv — мера Рисса функции v;

C(z, t) = {w ∈ C : |w − z| < t}, B(z, t) = {w ∈ C : |w − z| 6 t} —

открытый и замкнутый круг с центром в точке z;

n(t) = nA(t) = µ(B(0, t)) — считающая функция последовательности

A = {an};

Nv(r) =

r∫
0

µv(B(0, x))

x
dx — неванлинновская считающая функция ме-

ры µv;

Φ∗
A(z, α) = (nA(C(z, α|z|))− 1)+;

ΦA(z, α) =
(nA(C(z, α|z|))− 1)+

V (|z|)
;

IA(z, δ) =

δ∫
0

ΦA(z, α) dα

α
;

EA(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
— каноническая функция последовательности

A;

Ω+ = Ω ∩ C+ — пересечение множества Ω с полуплоскостью C+:

D = {ak, qk}∞k=1 — дивизор;

nD(G) =
∑

an∈G
qn;

ñ+D(G) =
∑

an∈G
qn Im an;
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n+D(G) =
∑

an∈G\B(0,1)

qn sin θn + ñ+D(G ∩B(0, 1));

Df — дивизор корней функции f ;

ED(z) =
∏

|an|61

(
z − an
z − ān

)qn ∏
|an|>1

(
z − an
z − ān

· ān
an

)qn

— неванлинновская ка-

ноническая функция дивизора D;

Φ+
D(z, α) =

n+D(C(z, α|z|) \ {an})
V (|z|)

;

I+D(z, δ) = sin θ

δ∫
0

Φ+
D(C(z, α) dα

α(α+ sin θ)2
, θ = arg z;

WR(ρ(r))-множество;

WR+(ρ(r))-множество.



ВВЕДЕНИЕ

Классическая задача интерполяции состоит в отыскании функции дан-

ного класса, принимающей в заданных точках {an}∞n=1 — узлах интер-

поляции — заданные значения. В общей постановке задача интерполя-

ции состоит в следующем.

На линейном пространстве Q задана последовательность линей-

ных функционалов {Ln}∞n=1. Для заданной последовательности чисел

{bn}∞n=1 требуется найти такой элемент F ∈ Q, который удовлетворяет

условиям:

Ln(F ) = bn, n ∈ N .

При решении общей задачи интерполяции в линейном тополо-

гическом пространстве Q обычно используется следующая процеду-

ра: строится система элементов {Pn}∞n=1, биортогональная к системе

функционалов {Ln}∞n=1, и составляется интерполяционный ряд
∞∑
n=1

bnPn .

Если этот ряд сходится, то его сумма дает решение данной задачи. В

дальнейшем мы будем рассматривать интерполяционные задачи в раз-

личных классах целых функций и функций, аналитических в верхней

полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}, и всюду понимать сходимость ин-
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терполяционного ряда в смысле равномерной сходимости на каждом

компакте.

Актуальность темы. Теория интерполяции аналитическими

функциями, рождение которой связано с именами Ньютона и Лагран-

жа, является важной отраслью современного анализа. Интерес к этой

тематике обусловлен обширной сферой ее приложений в вопросах пол-

ноты систем аналитических функций в комплексной области, пред-

ставления целых функций, в теории дифференциальных уравнений,

уравнений в свертках, краевых задачах, задачах оптимального управ-

ления и других областях математики.

Вопросами интерполяции в классах целых функций занимались

многие математики. Укажем на исследования А. В. Братищева [2, 3],

А. В. Братищева и Ю. Ф. Коробейника [4], А. О. Гельфонда [11],

В. Л. Гончарова [14], А. Ф. Гришина и А. М. Руссаковского [19],

М. О. Евграфова [24], Ю. Ф. Коробейника [29], Г. П. Лапина [30, 31],

Б. Я. Левина [32], А. Ф. Леонтьева [35, 36, 37, 38], К. Г. Малютина [41]

и мн. др. Также отметим работы C. A. Беренстейна и Б. A. Tейлo-

ра [54], У. A. Сквайерса [70], Р. E. Хеймана [62], Т. И. Абаниной [1],

Б. В. Винницкого и И. Б. Шепарович [7, 8], И. Б. Шепарович [51, 52],

в которых рассматривались интерполяционные задачи в классах це-

лых функций бесконечного порядка. Приложения теории выпуклости

к проблемам интерполяции рассматривались Ю.Б. Зелинским [26, 27].

В 1948 г. А. Ф. Леонтьев [35] рассмотрел задачу интерполяции в

классе целых функций конечного порядка ρ > 0. Он нашел необхо-
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димые и достаточные условия ее разрешимости в терминах произ-

ведений, определяемых узлами интерполяции. Позднее А. Ф. Леон-

тьев [36, 37, 38], Г. П. Лапин [30, 31] рассмотрели задачи интерполяции

в классах целых функций конечного ненулевого порядка и нормально-

го типа. Ими были также найдены необходимые и достаточные усло-

вия их разрешимости, которые также формулировались в терминах

различных произведений, определяемых узлами интерполяции. Позд-

нее К. Г. Малютин [40], отправляясь от результатов А. Ф. Леонтьева

и Г. П. Лапина сформулировал эти условия в терминах меры, опреде-

ляемой узлами интерполяции.

В 1978 г. А. В. Братищев и Ю. Ф. Коробейник [4] рассмотрели зада-

чу кратной интерполяции в классах целых функций конечного поряд-

ка и нормального типа. В этой работе авторы впервые рассмотрели

случай нулевого порядка и нормального типа. Однако, если случай

ненулевого порядка исследован полностью, то для нулевого порядка

остались открытыми вопросы, связанные с ограничениями на функ-

цию роста, определяемую уточненным порядком. Кроме того, получен-

ная теорема, в которой формулируются критерии разрешимости ин-

терполяционной задачи, требует корректировки. Заметим также, что

соответствующие критерии были найдены в терминах произведений,

построенных по узлах интерполяции. Других работ, связанных с во-

просами интерполяции в классах целых функций нулевого порядка, в

наше поле зрения не попало.

Классы целых функций нулевого порядка имеют свои особенности,

что затрудняет исследование интерполяционных задач в этих классах.
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Теория целых функций нулевого порядка достаточно полно развита в

работах Н. В. Заболоцкого [12, 25].

Задача кратной интерполяции в классах целых функций, индика-

тор которых при заданном уточненном порядке ρ(r), lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0

не превосходит заданный, полностью была решена А. Ф. Гришиным и

А. М. Руссаковским [19]. В отличие от предыдущих авторов, которые

строили решение интерполяционной задачи в виде обобщенного ряда

Лагранжа, в работе [19] решение находится методом d̄-Хермандера.

Кроме того, критерии разрешимости в этой работе сформулированы

как в терминах канонических произведений, построенных по узлам

интерполяции, так и в терминах меры, определяемой этими узлами.

Таким образом, в теории интерполяции целыми функциями конеч-

ного порядка оставались актуальными следующие задачи:

• найти критерии разрешимости интерполяционной задачи в классе

целых функций нулевого порядка в терминах канонических про-

изведений, определяемых узлами интерполяции;

• исследовать интерполяционную задачу в классе целых функций

нулевого порядка и нормального типа без ограничений на уточ-

ненный порядок;

• найти критерии разрешимости интерполяционных задач в клас-

сах целых функций нулевого порядка и в классах целых функций

нулевого порядка и нормального типа в терминах меры, опреде-

ляемой узлами интерполяции.

В 1975 г. Б. Я. Левин и Нгуен Тхыонг Уен [34] рассмотрели ин-
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терполяционную задачу в классе функций порядка не большего чем

ρ (ρ > 1) в верхней полуплоскости C+. Ими были найдены условия

необходимые и условия достаточные для ее разрешимости в терми-

нах канонических произведений определяемых узлами интерполяции.

Причем между этими условиями был разрыв, что позволило авторам

строить решение интерполяционной задачи в виде ряда Лагранжа.

Исследования Б. Я. Левина и Нгуен Тхыонг Уена были продолже-

ны Нгуен Тхыонг Уеном [50]. Им была рассмотрена интерполяционная

задача в классе функций типа не выше чем нормальный при заданном

порядке ρ (ρ > 1). Нгуен Тхыонг Уеном были снова найдены условия

необходимые и условия достаточные для ее разрешимости в терми-

нах канонических произведений определяемых узлами интерполяции,

между которыми был разрыв, позволяющий строить решение в виде

обобщенного ряда Лагранжа.

Полностью интерполяционная задача в классах функций типа

не выше чем нормальный при заданном уточненном порядке ρ(r)

( lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0) и в классах функций конечного порядка ρ > 0 была

решена К. Г. Малютиным [42, 43, 44]. В этих работах были найдены

необходимые и достаточные условия для разрешимости интерполяци-

онных задач как в терминах канонических произведений, построенных

по узлам интерполяции, так и в терминах меры, определяемой этими

узлами.

Оставались актуальными следующие задачи:

• найти критерии разрешимости интерполяционной задачи в классе
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функций нулевого порядка в полуплоскости;

• найти критерии разрешимости интерполяционной задачи в классе

функций нулевого порядка и нормального типа в полуплоскости.

Б. Я. Левиным [33] было введено понятие регулярного множества

в комплексной плоскости. Было показано, что такие множества яв-

ляются интерполяционными в классах целых функций конечного по-

рядка. В этом определении на множество накладывается ограничение

его регулярной распрелеленности, которое во многих случаях является

лишним.

Оставались актуальными следующие задачи:

• обобщить понятие регулярного множества в комплексной плоско-

сти;

• ввести аналогичное определение для множеств в полуплоскости.

Всё вышеизложенное и обусловило выбор объекта, темы исследо-

вания и её актуальность.

Связь работы с научными программами, планами, те-

мами. Направления исследований, выбранные в диссертации, преду-

смотрены планами научной работы Сумского государственного уни-

верситета. Большая часть результатов получена в процессе выпол-

нения тем "Исследование свойств дельта-субгармонических и меро-

морфных функций, ряды Фурье"(номер государственной регистрации

№0111U002152), "Методы теории функций комплексных переменных и
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их приложения"(номер государственной регистрации №0110U001399)

и "Геометрия и топология подмнооговидов и анализ на многови-

дах"(номер государственной регистрации №0115U000691).

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является ис-

следование интерполяционных задач в классах целых функций нуле-

вого порядка, в классах целых функций нулевого порядка и нормаль-

ного типа при заданном уточненном порядке, в классах аналитических

функций нулевого порядка в полуплоскости, в классах аналитических

функций нулевого порядка и нормального типа при заданном уточнен-

ном порядке в полуплоскости, методом обобщенных рядов Лагранжа,

методом d̄-Хермандера и методом Джонса, что предусматривает реше-

ние таких задач:

1) Нахождение критериев разрешимости интерполяционной задачи

в классе целых функций нулевого порядка в терминах канони-

ческих произведений, построенных по узлам интерполяции и в

терминах меры, определяемой этими узлами.

2) Нахождение критериев разрешимости интерполяционной задачи

в классе целых функций нулевого порядка и нормального типа

при заданном уточненном порядке в терминах канонических про-

изведений, построенных по узлам интерполяции и в терминах ме-

ры, определяемой этими узлами.

3) Нахождение критериев разрешимости интерполяционной задачи

в классе аналитических функций нулевого порядка и нормаль-
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ного типа при заданном уточненном порядке в полуплоскости в

терминах канонических произведений, построенных по узлам ин-

терполяции и в терминах меры, определяемой этими узлами.

4) Построение регулярных множеств в комплексной плоскости и в

полуплоскости.

Объект и предмет исследования. Объектами исследования

являются целые функции и функции, аналитические в верхней по-

луплоскости.

Предметом исследования являются свойства целых функций и

функций, аналитических в верхней полуплоскости, распределение их

риссовских и полных мер, аналоги теорем А. В. Братищева и Ю. Ф. Ко-

робейника для целых функций, К. Г. Малютина для целых функций

и для функций, аналитических в полуплоскости.

Методы исследования. Основными методами исследований яв-

ляется метод d̄-Хермандера, метод интерполяционных рядов Лагран-

жа и Джонса, а также разнообразные методы теории функций ком-

плексного переменного, теории субгармонических функций, методы

математического анализа и некоторые приëмы из работ А. Ф. Гри-

шина и А. М. Руссаковского, К. Г. Малютина и Г. П. Лапина.

Научная новизна полученных результатов. Все полученные

научные результаты диссертации являются новыми. В диссертации по-

лучен ответ на ряд актуальных вопросов теории интерполяции в клас-
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сах целых функций и функций аналитических в верхней полуплоско-

сти. В работе впервые

1) Найдены критерии разрешимости интерполяционной задачи в

классе целых функций нулевого порядка, которые сформулиро-

ваны в терминах канонического произведения, построенного по

узлам интерполяции, и в терминах меры, определяемой этими уз-

лами.

2) Найдены критерии разрешимости интерполяционной задачи в

классе целых функций нулевого порядка и нормального типа при

заданном уточненном порядке без дополнительных ограничений

на функцию роста, которые сформулированы в терминах канони-

ческого произведения, построенного по узлам интерполяции, и в

терминах меры, определяемой этими узлами.

3) Найдены критерии разрешимости интерполяционной задачи в

классе аналитических в верхней полуплоскости функций нулевого

порядка и нормального типа при заданном уточненном порядке,

которые сформулированы в терминах канонического произведе-

ния, построенного по узлам интерполяции, и в терминах меры,

определяемой этими узлами.

4) Введено понятие слабо регулярного множества в комплексной

плоскости и в полуплоскости. Доказано, что такие множества яв-

ляются интерполяционными в классах функций конечного поряд-

ка, включая и нулевой.



17

Практическое значение полученных результатов. Результа-

ты диссертационной работы носят теоретический характер. Они могут

быть использованы для дальнейшего развития теории целых и меро-

морфных функций, теории функций в полуплоскости, теории интер-

поляции, теории распределения нулей аналитических функций, в тео-

рии базисов, при исследовании условий полноты систем аналитических

функций, при изучении идеалов в классах целых и аналитических в

полуплоскости функций, а также могут быть включены в специальные

курсы по теории целых и субгармонических функций.

Личный вклад соискателя. Все основные приведенные в ра-

боте результаты получены соискателем самостоятельно. В общих с

научным руководителем публикациях К. Г. Малютину принадлежит

постановка задач и общее руководство работой. Результаты второго

раздела получены соискателем самостоятельно. Теоремы 3.6, 3.14

третьего и теорема 3.18 четвертого разделов были получены вместе

с научным руководителем. В совместной работе с К. Г. Малютиным и

А. Ф. Гришиным [73] второму соавтору принадлежит доказательство

теореми 3.13

Апробация результатов диссертации. Все основные результа-

ты диссертации докладывались и обсуждались на:

1) семинаре в отделе комплексного анализа и теории потенциала Ин-

ститута математики НАН Украины в г. Киеве (Институт мате-

матики НАН Украины, руководитель семинара профессор Ю. Б.
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Зелинский);

2) семинаре по теории аналитических функций в г. Харькове (Харь-

ковский национальный университет имени В. Н. Каразина, руко-

водители семинара профессор А. Ф. Гришин и профессор С. Ю.

Фаворов);

3) семинаре по теории аналитических функций в г. Сумы (Сумский

государственный университет, руководитель семинара профессор

К. Г. Малютин);

4) семинаре по теории аналитических функций в г. Ивано-

Франковск (Прикарпатский национальный университет имени

Василя Стефаника, руководитель семинара профессор А. В. За-

городнюк);

5) международной конференции "Современные проблемы анализа"

(г. Черновцы, в 2010 г.);

6) международной научно-практической конференции студентов и

аспирантов "Математика и ее приложения в современной науке и

практике" (г. Курск, в 2011г.);

7) международной научно-практической конференции студентов и

аспирантов "Математика и ее приложения в современной науке и

практике" (г. Курск, в 2013 г.);

8) международной конференции "Complex Analysis dedicated to the

120th of Stefan Banach" (г. Львов, в 2012 г.);
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9) международной школе-конференции для студентов, аспирантов и

молодых ученых "Фундаментальная математика и ее приложения

в естествознании" (г. Уфа, в 2012 г.);

10) международной конференции "Bogolyubov readings DIF-2013.

Differential equations, theory of functions and their applications"on

the occasion of the 75th anniversary of academician A.M. Samoilenko

(г. Севастополь, в 2013 г.);

11) международной конференции "Спектральный анализ и нелиней-

ные задачи"(г. Уфа, в 2013 г.);

12) международной конференции "Isaac 9-th congress"(г. Краков,

в 2013 г.);

13) международной конференции "Complex Analysis, Potential Theory

and Applications"(г. Киев, в 2013 г.)

14) всеукраинской научно-методической конференции "Развитие ин-

теллектуальных умений и творческих способностей учени-

ков и студентов в процессе изучения дисциплин естественно-

математического цикла" (г. Суми, в 2011 г.);

15) всеукраинской конференции "Современные технологии в про-

мышленности" (г. Сумы, в 2012 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы

в 17 работах (4 без соавторов), из которых 4 статьи (1 без соавторов)



20

опубликованы в фаховых изданиях из перечня, утвержденного Мини-

стерством образования и науки Украины, 3 статьи в научных изданиях

других стран (2 из которых индексируются базою данных SCOPUS),

2 статьи опубликованы в материалах международных конференций, 6

в тезисах международных конференций и 2 в тезисах всеукраинских

конференций.

Структура и содержание диссертации. Диссертация состоит

из введения, четырёх разделов, разделённых на подразделы, выводов и

списка использованной литературы. Общий объём диссертации – 134

страницы. Список использованной литературы объемом 13 страниц

включает 87 наименований.



Глава 1

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ, ВЫБОР

НАПРАВЛЕНИЙ

ИССЛЕДОВАНИЯ И ОСНОВНЫЕ

РЕЗУЛЬТАТЫ

1.1. Обзор литературы

Пусть в комплексной плоскости C (или в полуплоскости C+) задана

последовательность попарно различных точек {an}∞n=1 (узлов интерпо-

ляции). В качестве последовательности линейных функционалов возь-

мем последовательность функционалов, определяемых формулами:

Ln(F ) = F (an) = bn , n ∈ N . (1.1)

Ряд

F (z) =
∞∑
n=1

bnE(z)

(z − an)E ′(an)
, (1.2)

в котором E(z) – целая функция с простыми корнями в узлах {an}∞n=1,

|an| ↑ ∞, принято называть рядом Лагранжа. Он является интерполя-

21
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ционным рядом для задачи (I) с системой функционалов (1.1). Целые

функции

En(z) =
E(z)

(z − an)E ′(an)
, n ∈ N ,

образуют систему, биортогональную к системе (1.1), которая в отличие

от других интерполяционных процессов (Ньютона, Абеля-Гончарова)

не сводится к системе полиномов. Одним из первых математиков, на-

чавших систематическое изучение и применение рядов Лагранжа, был

Борель [56]. Для того чтобы обеспечить сходимость ряда (1.2), Бо-

рель [57] предложил в каждое слагаемое вводить множитель
(
z

an

)Sn

с целыми Sn > 0 или, более общим образом [58], вместо (1.2) рассмат-

ривать ряд
∞∑
n=1

bnE(z)φ(z)

(z − an)E ′(an)φ(an)
(1.3)

с подходящей целой функцией φ(z).

Борель использовал ряд Лагранжа для изучения зависимости осо-

бенностей степенного ряда от свойств его коэффициентов Тейлора.

В 1940 году Б. Я. Левин [32] рассмотрел задачу интерполяции (1.1)

с узлами, образующими регулярное множество. В этом случае извест-

но исключительное множество, вне которого каноническая функция

E(z), построенная по узлам интерполяции, удовлетворяет асимптоти-

ческому равенству

ln |E(z)| ≈ H(arg z)|z|ρ(|z|) ,

гдеH(θ) – индикатор функции E(z), а ρ(r) – заданный уточненный по-

рядок. Можно доказать, что если узлы интерполяции не принадлежат
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исключительному множеству и выполняется условие

ln |bn| 6 (H(arg an)− ε)|an|ρ(|an|) , ε > 0 ,

то ряд Лагранжа (1.2) сходится равномерно на каждом компакте и

представляет собой целую функцию с индикатором не превосходящим

H(θ).

В 1948 году А. Ф. Леонтьев [35] впервые рассмотрел задачу, полу-

чившую впоследствии название задачи свободной интерполяции: опре-

делить, каким условиям должна удовлетворять последовательность

точек {an}∞n=1, |an| ↑ ∞, комплексной плоскости для того, чтобы по

каждой последовательности чисел {bn}∞n=1, удовлетворяющей неравен-

ству

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 ρ , ρ > 0 , (1.4)

можно было построить целую функцию F (z) класса [ρ,∞], удовлетво-

ряющую равенствам (1.1). Используя обобщенный ряд Лагранжа (1.3)

с φ(z) =
(
z

an

)Sn

, он доказал, что такими условиями являются следу-

ющие:

1) для любого ε > 0 выполняется соотношение:
∞∑
n=1

1

|an|ρ+ε
<∞ , (1.5)

2) каноническая функция E(z) последовательности {an}∞n=1 удовле-

творяет условию:

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

|E ′(an)|
6 ρ . (1.6)
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Ранее некоторые достаточные условия разрешимости задачи (1.1)

нашли Мурси и Уинн [65], А. Макинтайр и Р. Уилсон [64].

Если интерполируемая последовательность {bn}∞n=1 удовлетворяет

условию

lim sup
n→∞

ln+ |bn|
|an|ρ

<∞ , (1.7)

то задачу интерполяции естественно рассматривать в классе [ρ,∞). В

этом случае, как доказал А. Ф. Леонтьев [36], для возможности сво-

бодной интерполяции при нецелом ρ > 0 необходимым и достаточным

является выполнение условий:

1)

lim sup
n→∞

n|an|−ρ <∞ , (1.8)

2) каноническая функция E(z) последовательности {an}∞n=1 удовле-

творяет условию:

lim sup
n→∞

|an|−ρ ln
1

|E ′(an)|
<∞ . (1.9)

Полностью, без ограничения на порядок, А. Ф. Леонтьев решил эту

задачу в классе [ρ,∞) в других терминах [37]: необходимое и доста-

точное условие состоит в выполнении (1.8) и

lim sup
n→∞

|an|−ρ ln
1

ηn
<∞ ,

где

ηn =
∏
k ̸=n

(
1− an

ak

)
, (1− δ)|an| < |ak| < (1 + δ)|an|

(δ > 0 – произвольное фиксированное число).
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В более общем классе [ρ(r),∞), где ρ(r) – уточненный порядок,

lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0, задачу свободной интерполяции (1.1) при условии

lim sup
n→∞

ln+ |bn|
|an|ρ(|an|)

<∞ , (1.10)

решила в 1958 году О. С. Фирсакова [53] в форме, аналогичной услови-

ям (1.8) и (1.9). По последовательности узлов, удовлетворяющей усло-

вию

lim sup
n→∞

n|an|−ρ(|an|) <∞ , (1.11)

строится присоединенная функция L(z). При нецелом ρ в качестве

L(z) принимается каноническое произведение узлов интерполяции, а

при целом ρ к точкам {an}∞n=1 добавляются еще точки {µn}∞n=1 так,

чтобы для {an}∞n=1 ∪ {µn}∞n=1 выполнялось условие (1.11) и условие

Линделефа

lim sup
R→∞

Rρ

Rρ(r)

∑
|an|,|µn|<R

(
1

aρn
+

1

µρn

)
<∞ ;

чтобы расстояние любой из точек последовательности {µn}∞n=1 от то-

чек {
an exp

(
πki

ρ

)}∞

n=1

, k = 0, 1, . . . , 2ρ− 1,

было больше d|an|1−ρ(|an|) при некотором d ∈ (0, 1), и чтобы |µn+1| −

|µn| > d|µn|1−ρ(|µn|), n ∈ N.

Присоединенная функция всегда существует, но не единственная.

О. С. Фирсакова доказала, что для того, чтобы задача (1.1) была раз-

решима в классе [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялось условие (1.11) и присоединенная функция L(z) удовлетворяла
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условию

lim sup
n→∞

|an|−ρ(|an|) ln
1

|L′(an)|
<∞ .

В работе [53] О. С. Фирсакова перенесла результаты Б. Я. Левина

из [32] на случай множества узлов интерполяции, обладающего лишь

свойством правильной распределенности.

Задача кратной интерполяции в классе [ρ(r),∞) рассматривалась

А. В. Братищевым и Ю. Ф. Коробейником [4]. При этом они впервые

рассмотрели случай нулевого порядка при дополнительных ограниче-

ниях на уточненный порядок. Для решения этой задачи авторы ввели

понятие медленно возрастающей функции.

Определение 1.1 Функция h(r) называется медленно возрастаю-

щей, если: a) h(r) определена, положительна и дифференцируема на

[0,∞); b) h′(r) > 0 на [0,∞); c)
h(r)

rh′(r)
не ограничена и не убывает в

промежутке [0,∞).

Заметим, что функция ρ(r) = lnh(r) является нулевым уточнен-

ным порядком.

При ρ = 0 эта задача решена в работе [4] при двух ограничениях

на функцию роста V (r): 1) V (r) – медленно возрастающая функция; 2)

V (r) – логарифмически выпуклая на [0,∞) функция. Других работ, в

которых рассматривается случай ρ = 0, в наше поле зрения не попало.

Остановимся более подробно на результатах работы [4]. В ста-

тье [4] изучается разрешимость задачи кратной интерполяции в клас-

сах [ρ(r),∞), причём рассматривается случай ρ > 0. Авторы статьи [4]
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выделяют случай ρ = 0 и замечают, что в их работе впервые рассмат-

ривается интерполяционная задача в классе целых функций нулевого

порядка. Сформулируем частный случай теоремы 5 из [4], который

соответствует задаче простой интерполяции и случаю ρ = 0.

Теорема A (Братищев – Корабейник). Пусть ρ(r) – нулевой

уточнённый порядок такой, что функция V (r) является логариф-

мически выпуклой, причём lim inf
r→∞

rV ′(r) > 0, а функция
V (r)

rV ′(r)
яв-

ляется возрастающей (не обязательно строго) и неограниченной на

луче [r0,∞). Для того, чтобы последовательность {an}∞n=1 была ин-

терполяционной в классе [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы

выполнялись условия:

1) lim
r→∞

n(r)

rV ′(r)
= 0,

2) sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|Φδ
n(an)|

< ∞ , для любого фиксированного δ ∈

(0, 1), где

Φδ
n(z) =

∏
0<|an−ak|<δ|an|

(
1− z

ak

)
.

Заметим, что формулировка этой теоремы нуждается в уточнении.

В приведенной формулировке она не верна. Об этом говорится в заме-

чании к теореме 3.13.

В работe [40] К. Г. Малютин нашел новые критерии разрешимо-

сти задачи (1.1) в классах [ρ,∞] и [ρ(r),∞) при ρ > 0, рассматривая

распределение единичных масс в узлах интерполяции. В качестве ос-

новной характеристики такого распределения выбирается семейство
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функций

Φz(α) =
(nz(α|z|)− 1)+

|z|ρ(|z|)
,

где nz(t) – число точек последовательности {an}∞n=1 в круге {ξ :

|ξ−z| 6 t}. Отправляясь от результатов А. Ф. Леонтьева и О. С. Фир-

саковой, было показано, что для разрешимости задачи (1.1) в классе

[ρ,∞], необходимо и достаточно, существование такого уточненного

порядка ρ(r), lim
r→∞

ρ(r) 6 ρ, что

Φz(α) 6
(
ln

1

α

)−1

.

Критерий разрешимости интерполяционной задачи в классе

[ρ(r),∞) состоит в условии

sup
z∈C

1/2∫
0

Φz(α)dα

α
<∞ .

Задачи свободной интерполяции в классах [ρ, h(θ)] и [ρ, h(θ)]r без

дополнительных ограничений о правильной распределенности узлов

интерполяции были решены в работах А. Ф. Гришина [16, 17, 18].

Задачи кратной интерполяции в классе [ρ(r), h(θ)] были реше-

ны независимо в работах А. В. Братищева [3] и А. М. Руссаковско-

го [46, 47]. При этом, в случае произвольного множества интерполя-

ции были найдены достаточные условия разрешимости задачи (1.1),

а при дополнительном предположении о правильной распределенно-

сти узлов интерполяции эти условия являются и необходимыми. На-

конец, в совместной работе А. Ф. Гришина и А. М. Руссаковского [19]

результаты А. Ф. Гришина об интерполяции в классах [ρ(r), h(θ)] и
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[ρ(r), h(θ)]r были перенесены на задачу о кратной интерполяции. По-

сле этого задачи свободной интерполяции в классах целых функций

конечного порядка ρ > 0, в некотором смысле, были исчерпаны.

Для классов целых функций бесконечного порядка задачи интер-

поляции рассматривались в работах C. A. Беренстейна и Б. A. Teйлo-

ра [54], У. A. Сквайерса [70], Р. E. Хеймана [62], Т. И. Абаниной [1],

Б. В. Винницкого и И. Б. Шепарович [7, 8], И. Б. Шепарович [51, 52]

и др.

Интерполяционные задачи в классах аналитических функций в

единичном круге и в полуплоскости C+ впервые рассматривались в

работах Г. Пика [68] и Р. Неванлинны [66, 67], которые независимо друг

от друга в разной форме нашли критерии того, чтобы существовала

функция F (z), голоморфная в открытом единичном круге, отобража-

ющая его в правую полуплоскость, решающая задачу (1.1). Эти за-

дачи, известные как проблемы Неванлины-Пика, получили развитие в

работах М. Г. Крейна и А. А. Нудельмана [28], Ю. М. Дюкаревa [22, 23]

и др.

Г. Д. Трошин [49] продолжил исследования А. Ф. Леонтьева и

О. С. Фирсаковой, рассмотрев интерполяционную задачу в классе

функций аналитических в угле | arg z| < π

2ρ
, 1/2 6 ρ < ∞. При этом

предполагалось, что узлы интерполяции расположены внутри мень-

шего угла: | arg z| 6 π/(2ρ)− ε, ε > 0.

В 1958 году Л. Карлесон [59] нашел необходимые и достаточные

условия интерполяционности множества {an}∞1 в классе H∞ ограни-

ченных функций в полуплоскости (Л. Карлесон получил свой резуль-
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тат для единичного круга). Позже Шапиро и Шилдс [69] нашли более

простое доказательство теоремы Карлесона. Эрл [60] в 1970 году ре-

шил интерполяционную задачу в H∞, рассматривая сдвиги узлов ин-

терполяции. П. Джонс [63] предложил простое и непосредственное до-

казательство теоремы Карлесона с помощью ряда, обобщающего ряд

Лагранжа. Другие варианты и приложения к задачам интерполяции

даны в статье С. А. Виноградова [9]. Неклассические задачи кратной

интерполяции в H∞ рассматривались в работах В. И. Васюнина [5].

В 1975 году Б. Я. Левин и Нгуен Тхыонг Уен [34] рассмотрели ин-

терполяционную задачу (I) в классе [ρ,∞]+ функций порядка ρ > 1

в полуплоскости C+. Они показали, что для того чтобы по каждой

последовательности {bn}∞1 , удовлетворяющей условию (1.4) и имею-

щей единственную точку сгущения на бесконечности, можно было по-

строить функцию класса [ρ,∞]+, удовлетворяющую равенствам (1.1)

необходимо, чтобы при любом ε > 0 сходился ряд
∞∑
n=1

sin(arg an)

|an|ρ+ε
<∞ (1.12)

и

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

Im an|E ′(an)|
6 ρ , (1.13)

и достаточно, чтобы выполнялось условие (1.12) и

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

Im2 an|E ′(an)|
6 ρ , (1.14)

где E(z) – каноническое произведение Неванлинны множества {an}∞1 .

При этом дополнительно предполагалось, что множество {an}∞1 имеет

единственную точку сгущения на бесконечности (хотя это следует и из
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условия (1.14)). Условие (1.14) накладывает ограничение на скорость

убывания Im an, а именно, справедливо асимптотическое неравенство

Im an > exp(−|an|ρ+ε) , ε > 0 , (1.15)

которое позволило авторам строить решение задачи (1.1) в виде ря-

да (1.3).

Эти исследования были продолжены Н. Т. Уеном [50] в классе

[ρ,∞)+ при ρ > 1. Было доказано, что для того, чтобы по каждой

последовательности {bn}∞1 , удовлетворяющей условию (1.7), можно

было построить функцию класса [ρ,∞)+, удовлетворяющую равен-

ствам (1.1), необходимо, чтобы∑
|an|6r

sin(arg an) = O(rρ) , r → ∞ , (1.16)

и любая присоединенная функция E1(z) множества {an}∞1 удовлетво-

ряла условию:

lim sup
n→∞

1

|an|ρ
ln

1

Im an|E ′
1(an)|

<∞ , (1.17)

и достаточно, чтобы выполнялось (1.16) и некоторая присоединенная

функция E1(z) удовлетворяла условию:

lim sup
n→∞

1

|an|ρ
ln

1

Im2 an|E ′
1(an)|

<∞ . (1.18)

Кроме того, предполагалось, что множество {an}∞1 имеет един-

ственную предельную точку на бесконечности (хотя это, как и в

случае[ρ,∞]+, следует из условия (1.18)). Н. Т. Уеном было также по-

казано, что при целом ρ > 1 и выполнении условия (1.16) существует



32

присоединенная функция множества {an}∞1 . Как и в предыдущем слу-

чае условие (1.18) накладывает определенные ограничения на Im an,

аналогичные (1.15).

Полностью задача простой свободной интерполяции в классах

[ρ,∞]+, [ρ(r),∞)+ при ρ > 1 была решена К. Г. Малютиным в ра-

ботe [40]. Было показано,что условия (1.12), (1.13) являются необходи-

мыми и достаточными разрешимости задачи (1.1) в классе [ρ,∞]+, а

условия (1.16), (1.17) – в классе [ρ(r),∞)+.

Условия разрешимости интерполяционной задачи в классах

[ρ,∞]+, [ρ(r),∞)+, были сформулированы также в терминах функции

Φ+
z (α):

Φ+
z (α) =

n+(C(z, α|z|) \ an)
|z|ρ(|z|)

,

где n+(D) =
∑

an∈D
sin(arg an), an – точка из {an}∞1 , ближайшая к z.

Для разрешимости задачи (1.1) в классе [ρ,∞]+, необходимо и до-

статочно, существование такого уточненного порядка ρ(r), lim
r→∞

ρ(r) =

ρ, что

Φ+
z (α) 6

α

q
, α > q sin(arg z) , q ∈ (0, 1) ,

Φ+
z (α) 6

sin(arg z)

ln
eq sin(arg z)

α

, α < q sin(arg z) .

В классе [ρ(r),∞)+ эти условия имеют вид:

sup
z∈C+

q∫
0

Φ+
z (α) dα

α(α+ sin(arg z))2
<∞ .

К. Г. Малютин [42, 43, 44] решил задачу кратной интерполяции в

классах [ρ,∞]+, [ρ(r),∞)+, [ρ(r), H(θ)]+, [ρ(r), H(θ)]+r при ρ > 0 были
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найдены необходимые и достаточные условия, формируются в виде

условий, аналогичным для задач простой интерполяции.

Понятие регулярного множества в комплексной плоскости было

введено Б.Я. Левиным [33].

Пусть ρ(r) – некоторый уточненный порядок такой, что lim
r→∞

ρ(r) =

ρ > 0, A = {an, n = 1, 2, . . . } – последовательность различных точек в

комплексной плоскости C. Предположим, что точки отделены друг от

друга. Точнее, выполняется одно из следующих условий (C) или (C′):

(C) Точки an расположены внутри углов с общей вершиной в на-

чале координат, которые не пересекаются, так, что для любых двух

точек последовательности A, расположенных внутри одного из уг-

лов, выполняется условие

|an+1| − |an| > rn = d|an|1−ρ(|an|)

при некотором d > 0.

(C′) Существует число d > 0 такое, что кружки, радиусов

rn = d|an|1−
ρ(|an|)

2

с центрами в точках an, не пересекаются.

Правильное множество A (см. [ [33], Глава II]), которое удовле-

творяет одному из условий (C) или (C′), называется регулярным мно-

жеством в смысле Левина, или кратко R-множеством, а кружки

|z − an| 6 rn называют исключительными кружками R-множества

(CR-кружками).

Множества, которые удовлетворяют условию (C), играют важную
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роль в теории целых функций. В частности, они применяются для

построения канонических произведений множеств [15, 18, 39].

В рaботах [43, 44] рассматривались множества A = {an} в верхней

полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}, удовлетворяющие условию:

(C+) Для точек множества A выполняется неравенство:

|an+1| − |an| > rn = d sin arg(an)|an|1−ρ(|an|)

при некотором d > 0.

Такие множества также используются для построения канониче-

ских произведений в верхней полуплоскости C+.

1.2. Основные результаты диссертации

Второй раздел посвящен задачам интерполяции в классе целых

функций нулевого порядка. Во втором разделе диссертации полностью

решена интерполяционная задача в этом классе. В теореме 2.1 полу-

чены критерии ее разрешимости как в духе А. Ф. Леонтьева, то есть в

терминах канонического произведения, определяемого узлами интер-

поляции, так и в терминах меры Дирака, порожденной этими узлами.

В третьем разделе диссертации полностью решена интерполяци-

онная задача в классе целых функций нулевого уточненного порядка.

В теоремах 3.5 и 3.6 получены критерии ее разрешимости как в духе

А. Ф. Леонтьева, так и в терминах меры Дирака, порожденной этими

узлами. Кроме того, показано, что результат А. В. Братищева и Ю.

Ф. Коробейника для случая нулевого порядка сформулирован неточно.
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Теорема 3.13 является уточненным вариантом их результата. В этом

разделе приведен также ряд теорем, которые можно рассматривать

как частные случаи теорем 3.5 и 3.6. В теоремах 3.14— 3.16 сформули-

рованы критерии интерполяционности последовательностей, которые

в некоторых частных случаях легко проверяемы. Введены слабо ре-

гулярные множества в комплексной плоскости. Показано, что такие

множества являются интерполяционными в классах [ρ(r),∞) (теоре-

ма 3.18).

В четвёртом разделе диссертации полностью решена задача крат-

ной интерполяции в классе аналитических функций нулевого порядка

и нормального типа в верхней полуплоскости. В теореме 4.1 получены

критерии её разрешимости как в терминах произведения Неванлинны,

определяемого узлами интерполяции, так и в терминах неванлиннов-

ской меры, порожденной этими узлами. В этом разделе введены слабо

регулярные множества в верхней полуплоскости. Показано, что та-

кие множества являются интерполяционными в классах [ρ(r),∞)+ и

[ρ(r),∞)h+.



Глава 2

ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ЗАДАЧА

В КЛАССАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

НУЛЕВОГО ПОРЯДКА

2.1. Постановка интерполяционной за-

дачи в классе целых функций нуле-

вого порядка

Введем необходимые определения. Пусть f(z) – целая функция,

M(f, r) = max
06φ<2π

|f(reiφ)|.

Через [ρ,∞] обозначим класс целых функций порядок которых не

превышает ρ, ρ > 0, то есть таких, что

lim sup
r→∞

ln+ ln+M(f, r)

ln r
6 ρ .

В частности через E0 обозначим класс целых функций нулевого поряд-

ка (при ρ = 0).

Далее, следуя Титчмаршу [48], будем пользоваться следующими

36
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названиями и обозначениями. Если в некотором рассуждении встре-

чается число, не зависящее от основных переменных, то оно называет-

ся постоянной. Для обозначения абсолютных положительных посто-

янных, не обязательно одних и тех же, мы пользуемся буквами A,

B, K, M . Может встретиться утверждение вроде ”|f(z)| < Aγ(Br),

следовательно, 3|f(z)| < Aγ(Br)”, которое не должно вызывать недо-

разумений.

Пусть A = {an : n = 1, 2, . . . } – такая последовательность ком-

плексных чисел, что выполняются соотношения: 0 < |a1| 6 |a2| 6 . . . ,

an ̸= ak при n ̸= k, lim
n→∞

an = ∞. Такие последовательности мы в

дальнейшем будем называть допустимыми.

Исследование разрешимости задачи

f(an) = bn, n = 1, 2, . . . , (2.1)

в классе [ρ,∞], при единственном ограничении

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 ρ ,

теперь называют задачей свободной простой интерполяции в классе

[ρ,∞]. Этой терминологии мы обязаны А.Ф. Леонтьеву.

Определение 2.1 Допустимая последовательность {an} называ-

ется интерполяционной в классе [ρ,∞], если задача (2.1) разрешима

в классе [ρ,∞] для любой последовательности чисел {bn}, удовлетво-

ряющей условию

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 0 , (2.2)
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В основном тексте диссертации мы дополнительно предполагаем,

что выполняется неравенство |a1| > 0. Это упрощает доказательство и

формулировки некоторых утверждений, однако, не ограничивает общ-

ности наших рассуждений. По ходу работы мы делаем замечание, что

последовательности a1, a2, . . . и 0, a1, a2, . . . являются одновременно

интерполяционными.

В работе мы находим необходимые и достаточные условия для то-

го, чтобы последовательность {an} была интерполяционной в классе

E0.

С каждой последовательностью {an} мы связываем следующую

меру в комплексной плоскости C:

µ(z) =
∞∑
n=1

δ(z − an) , (2.3)

где δ(z−an) – мера Дирака, то есть единичная мера, сосредоточенная

в точке an. Мы будем употреблять следующие обозначения:

C(z, t) = {w ∈ C : |w − z| < t}, B(z, t) = {w ∈ C : |w − z| 6 t} .

Функция n(t) = µ(B(0, t)) называется считающей функцией по-

следовательности {an}.

По заданной последовательности A определим семейство функций

Φ∗
A(z, α) = (nA(C(z, α|z|))− 1)+ ,

Приведем формулу Пуассона для субгармонической функции v и

круга B(z, R), на которую будем ссылаться в нашей работе:

v(z) =
1

2π

2π∫
0

v(z +Reiφ) dφ−
R∫

0

µv(B(z, t))

t
dt . (2.4)
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Здесь µv – риссовская мера функции v.

В случае, если f(z) – целая функция, a – простой корень функции

f , v(z) = ln

∣∣∣∣ f(z)z − a

∣∣∣∣, µf = µv, то формула Пуассона (2.4) для круга

B(a,R) приобретает вид:

ln |f ′(a)| = 1

2π

2π∫
0

ln |f(a+Reiφ)| dφ−
R∫

0

µf(B(a, t))− 1

t
dt−lnR . (2.5)

Пусть A = {an} – произвольная последовательность комплексных

чисел. Обозначим через

EA(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
.

Функция EA(z) называется канонической функцией последовательно-

сти A.

Основным результатом этого раздела является следующая теоре-

ма. Напомним, мы считаем, что выполняется условие |a1| > 0. Кроме

того, как обычно, b+ = max{b; 0}.

Теорема 2.1 Пусть {an} – допустимая последовательность. Сле-

дующие три утверждения эквивалентны:

1) для любой последовательности чисел {bn}, удовлетворяющей

условию

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 0. (2.6)

существует функция f(z) из класса E0, со свойством (2.1)

2) для любого ε > 0 выполняется соотношение :

∞∑
n=1

1

|an|ε
<∞ , (2.7)
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и каноническая функция EA(z) последовательности {an} удовле-

творяет условию:

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln

1

|E ′
A(an)|

6 0 . (2.8)

3) выполняется соотношение (2.7) и

lim sup
z→∞

1

ln |z|
ln+

1∫
0

Φ∗
A(z, α)

α
dα = 0 . (2.9)

2.2. Доказательство импликации 1) ⇒ 2)

Теорема 2.2 Пусть {an} – интерполяционная последовательность

в классе E0. Тогда выполняется соотношение (2.7).

Доказательство. Пусть f – целая функция из класса E0, реша-

ющая интерполяционную задачу: f(a1) = 1, f(an) = 0 при n > 2. По

предположению теоремы такая функция существует. Запишем форму-

лу (2.5) для функции v(z) = ln |f(z)| и круга B(a1, R):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln |f(a1 +Reiφ)| dφ−
R∫

0

µf(B(a1, t))

t
dt .

Далее получаем, что неравенство
R∫

0

n(t)

t
dt 6

R+|a1|∫
0

µf(B(a1, t))

t
dt 6 KεR

ε , Kε > 0 ,

выполняется при любом фиксированном ε > 0.

Отсюда следует неравенство:

n(R) 6
eR∫
R

n(t)

t
dt 6 KεR

ε. (2.10)
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Поскольку последнее неравенство выполняется при любом фикси-

рованном ε > 0, то из него следует соотношение:

lim
R→∞

n(R)

Rε
= 0, ε > 0 . (2.11)

Тогда, используя неравенство (2.10) с ε/2 и соотношение (2.11),

получаем:
∞∑
n=1

1

|an|ε
=

∞∫
0

dn(t)

tε
= ε

∞∫
0

n(t)

t1+ε
dt 6 εKε

∞∫
0

dt

t1+ε/2
<∞ .

Теорема доказана.

Теорема 2.3 Пусть A = {an} – интерполяционная последователь-

ность в классе E0. Тогда каноническая функция EA(z) принадлежит

классу E0 .

Доказательство. Пусть {an} – интерполяционная последователь-

ность в классе E0, E(z) – ее каноническая функция, r = |z|. Из равен-

ства (2.11) следует, что E(z) – целая функция. Кроме того, справед-

ливо неравенство

ln |E(z)| 6
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

|an|

)
=

∞∫
0

ln
(
1 +

r

t

)
dn(t) =

∞∫
0

rn(t)

(t+ r)t
dt ,

из которого следует, что E ∈ E0.

Теорема доказана.

Теорема 2.4 Пусть последовательность {an} является интерполя-

ционной в классе E0. Тогда выполняется соотношение (2.8).

Доказательство. Прежде всего сформулируем следующую лем-

му.
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Лемма 2.1 Пусть f(z) – целая функция нулевого порядка, {zn} –

последовательность ее простых нулей со свойством |zn+1| > |zn|+ 2

(n = 1, 2, . . . ). Пусть, далее, f1(z) – произвольная функция нулевого

порядка. Тогда для любого ε > 0 при n > n0(ε) для функций

Φn(z) =
(z − zn)f1(z)

f(z)

имеет место неравенство

|Φn(zn)| 6 exp(|zn|ε) .

Лемма доказана в работе [30] при ρ > 0. Для ρ = 0 доказательство

почти дословно повторяет рассуждения из этой работы, поэтому мы

не приводим его.

Заметим, что каноническая функция E(z) ∈ E0 в силу теоремы 2.3.

Предположим, что соотношение (2.8) неверно. Тогда существуют

число ε0 > 0 и подпоследовательность {ank
} ⊂ {an} такие, что

1

ln |ank
|
ln ln

1

|E ′
A(ank

)|
> ε0 .

Пусть f – целая функция из класса E0, решающая интерполяци-

онную задачу: f(ank
) = 1, f(an) = 0 при an /∈ {ank

}. По предположе-

нию теоремы такая функция существует. Можно считать, переходя,

если нужно, к подпоследовательности, что круги C(ank
, 1) не пересе-

каются. Рассмотрим функцию
f(z)

E(z)
. Так как каждая точка {an}, если

n ̸= nk (k = 1, 2, . . . ), является нулем одновременно для f(z) и E(z),

то получим
f(z)

E(z)
=
f1(z)

E1(z)
,
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где f1(z) и E1(z) – целые функции нулевого порядка.

Последовательность {ank
} является последовательностью нулей

функции E1(z). Функция
(z − ank

)f1(z)

E1(z)
удовлетворяет условиям лем-

мы 2.1. Поэтому для любого ε > 0 при n > n0(ε) имеет место оценка

|E ′(ank
)|−1 6 exp(|ank

|ε) ,

которая противоречит допущению.

Теорема доказана.

2.3. Доказательство импликации 2) ⇒ 1)

Доказательство. Доказательство импликации 2)⇒1) близко к

рассуждениям работы [4].

Заметим, что формальный ряд

F (z) = E(z)
∞∑
n=1

(
z

an

)Sn bn
E ′(an)(z − an)

(2.12)

решает интерполяционную задачу (2.1).

Покажем, что целые числа Sn, n ∈ N, можно выбрать так, что

ряд (2.12) будет сходиться равномерно на компактах в комплексной

плоскости C и функция F (z) будет целой из класса E0. С помощью

уравнений

|an|ε
′
n = n, n ∈ N ,

определим числа ε′n. Далее воспользуемся следующей леммой ([33,

Лемма 1, Глава I]).
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Лемма 2.2 Показатель сходимости последовательности чисел

a1, a2, . . . , an, . . . ( lim
n→∞

|an| = ∞)

равен порядку соответствующей функции n(r).

Так как

ε′n =
lnn

ln |an|
=
n(|an|)
ln |an|

,

то

lim sup
n→∞

ε′n 6 0 .

Из условий (2.6) и (2.8) получаем, что для любого ε > 0 при до-

статочно больших n выполняется неравенство∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ 6 exp(rεn) .

где rn = |an|.

Поэтому можно выбрать последовательность ε′′n, lim sup
n→∞

ε′′n 6 0 ,

такую, что

∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ 6 exp(rε
′′
n

n ) . n ∈ N. (2.13)

Далее определим последовательность εn следующим образом. По-

ложим

εn = max{ε′n; ε′′n; 0}, n ∈ N .

Очевидно, что

lim sup
n→∞

εn = 0 .

Определим теперь последовательность Sn равенством:

Sn = [rεnn ] + 1, n ∈ N ,
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где [·] означает целую часть числа. Последовательность δn определим

равенствами:

Sn = rδnn , n ∈ N .

Последовательности Sn и δn удовлетворяют условиям:

n 6 Sn 6 Sn+1

δn > εn , lim
n→∞

δn = 0 .

Покажем, что при таком определении чисел Sn функция F (z) бу-

дет целой из класса E0. Пусть N = N(r) – наименьшее целое число,

обладающее свойством:

|aN | > 2er , r = |z| ,

n0 – фиксированное число такое, что |an0+1| > 1.

Обозначим через

Rn(z) =
bn

(z − an)E ′(an)

(
z

an

)Sn

, n ∈ N ,

и представим функцию F (z) в виде суммы трех слагаемых:

F (z) = E(z)

n0∑
n=1

Rn(z) + E(z)
N−1∑

n=n0+1

Rn(z) + E(z)
∞∑

n=N

Rn(z) =

= S1(z) + S2(z) + S3(z) .

Рассмотрим S1(z). Так как n0 фиксировано, то S1(z) является це-

лой функцией нулевого порядка как сумма конечного числа целых

функций имеет нулевой порядок.

Далее рассмотрим вторую сумму S2(z). Так как

1

z − an

(
z

an

)Sn

=
1

z − an
+ φn(z) ,
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где

φn(z) =
1

an

(
1 +

z

an
+ · · ·+ zSn−1

aSn−1
n

)
,

то Rn(z) можно представить в виде:

Rn(z) =
bn

E ′(an)

[
1

z − an
+ φn(z)

]
.

Тогда для S2(z) можно получить оценку:

|S2(z)| =

∣∣∣∣∣E(z)
N−1∑

n=n0+1

Rn(z)

∣∣∣∣∣ 6
6

N−1∑
n=n0+1

∣∣∣∣ bn
(z − an)E ′(an)

[
E(z)

z − an
+ E(z)φn(z)

]∣∣∣∣ .
При |z| = r > r0(ε) имеют место неравенства:

a) |E(z)| < exp(rε) , b)

∣∣∣∣ E(z)z − an

∣∣∣∣ < exp(rε)

в силу леммы 2.1. В силу этих неравенств имеем:

|S2(z)| < exp(rε)
N−1∑

n=n0+1

∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ [1 + |φn(z)|] .

Так как |an| > 1 при n > n0 + 1, то будет справедлива оценка:

|φn(z)| < 2|z|Sn−1 , n ∈ N .

Учитывая полученную оценку и неравенства (2.13), получим, что для

любого ε > 0 при |z| = r > r0(ε) имеет место неравенство:

|S2(z)| < exp(rε) .

Рассмотрим слагаемое S3(z). Покажем, что
∞∑

n=N

|Rn(z)| < K ,
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где K – некоторая постоянная. Положив

fn(z) =
1

z − an

(
z

an

)Sn

, n ∈ N ,

будем иметь

|Rn(z)| <
∣∣∣∣ bn
E ′(an)

∣∣∣∣ fn(z)|, n ∈ N .

Учитывая, что |z − an| > 1 получим

|fn(z)| <
∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣Sn

, n ∈ N .

Отсюда и из оценки (2.13) получаем

|Rn(z)| < eSn

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣Sn

<

(
1

2

)Sn

<
1

2n
, n ∈ N .

Здесь мы учли, что |z| < |an|
2e

и Sn > n.

Таким образом,
∞∑

n=N

|Rn(z)| <
∞∑

n=N

1

2n
= 1 .

В силу полученных оценок, построенная нами функция F (z) явля-

ется целой класса E0 . Импликация 2) ⇒ 1) доказана.

2.4. Доказательство импликации 1) ⇒ 3)

Импликация 1) ⇒ (2.7) доказана в теореме 2.2.

Докажем вначале, что

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln+

rn/2∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 . (2.14)
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Если это не так, то существуют последовательность nk ↑ ∞ при k → ∞

и число ε0 > 0 такие, что

lim sup
n→∞

1

ln rnk

ln+
|an|/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt > ε0 , k = 1, 2, . . . .

(2.15)

Дополнительно можно считать, что выполняется неравенство |ank+1
| >

4|ank
|, k = 1, 2, . . . .

Пусть f(z) – функция из класса E0, которая решает интерполяци-

онную задачу f(ank
) = 1, k = 1, 2, . . . , f(an) = 0, если n ̸= nk. По

условию теоремы такая функция существует.

Запишем формулу (2.4) для функции v(z) = ln |f(z)| и круга

B(ank
,
1

2
|ank

|):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ−

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt .

При t ∈
[
0,

1

2
|ank

|
]

справедливо неравенство µf(B(ank
, t)) >

µ(B(ank
, t))− 1. Поэтому

|ank |/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt 6

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ .

Полученное неравенство, соотношение f ∈ E0 и неравенство (2.15)

в совокупности противоречивы. Тем самым, неравенство (2.14) дока-

зано.
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Из равенства (2.7) следует, что

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln+

rn∫
rn/2

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 .

Вместе с равенством (2.14) это дает

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln+

rn∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt = 0 . (2.16)

Пусть z – произвольное комплексное число и a = a(z) – ближайшая

к z точка последовательности {an}. Обозначим через F1 множество тех

z, для которых выполняется неравенство |z − a| > 1

2
|z|. Из условия

(2.7) легко следует, что

lim sup
z→∞
z∈F1

1

ln r
ln+

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt = 0 .

Поэтому в дальнейшем доказательстве можно считать, что выполня-

ется неравенство |z − a| 6 1

2
|z|. Далее имеем

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt =

r∫
|z−a|

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt 6

r∫
|z−a|

(µ(B(a, t+ |z − a|))− 1)+

t
dt =

r+|z−a|∫
2|z−a|

(µ(B(a, u))− 1)+

u− |z − a|
du 6 2

r+|z−a|∫
0

(µ(B(a, u))− 1)+

u
du .

Из приведенных рассуждений, равенства (2.14) теперь следует, что

lim sup
z→∞

1

ln r
ln+

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt = 0 .
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Сделав замену переменной t = αr в подынтегральном выражении

последнего неравенства, получим соотношение (2.9).

Импликации 1) ⇒ 3) доказана.

2.5. Доказательство импликации 3) ⇒ 2)

Пусть выполняется условие (2.9). Напишем равенство (2.5) для

функции E(z) и круга B(an, R):

ln |E ′(an)| =
1

2π

2π∫
0

ln |E(an +Reiφ)| dφ−

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt− lnR .

(2.17)

Равенство (2.17) можно переписать в виде:

ln
1

|E ′(an)|
=

1

2π

2π∫
0

ln
1

|E(an +Reiφ)|
dφ+

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt+ lnR .

(2.18)

Далее мы воспользуемся следующей теоремой.

Теорема 2.5 Пусть функция f(z) голоморфна в круге B(0, 2eR)

(R > 0), f(0) = 1 и η – произвольное положительное число, не пре-

вышающее
3

2
e. Тогда внутри круга B(0, R), но вне исключительных

кругов с общей суммой радиусов, не превышающей 4Rη, выполняется

неравенство

ln |f(z)| > −
(
2 + ln

3e

2η

)
lnM(f, 2eR) .
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Это теорема 11 из [33, Глава I, §8].

Поскольку E ∈ E0, то для любого числа ε > 0 существует rε такое,

что при |z| > rε выполняется неравенство:

ln |E(z)| 6 |z|ε .

Из этого неравенства и теоремы С, применённой к функции E(z) и

кругу B(0, 3e|an|), следует, что существуют номер Nε и число R1 ∈[
1

2
|an|, |an|

]
такие, что для всех φ и n > Nε будет выполняться нера-

венство

ln
1

|E(an +R1eiφ)|
6 rεn .

Выбирая в равенстве (2.18) R = R1, получим доказательство импли-

кации (2.15) ⇒ (2.14).

Тем самым теорема 2.1 полностью доказана.

В заключение этого раздела покажем, что если последовательность

{an}, |a1| > 0, является интерполяционной в классе E0, то последова-

тельность 0, a1, a2, . . . также является интерполяционной в этом клас-

се. Действительно, рассмотрим интерполяционную задачу f1(0) = b0,

f1(an) = bn, где

lim sup
n→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

6 ρ .

Пусть f ∈ E0 – решение интерполяционной задачи f(an) = bn, n =

1, 2, . . . . Тогда функция

f1(z) = f(z) + (b0 − f(0))E(z)

принадлежит классу E0 и является решением поставленной интерпо-

ляционной задачи. Тем самым, ограничение a1 ̸= 0 не является суще-

ственным.
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Выводы к разделу 2

Классическая задача интерполяции состоит в отыскании функции

данного класса, принимающей в заданных точках {an}∞n=1 — узлах

интерполяции — заданные значения. Задача интерполяции в классе

целых функций конечного порядка ρ > 0 была решена А. Ф. Леонтье-

вым. Им были найдены необходимые и достаточные условия ее разре-

шимости в терминах канонического произведения, определяемого уз-

лами интерполяции. Позднее К. Г. Малютин, отправляясь от резуль-

татов А. Ф. Леонтьева, нашел эти критерии в терминах меры Дирака,

порожденной последовательностью {an}∞n=1. Эти критерии оказались

более простыми для проверки интерполяционности последовательно-

сти, что позволило, в частности, строить примеры таких множеств.

Однако, задачи свободной интерполяции в классе целых функций

нулевого порядка оказались вне поля зрения предшествующих авто-

ров. Во втором разделе диссертации полностью решена интерполяци-

онная задача в этом классе. В теореме 2.1 получены критерии ее разре-

шимости как в духе А. Ф. Леонтьева, то есть в терминах канонического

произведения, определяемого узлами интерполяции, так и в терминах

меры Дирака, порожденной этими узлами.



Глава 3

ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ЗАДАЧА

В КЛАССАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

НУЛЕВОГО ПОРЯДКА И

НОРМАЛЬНОГО ТИПА

3.1. Уточнённый порядок и его свойства

Несколько слов о терминологии, используемой в работе. Приме-

няются термины возрастающая и строго возрастающая функции, со-

ответствующие также часто используемым терминам неубывающая

и возрастающая функции. Число x, удовлетворяющее неравенству

x > 0, мы называем положительным, а число x, удовлетворяющее

неравенству x > 0, – строго положительным. Используются символы

a+ = max{a; 0}, [a] – целая часть числа a, f ′+(x) – правая производная

в точке x. Символ ∞ у нас тождественен символу +∞.

Введем необходимые определения.
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Определение 3.1 Функция ρ(r), определённая на полуоси (0,∞),

удовлетворяющая условию Липшица на любом сегменте [a, b] ⊂

(0,∞), называется уточнённым порядком в смысле Бутру, если она

удовлетворяет следующим условиям

−∞ < α = lim inf
r→∞

ρ(r) 6 ρ = lim sup
r→∞

ρ(r) 6 +∞,

lim
r→∞

ρ′(r)r ln r = 0 .

Если α = ρ, то функция ρ(r) называется уточнённым порядком в

смысле Валирона (часто – просто уточнённым порядком).

Функцию rρ(r) мы будем обозначать через V (r). Далее мы будем

рассматривать только случай уточненного порядка в смысле Валиро-

на, не оговаривая это особо.

Детальное изложение свойств уточнённого порядка можно найти

в работах [33, 55, 21]. В диссертации используется обозначение Vi(r) =

rρi(r), где ρi(r) – заданный уточненный порядок. Дополнительно мы

предполагаем, что V (r) ≡ 1 при r ∈ [0, 1]. Это сделано для того, чтобы

не вводить дополнительную функцию

V1(r) =

 V (r), r > 1,

1, r ∈ [0, 1].

В случае, если число ρ в определении уточнённого порядка равно

нулю, то уточнённый порядок ρ(r) называется нулевым уточнённым

порядком. В диссиртации мы будем в основном рассматривать случай

ρ = 0.

В принципе, на нулевой уточнённый порядок ρ(r) мы не накла-

дываем никаких ограничений. Однако, в основном тексте диссертации
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мы предполагаем, что выполняется дополнительное условие

σ = lim inf
r→+∞

V (r)

ln r
= +∞ . (3.1)

Дело в том, что в случае, если σ <∞, то класс [ρ(r),∞) состоит из

полиномов P (z) таких, что degP 6 σ. В этом случае интерполяцион-

ная задача сводится к задаче с конечным числом узлов интерполяции

и её решение представляется конечным рядом Лагранжа.

Приведем, необходимые в дальнейшем, известные свойства уточ-

ненного порядка, которые сформулируем в виде лемм.

Лемма 3.1 Пусть ρ(r) – уточненный порядок. Тогда

lim
r→∞

V (rt)

V (r)
= tρ, t > 0 , (3.2)

и этот предел равномерный на любом сегменте [a, b] ⊂ (0,+∞).

Отсюда, в частности, следует

Лемма 3.2 При любом q ∈ (0, 1)

sup
r1,r2

q6r1/r261/q

V (r1)

V (r2)
<∞ .

Лемма 3.3 Пусть f(r) – положительная функция при r ∈ (0,+∞),

ρ(r) – уточненный порядок,

lim
r→∞

f(r)

V (r)
= 0 . (3.3)

Тогда существует уточненный порядок ρ1(r) такой, что

lim
r→∞

ρ1(r) = lim
r→∞

ρ(r) , lim
r→∞

V1(r)

V (r)
= 0 . (3.4)

Кроме того, выполняется равенство (3.3) с заменой V (r) на V1(r) в

знаменателе левой части.
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Лемма 3.4 Пусть f(r) – положительная функция при r ∈ (0,+∞),

lim sup
r→∞

ln f(r)

ln r
= ρ , ρ > 0 . (3.5)

Тогда существует уточненный порядок ρ(r) такой, что

lim sup
r→∞

f(r)

V (r)
= 1 , lim

r→∞
ρ(r) = ρ . (3.6)

Приведенное выше определение уточнённого порядка не являет-

ся общепринятым. Некотрые авторы требуют непрерывной диффе-

ренцируемости функции ρ(r). Однако, в некоторых случаях (напри-

мер, в нашей статье, когда мы представляем функцию N(r) в виде

N(r) = rρ(r)) требование непрерывной дифференцируемости функции

ρ(r) становится обременительным.

Вместе с тем, заметим, что известны случаи и более далёкого от-

хода от требования дифференцируемости функции ρ. Из (3.1) следует,

что, если ρ(r) – н.у.п., то для любого t > 0

lim
r→∞

V (rt)

V (r)
= 1 .

Пусть L(r) – функция на полуоси (0,∞), такая, что для любого

t > 0 выполняется равенство

lim
r→∞

L(rt)

L(r)
= 1 .

Такие функции называются медленно меняющимися. Они были введе-

ны в рассмотрение Караматой. Иногда, например, в теоремах связан-

ных с исследованием асимптотических свойств интегралов, функцию

V (r) можно заменить на измеримую медленно меняющуюся функцию

L(r). Изложение теории медленно меняющихся функций можно найти



57

в [55]. Заметим, что медленно меняющихся функции не обязаны быть

дифференцируемыми. Если c(r) – произвольная (вообще говоря, неиз-

меримая) функция на полуоси (0,∞), такая, что c(r) → 1 (r → ∞),

то функция L(r) = c(r)V (r) является медленно меняющейся. Как бу-

дет видно из дальнейшего, формулировки и доказательства основных

теорем не зависят от поведения ρ(r) на фиксированном сегменте [0, a],

a > 0. Поэтому в дальнейшем будем считать, что V (+0) > 0.

Сейчас мы привеём две известные теоремы о свойствах нулевого

уточнённого порядка, которые будут использованы в дальнейшем.

Теорема A. Пусть K(t) – измеримая функция на полуоси (0,∞),

такая, что для некоторого δ > 0 функции t±δK(t) принадлежат

пространству L1(0,∞). Пусть ρ(r) – н.у.п. Тогда

lim
r→∞

1

rV (r)

∞∫
0

K

(
t

r

)
V (t) dt =

∞∫
0

K(t) dt .

В [55] имеется более сильная теорема 4.1.3. Заметим, что теорема A

будет несправедлива, если не накладывать ограничений на поведение

функции V (r) в окрестности нуля.

Уточнённые порядки ρ(r) и ρ1(r) называются эквивалентными, ес-

ли

lim
r→∞

V (r)

V1(r)
= 1 (V1(r) = rρ1(r)) .

В тех случаях, когда доказательства некоторого утверждения для

уточнённых порядков ρ(r) и ρ1(r) являются эквивалентными зада-

чами, ограничения на дифференцируемость функции ρ(r) являются

несущественными. Это следует из следующей теоремы.
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Теорема B. Пусть ρ(r) – н.у.п. Тогда существует эквивалент-

ный у.п. ρ1(r) такой, что функция V1(r) допускает голоморфное про-

должение в полуплоскость Re z > 0 и для любого n ∈ N выполняется

равенство

lim
r→∞

rn ln rρ
(n)
1 (r) = 0 .

Доказательство того, что в качестве V1(z) можно взять функцию

V1(z) =
2z

π

∞∫
0

V (t)

t2 + z2
dt

можно получить как лёгкое следствие теоремы A. Отметим ещё, что

доказательство теоремы B можно найти в [21].

Определение 3.2 ( [33, с. 127]) Верхней относительной мерой из-

меримого множества U, U ⊂ (0,+∞), называется

m∗(U) lim sup
r→∞

mes [U ∩ (0, r)]

r
,

где mesU означает лебегову меру множества U.

Если m∗(U) = 0, то U называется множеством нулевой отно-

сительной меры, или E0-множеством.

Заметим, что функция

εU(r) = sup
t>r

1

t
mes [U ∩ (0, t)]−m∗(U) (3.7)

монотонно стремится к нулю при r → ∞.
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Определение 3.3 ( [33, с. 120]) Верхней линейной плотностью

множества кружков {Cn} в комплексной плоскости называется

число

ρ̄∗({Cn}) = lim sup
r→∞

1

r

∑
|cn|6r

ρn ,

где cn – центр, а ρn – радиус кружка Cn.

Если ρ̄∗({Cn}) = 0, то множество {Cn} называется множе-

ством кружков нулевой линейной плотности, или C0-множеством.

Интерполяционная задача в классе целых функций нулевого по-

рядка рассматривалась А. В. Братищевым и Ю. Ф. Коробейником [4]

при дополнительных ограничениях на уточненный порядок. Для реше-

ния этой задачи авторы ввели понятие медленно возрастающей функ-

ции.

Определение 3.4 Функция h(r) называется медленно возрастаю-

щей, если a) h(r) определена, положительна и дифференцируема на

[0,∞); b) h′(r) > 0 на [0,∞); c)
h(r)

rh′(r)
не ограничена и не убывает в

промежутке [0,∞).

Заметим, что функция ρ(r) = lnh(r) является нулевым

уточнённым порядком.

При ρ = 0 эта задача решена в работе [4] при двух ограничениях

на функцию роста V (r): 1) V (r) – медленно возрастающая функция; 2)

V (r) – логарифмически выпуклая на [0,∞) функция. Других работ, в

которых рассматривается случай ρ = 0, в наше поле зрения не попало.
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В диссертации мы снимаем все ограничения на уточнённый поря-

док и приводим два критерия разрешимости интерполяционной зада-

чи: в терминах канонического произведения и в терминах меры, опре-

деляемой узлами интерполяции.

3.2. Каноническое представление целой

функции нулевого порядка

Пусть ρ(r) – уточненный порядок. Символом [ρ(r),∞) мы будем

обозначать класс целых функций f , для которых выполняется нера-

венство:

lim sup
r→∞

lnM(f, r)

V (r)
<∞ .

В теории целых функций фундаментальную роль играет класси-

ческая теорема Адамара о каноническом представлении функции ко-

нечного порядка.

Теорема 3.1 Пусть ρ(r) – уточнённый порядок, lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0,

функция f ∈ [ρ(r),∞), тогда справедливо представление:

f(z) = eP (z)
∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
exp

(
p∑

j=1

zj

znj

)
, (3.8)

где P (z) – полином степени не выше p, p = [ρ], zn – корни функции

f(z) с учётом их кратностей.

Пусть, как и ранее, n(t) = µ(B(0, t)) – считающая функция по-

следовательности {an}. Тогда функция N(t) =

t∫
0

n(x)

x
dx называется
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неванлинновской считающей функцией последовательности {an}. В

этом определении важно условие |a1| > 0. В противном случае функ-

ция N(t) определяется более сложным образом:

N(t) = m ln t+

t∫
0

n(x)−m

x
dx ,

где m – кратность нуля в последовательности {an}.

По ходу работы нам придётся встречаться ещё с такими объек-

тами. Пусть f(z) – целая функция и пусть {zn, n = 1, 2, . . . } – мно-

жество корней этой функции с учетом кратностей, перенумерованных

в порядке возрастания их модулей. С целой функцией f связывается

следующая мера µf в комплексной плоскости C:

µf(z) =
∞∑
n=1

m(zn)δ(z − zn) ,

где m(zn) – кратность корня zn.

Функция nf(t) = µf(B(0, t)) называется считающей функцией кор-

ней функции f , а функция

Nf(t) = m(0) ln t+

t∫
0

nf(x)−m(0)

x
dx (3.9)

называется неванлинновской считающей функцией корней функции f .

Заметим ещё, что мера µf является риссовской мерой субгармони-

ческой функции v(z) = ln |f(z)|.

Для функции класса [ρ(r),∞) в случае нулевого порядка справед-

лива следующая теорема.
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Теорема 3.2 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок, f ∈

[ρ(r),∞), zn – множество нулей функции f , Nf(r) – неванлиннов-

ская считающая функция последовательности zn. Тогда выполняет-

ся неравенство:

lim sup
r→∞

Nf(r)

V (r)
<∞ . (3.10)

Доказательство. Пусть f – целая функция из класса [ρ(r),∞).

Не ограничивая общности, будем считать, что z1 ̸= 0. Запишем фор-

мулу (2.4) для функции v(z) = ln |f(z)| и круга B(z1, R):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln |f(z1 +Reiφ)| dφ−
R∫

0

µf(B(z1, t))

t
dt . (3.11)

Далее имеем (см. формулу (3.9)):

Nf(R) =

R∫
0

n(t)

t
dt =

R∫
|z1|

dt

t
+

R∫
|z1|

µ(B(0, t))− 1

t
dt 6

ln
R

|z1|
+

R∫
|z1|

µf(B(0, t))

t
dt 6 ln

R

|z1|
+

R∫
|z1|

µf(B(z1, t+ |z1|))
t

dt =

ln
R

|z1|
+

R+|z1|∫
2|z1|

µf(B(z1, u))

u− |z1|
du 6 ln

R

|z1|
+ 2

R+|z1|∫
0

µf(B(z1, u))

u
du .

Из полученного неравенства, формул (3.1), (3.2), (3.11) следует

утверждение теоремы. Теорема доказана.

В дальнейшем мы будем пользоваться следующей теоремой.

Теорема 3.3 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок, {bn, n =

1, 2, . . . } – последовательность комплексных чисел, 0 6 |b1| 6 |b2| 6
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. . . , n(r) – считающая функция этой последовательности, а N(r) –

её неванлинновская считающая функция. Если

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞ ,

то

lim
r→∞

n(r)

V (r)
= 0 . (3.12)

Доказательство. Очевидно, что доказательство достаточно про-

вести для случая, когда выполняется неравенство |b1| > 0. В даль-

нейшем мы считаем, что это неравенство выполняется. Допустим, что

утверждение теоремы неверно. Тогда существуют число η > 0 и после-

довательность чисел rk ↑ ∞ такие, что n(rk) > ηV (rk). Пусть r > rk.

Тогда

N(r) >
r∫

rk

n(t)

t
dt > ηV (rk) ln

r

rk
.

Заметим, что именно здесь используется предположение |b1| > 0.

Пусть M такое число, что

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
< M .

Если взять r = eM/ηrk, то получим

N(eM/ηrk) >MV (rk) .

Это неравенство и равенство (3.2) с ρ = 0 приводят к противоречию.

Теорема доказана.

Приведенное рассуждение заимствовано из работы [12].
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Пусть zn – последовательность точек комплексной плоскости. Обо-

значим

E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
.

Как и ранее, функция E(z) называется канонической функцией

последовательности zn.

Если zn удовлетворяет условию (3.12), тогда E(z) – целая функция.

Кроме того, справедливо неравенство

ln |E(z)| 6
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

|zn|

)
=

∞∫
0

ln
(
1 +

r

t

)
dn(t) =

∞∫
0

rn(t)

(t+ r)t
dt =

∞∫
0

rN(t)

(t+ r)2
dt .

(3.13)

Пусть считающая функция последовательности zn удовлетворяет

условию (3.10). Тогда из неравенств (3.10), (3.13) и формул (1.53),

(1.53′) из [33] следует следующая теорема.

Теорема 3.4 Пусть считающая функция последовательности zn

удовлетворяет условию (3.10). Тогда еë каноническая функция E(z)

принадлежит классу [ρ(r),∞).

3.3. Постановка интерполяционной за-

дачи в классе [ρ(r),∞)

Пусть {an} – допустимая последовательность.

Исследование разрешимости задачи

f(an) = bn, n = 1, 2, . . . , (3.14)
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в классе [ρ(r),∞) при единственном ограничении

lim sup
n→∞

ln+ |bn|
V (|an|)

<∞ (3.15)

называется задачей свободной простой интерполяции в классе

[ρ(r),∞).

Определение 3.5 Последовательность {an} называется интерпо-

ляционной в классе [ρ(r),∞), если задача (3.14) разрешима в классе

[ρ(r),∞) для любой последовательности чисел {bn}, удовлетворяю-

щей условию (3.15).

Остановимся более подробно на результатах работы [4]. Мы уже

указывали на связь нашей работы с этой работой. В статье [4] изуча-

ется разрешимость задачи кратной интерполяции в классах [ρ(r),∞),

причём рассматривается случай ρ > 0. Авторы статьи [4] выделяют

случай ρ = 0 и замечают, что в их работе впервые рассматривается

интерполяционная задача в классе целых функций нулевого порядка.

Сформулируем частный случай теоремы 5 из [4], который соответству-

ет задаче простой интерполяции и случаю ρ = 0.

Теорема C (Братищев – Корабейник). Пусть ρ(r) – нулевой

уточнённый порядок такой, что функция V (r) является логариф-

мически выпуклой, причём lim infr→∞ rV ′(r) > 0, а функция
V (r)

rV ′(r)
является возрастающей (не обязательно строго) и неограниченной

на луче [r0,∞). Для того, чтобы последовательность {an} была ин-

терполяционной в классе [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы

выполнялись условия:



66

1) lim
r→∞

n(r)

rV ′(r)
= 0,

2) sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|Φδ
n(an)|

< ∞ , для любого фиксированного δ ∈

(0, 1), где

Φδ
n(z) =

∏
0<|an−ak|<δ|an|

(
1− z

ak

)
.

Заметим, что формулировка этой теоремы нуждается в уточнении.

В приведенной формулировке она не верна. Об этом говорится в заме-

чании к теореме 3.13.

Как и ранее, мы дополнительно предполагаем, что выполняет-

ся неравенство |a1| > 0. Это упрощает доказательство и форму-

лировки некоторых утверждений, однако, не ограничивает общно-

сти наших рассуждений. Заметим, что последовательности a1, a2, . . .

и 0, a1, a2, . . . являются одновременно интерполяционными в классе

[ρ(r),∞). Доказательство этого утверждения полностью повторяет до-

казательство аналогичного утверждения для класса E0 и мы не будем

на нем останавливаться.

По заданной последовательности {an} определим семейство функ-

ций

ΦA(z, α) =
(µA(C(z, α|z|))− 1|)+

V (|z|)
.

Основным результатом этого раздела диссертации являются сле-

дующие две теоремы.

Теорема 3.5 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок, удовле-

творяющий условию (3.1), {an} – допустимая последовательность.

Для того, чтобы последовательность {an} была интерполяционной
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в классе [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись

условия:

1) lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞,

2) sup
z∈C

δ∫
0

ΦA(z, α)

α
dα < ∞, где δ > 0 – произвольное фиксирован-

ное число,

3) для любого числа M > 0 существует целая функция g ∈

[ρ(r),∞) такая, что для любого n в круге B
(
an,

1

1 + |an|

)
выпол-

няется неравенство:

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Теорема 3.6 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок, удовле-

творяющий условию (3.1), {an} – допустимая последовательность.

Для того, чтобы последовательность {an} была интерполяционной

в классе [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись

условия:

1) lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞,

2) sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞, где E(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

an

)
,

3) для любого числа M > 0 существует целая функция g ∈

[ρ(r),∞) такая, что для любого n в круге B
(
an,

1

1 + |an|

)
выпол-

няется неравенство:

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Отметим, что в случае, когда lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0 в теоремах, ана-

логичных теоремам 3.5 и 3.6 нет аналога условия 3). Дело в том, что
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в этом случае, как показал К. Г. Малютин в [40], условие 3) является

следствием предыдущих условий. Однако, рассуждения из [40] не рас-

пространяются на случай, когда ρ = 0. Поэтому в теоремах 3.5 и 3.6

появляется специфическое условие 3).

В заключение раздела мы приводим теоремы 3.13— 3.12, которые

можно рассматривать как примеры на применение теорем 3.5 и 3.6, и

которые, на наш взгляд, имеют самостоятельный интерес.

3.4. Необходимые условия разрешимо-

сти интерполяционной задачи

Теорема 3.7 Пусть {an} – интерполяционная последовательность

в классе [ρ(r),∞), N(r) – неванлинновская считающая функция по-

следовательности {an}. Тогда выполняется неравенство:

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞ . (3.16)

Теорема 3.7 является следствием теоремы 3.2.

Таким образом, из теорем 3.3 и 3.7 следует, что если {an} – интер-

поляционная последовательность в классе [ρ(r),∞), то выполняется

равенство (3.12).

Пусть {an} – интерполяционная последовательность в классе

[ρ(r),∞), и пусть

E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
– ее каноническая функция. Из равенства (3.16) и теоремы 3.4 следует,

что E(z) принадлежит классу [ρ(r),∞).
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Теорема 3.8 Пусть последовательность {an} является интерполя-

ционной в классе [ρ(r),∞). Тогда

sup
z∈C

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt <∞ . (3.17)

Доказательство. Докажем вначале, что

sup
n∈N

1

V (|an|)

|an|/2∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt <∞ . (3.18)

Если это не так, то существует последовательность nk ↑ ∞ при k → ∞,

такая, что

1

V (|ank
|)

|ank |/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt > k, k = 1, 2, . . . . (3.19)

Дополнительно можно считать, что выполняется неравенство |ank+1
| >

4|ank
|, k = 1, 2, . . . .

Пусть f(z) – функция из класса [ρ(r),∞), которая решает интер-

поляционную задачу f(ank
) = 1, k = 1, 2, . . . , f(an) = 0, если n ̸= nk.

По условию теоремы такая функция существует.

Запишем формулу (2.4) для функции v(z) = ln |f(z)| и круга

B(ank
,
1

2
|ank

|):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ−

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt .

При t ∈
[
0,

1

2
|ank

|
]

справедливо неравенство µf(B(ank
, t)) >
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µ(B(ank
, t))− 1. Поэтому

|ank |/2∫
0

(µ(B(ank
, t))− 1)+

t
dt 6

|ank |/2∫
0

µf(B(ank
, t))

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ .

Полученное неравенство, соотношение f ∈ [ρ(r),∞) и неравенство

(3.19) в совокупности противоречивы. Тем самым, неравенство (3.18)

доказано.

Из равенства (3.12) следует, что

lim
n→∞

1

V (|an|)

|an|∫
|an|/2

µ(B(an, t))

t
dt = 0 .

Вместе с неравенством (3.18) это дает

sup
n∈N

1

V (|an|)

|an|∫
0

(µ(B(an, t))− 1)+

t
dt <∞ . (3.20)

Пусть z – произвольное комплексное число и a = a(z) – ближайшая

к z точка последовательности {an}. Обозначим через F1 множество тех

z, для которых выполняется неравенство |z − a| > 1

2
|z|. Из равенства

(3.12) легко следует, что

sup
z∈F1

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt <∞ .

Поэтому в дальнейшем доказательстве можно считать, что выполня-
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ется неравенство |z − a| 6 1

2
|z|. Далее имеем

1

V (r)

r∫
0

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt =

1

V (r)

r∫
|z−a|

(µ(B(z, t))− 1)+

t
dt 6

1

V (r)

r∫
|z−a|

(µ(B(a, t+ |z − a|))− 1)+

t
dt =

1

V (r)

r+|z−a|∫
2|z−a|

(µ(B(a, u))− 1)+

u− |z − a|
du 6 2

V (r)

r+|z−a|∫
0

(µ(B(a, u))− 1)+

u
du .

Из приведенных рассуждений следует утверждение теоремы. Тео-

рема доказана.

Теорема 3.9 Пусть {an} – допустимая последовательность такая,

что выполняется неравенство (3.17). Пусть E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

an

)
.

Тогда условие (3.17) эквивалентно условию

sup
n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ . (3.21)

Доказательство. Пусть выполняется условие (3.17). Напишем

равенство (2.5) для функции E(z) и круга B(an, R):

ln |E ′(an)| =
1

2π

2π∫
0

ln |E(an +Reiφ)| dφ−

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt− lnR .

(3.22)
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Равенство (3.22) можно переписать в виде:

ln
1

|E ′(an)|
=

1

2π

2π∫
0

ln
1

|E(an +Reiφ)|
dφ+

R∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt+ lnR .

(3.23)

Далее мы воспользуемся теоремой 2.5. Поскольку E ∈ [ρ(r),∞), то

существует постояннаяM1 такая, что во всей плоскости C выполняется

неравенство ln |E(z)| 6 M1V (r). Из этого неравенства и теоремы 2.5,

применённой к функции E(z) и кругу B(0, 3e|an|), следует, что суще-

ствуют постоянная M2, не зависящая от n, число R1 ∈
[
1

2
|an|, |an|

]
такие, что для всех φ будет выполняться неравенство

ln
1

|E(an +R1eiφ)|
6M2V (|an|) .

Выбирая в равенстве (3.23) R = R1, получим доказательство имплика-

ции (3.17) ⇒ (3.21). Импликации (3.21) ⇒ (3.17), очевидно, следует из

равенства (3.23) с R = |an| и эквивалентности условий (3.17) и (3.18).

Теорема доказана.

Теорема 3.10 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок, а Λ =

{λn : n = 1, 2, . . . }, 0 6 |λ1| 6 |λ2| 6 . . . , – такая последова-

тельность комплексных чисел, что её неванлинновская считающая

функция NΛ(r) имеет нормальный тип относительно уточнённого

порядка ρ(r). Пусть

f(z) = zm−1
∞∏

n=m

(
1− z

λn

)
, g(z) = zm−1

∞∏
n=m

(
1 +

z

|λn|

)
,
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где m − 1 – количество нулей в последовательности Λ. Пусть H –

такое неограниченное подмножество комплексной плоскости C, что

lim sup
z→∞
z∈H

1

V (r)

r∫
0

µΛ(B(z, t))

t
dt = 0 .

Тогда

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |f(z)| − ln g(r)) = 0 .

Доказательство. Доказательство опирается на следующую тео-

рему.

Теорема 3.11 Пусть v(z) – субгармоническая функция в комплекс-

ной плоскости C, гармоническая в некоторой окрестности нуля, µv –

риссовская мера этой функции. Пусть неванлинновская считающая

функция меры µv

Nv(r) =

r∫
0

µv(B(0, x))

x
dx

имеет нормальный тип относительно нулевого уточненного поряд-

ка ρ(r). Тогда выполняется равенство

v(z) = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+Nv(r) + o(V (r)), r → ∞ .

Это следствие теоремы 2 из [12].

Заметим, что разность ln |f(z)| − ln g(r) не зависит от m. Поэтому

можно считать, что m = 1. В этом случае

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
, g(z) =

∞∏
n=1

(
1 +

z

|λn|

)
.
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Обозначим v(z) = ln |f(z)|, u(z) = ln |g(z)|. Применяя теорему F к

субгармоническим функциям v(z) и u(z), получим равенства

ln |f(z)| = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+Nv(r) + o(1)V (r), r → ∞ ,

ln g(r) = −
r∫

0

µu(B(r, t))

t
dt+Nu(r) + o(1)V (r), r → ∞ .

Так как мера µu сосредоточена на луче (−∞, 0), то
r∫

0

µu(B(r, t))

t
dt = 0 .

Заметим еще, что Nv(r) = Nu(r). Из сказанного следует формула

ln |f(z)| − ln g(r) = −
r∫

0

µv(B(z, t))

t
dt+ o(1)V (r), r → ∞ ,

из которой легко следует утверждение теоремы. Теорема доказана.

Cейчас мы опишем отображение T , которое определяется в классе

целых функций [ρ(r),∞). Пусть целая функция

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
принадлежит пространству [ρ(r),∞), и пусть an – допустимая после-

довательность, неванлинновская считающая функция N1(r) которой

удовлетворяет условию:

lim sup
r→∞

N1(r)

V (r)
<∞ . (3.24)

Обозначим Kn =

{
z : |an| −

2

1 + |an|
< |z| < |an|+

2

1 + |an|

}
. Обозна-

чим ещё Rk =
{
z : 2k < |z| 6 2k+1

}
.
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Преобразование T состоит в том, что каждый корень bm заменя-

ется на b′′m. При этом из равенства bm1
= bm2

не обязательно следует

равенство b′′m1
= b′′m2

. Требуется, чтобы выполнялись следующие усло-

вия:

1) Arg bm = Arg b′′m,

2) в каждом кольце Rk количество корней bm совпадает с количе-

ством корней b′′m,

3) для любых m и n выполняется соотношение b′′m /∈ Kn,

4) если b′′m, b′′m+1, b
′′
m+2 ∈ Rk, то должно выполняться приближённое

равенство: |b′′m+1| − |b′′m| ≈ |b′′m+2| − |b′′m+1|.

Поскольку равенство |b′′m+1| − |b′′m| ≈ |b′′m+2| − |b′′m+1| лишено фор-

мального смысла, то мы должны дать формальное определение преоб-

разования T . Сдвиги bm → b′′m в каждом кольце Rk будут определяться

независимо друг от друга.

Рассмотрим последовательность интервалов

In =

(
|an| −

2

1 + |an|
, |an|+

2

1 + |an|

)
, n = 1, 2, . . . .

Если |an1
| = |an2

|, то In1
= In2

. Через |In| будем обозначать длину In.

Имеем |In| =
4

1 + |an|
.

Из равенства (3.24) следует, что

L :=
∞∑
n=1

|In| <∞ .

Пусть

G =
∞∪
n=1

In, Sk = (2k, 2k+1] \G, k = 0, 1, . . . ,
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и пусть k0 – такое число, что при k > k0 выполняется неравенство

|Sk| > 2k−1.

Пусть νk – число корней функции f(z) в кольце Rk. Предположим,

что νk > 0. Пусть это будут корни bnk+1, . . . , bnk+νk .

Определим числа b′nk+ν , ν ∈ 1, νk, следующим образом. Число b′nk+1

определяется равенством: b′nk+1 = 2k+x1, где x1 определяется из усло-

вий

|Sk ∩ [2k, 2k + x1]| =
|Sk|
νk

, x1 /∈ G .

Если числа b′nk+ν при ν 6 m уже определены равенствами b′nk+ν =

2k+xν и m < νk, то число b′nk+m+1 определяется равенством b′nk+m+1 =

2k + xm+1, где число xm+1 определяется из условий

|Sk ∩ [xm, xm+1]| =
|Sk|
νk

, xm+1 /∈ G .

Таким образом, числа b′nk+ν будут определены для любого ν ∈ 1, νk.

Далее определим последовательность b′′n по следующему правилу:

b′′n = bn, если |bn| 6 2k0, если же |bn| > 2k0, то Arg b′′n = Arg bn, |b′′n| =

|b′n|. Функцию

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

b′′n

)
мы и будем обозначать f1 = Tf .

Следующая лемма показывает, что, в некотором смысле, функции

f и Tf мало отличаются.

Лемма 3.5 Пусть ρ(r) – н.у.п., и пусть f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
явля-

ется целой функцией из пространства [ρ(r),∞). Тогда выполняется
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равенство:

lim
r→∞

1

V (r)

(
ln

∞∏
n=1

(
1 +

r

|bn|

)
− ln

∞∏
n=1

(
1 +

r

|b′′n|

))
= 0 .

Доказательство. Имеем

A =

∣∣∣∣∣ln
∞∏
n=1

(
1 +

r

|bn|

)
− ln

∞∏
n=1

(
1 +

r

|b′′n|

)∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
∞∫

2k0

ln
(
1 +

r

t

)
(dn(t)− dn1(t)

∣∣∣∣∣∣ ,
где n(t) и n1(t) – считающие функции последовательностей bn и b′′n.

После интегрирования по частям получим

A 6
∞∑

k=k0

2k+1∫
2k

r|n(t)− n1(t)|
t(t+ r)

dt .

Так как для любого k выполняется равенство n(2k) = n1(2
k), то

при t ∈ [2k, 2k+1] выполняется неравенство |n(t) − n1(t)| 6 n(2k+1) −

n(2k). Из последнего неравенства следует, что

A 6
∞∑

k=k0

(n(2k+1)− n(2k))

2k+1∫
2k

r dt

t(t+ r)
=

∞∑
k=k0

n(2k+1)

2k+1∫
2k

r dt

t(t+ r)
−

∞∑
k=k0

n(2k)

2k+1∫
2k

r dt

t(t+ r)
=

∞∑
k=k0+1

n(2k+1)

2k∫
2k−1

r dt

t(t+ r)
−

∞∑
k=k0

n(2k)

2k+1∫
2k

r dt

t(t+ r)
.

Делая в первом из написанных интегралов замену u = 2t, получим,
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что

A 6
∞∑

k=k0+1

n(2k)

2k+1∫
2k

r

t

(
2

t+ 2r
− 1

t+ r

)
dt =

∞∑
k=k0+1

n(2k)

2k+1∫
2k

r dt

(t+ r)(t+ 2r)
6

∞∫
2k0+1

rn(t)

(t+ r)(t+ 2r)
dt .

Пусть ε – произвольное, строго положительное число. Пусть k1 >

k0 + 1 такое число, что при t > 2k1 выполняется неравенство n(t) <

εV (t). Тогда получим

A 6 2k1n(2k1)

2r
+ ε

∞∫
2k1

rV (t)

(t+ r)(t+ 2r)
dt .

Из полученного неравенства и теоремы A легко следует утвержде-

ние леммы.

Лемма доказана.

Лемма 3.6 Пусть ρ(r) – н.у.п., bn – бесконечная возрастающая по-

следовательность строго положительных чисел. Пусть функция

f(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

bn

)
принадлежит классу [ρ(r),∞), an – допусти-

мая последовательность, удовлетворяющая условию (3.24),

H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Пусть отображение T построено с помощью последовательности

an, f1 = Tf . Тогда выполняется равенство:

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |f1(z)| − ln f(r)) = 0, (z = reiφ) .
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Доказательство. Определим следующие меры:

µk =
∑

|b′′n|∈(2k,2k+1]

δ(z − b′′n), µ =
∞∑

k=k0

µk .

Величина µk(B(z, t)) не превосходит числа точек b′n, попавших на

сегмент [|z| − t, |z|+ t]. Поэтому справедливо неравенство:

µk(B(z, t)) 6 1 +
2t

δk
,

где δk =
|Sk|
νk

. Будем оценивать при z ∈ H, k > k0, следующую вели-

чину:

Jk(z) =
1

V (r)

r/2∫
0

µk(B(z, t))

t
dt .

Если r = |z| /∈ [2k−1, 2k+2], то Jk(z) = 0. Поэтому в дальнейшем

будем считать, что r ∈ [2k−1, 2k+2]. Пусть z ∈ B

(
an,

1

1 + |an|

)
. Тогда

выполняются неравенства r − 1 6 |an| 6 r + 1. Кроме того, из того,

что интервал
(
|an| −

2

1 + |an|
, |an|+

2

1 + |an|

)
не содержит точек b′n

следует, что µk
(
B

(
an,

1

1 + |an|

))
= 0.

Пусть b = b(z) – точка последовательности b′′n, ближайшая к z.

Заметим, что |b − z| > 1

1 + |an|
. Если |b − z| > 1

2
r, то Jk(z) = 0. В
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противном случае

Jk(z) =
1

V (r)

r/2∫
|z−b|

µk(B(z, t))

t
dt =

1

V (r)
ln

r

2|z − b|
+

+
1

V (r)

r/2∫
|z−b|

µk(B(z, t))− 1

t
dt 6 1

V (r)

(
ln r + ln(1 + |an|)+

+
r

δk

)
6 1

V (r)

(
ln r + ln(r + 2) +

2k+2

|Sk|
νk

)
6

6 1

V (r)
(ln r + ln(r + 2) + 8n(4r)) ,

где n(r) – считающая функция последовательности bn.

Из этого неравенства следует, что существует равномерный отно-

сительно k предел

lim
z→∞
z∈H

Jk(z) = 0 . (3.25)

Так как круг B

(
z,

1

2
r

)
пересекает не более двух колец Rk, то

из (3.25) следует, что

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)

r/2∫
0

µ(B(z, t))

t
dt = 0 . (3.26)

Пусть Λ – это последовательность b′′n. Ограничение меры µΛ на

внешность круга B(0, 2k0) (k0 – параметр, введенный при определении

отображения T ) совпадает с мерой µ. Вместе с (3.26) и теоремой D это

даёт

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)

r∫
0

µΛ(B(z, t))

t
dt = 0 .

Из этого равенства, теоремы 6 и леммы 1 следует утверждение леммы.

Лемма доказана.
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Теорема 3.12 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок. Пусть

последовательность {an} является интерполяционной в классе

[ρ(r),∞), M – произвольное, положительное число. Тогда существу-

ет целая функция g(z) нормального типа относительно уточнен-

ного порядка ρ(r) такая, что для любого n в круге B
(
an,

1

1 + |an|

)
будет выполняться неравенство:

ln |g(z)| >MV (|an|) .

Доказательство. Так как последовательность {an} является

интерполяционной, то существует целая функция g1(z) из класса

[ρ(r),∞) такая, что выполняются равенства:

g1(0) = 1, g1(an) = e(M+1)V (|an|), n = 1, 2, . . . .

Поскольку g1(0) = 1, то функция g1(z) представляется в виде:

g1(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
,

где bn – корни функции g1(z). Обозначим

g2(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|bn|

)
.

Пусть g3 = Tg1. По лемме 3.5

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |g3(z)| − ln g2(r)) = 0 ,

где H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Имеем g2(|an|) > |g1(an)| = e(M+1)V (|an|). Легко увидеть, что функ-

ция
1

V (r)
(ln g2(r + hr)− ln g2(r))
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сходится к нулю при r → ∞ равномерно относительно h на сег-

менте [−1/2, 1/2]. Поэтому для всех достаточно больших n при z ∈

B

(
an,

1

1 + |an|

)
выполняется неравенство:

ln |g3(z)| >MV (|an|) .

В качестве функции g(z) можно взять функцию λg3(z) с достаточ-

но большим λ.

Теорема доказана.

3.5. Критерии разрешимости интерпо-

ляционной задачи

Прежде чем доказывать теорему 3.5, напомним, что мера µ опре-

деляется формулой (2.3), а функция N(t) определяется формулой:

N(t) =

t∫
0

n(x)

x
dx =

t∫
0

µ(B(0, x))

x
dx .

Далее заметим, что теорема 3.5 в сторону необходимости уже до-

казана. Это теоремы 3.7, 3.8 и 3.12. Докажем теорему в сторону доста-

точности.

Обозначим ln = min
k ̸=n

|an−ak|. Из условия 2) следует, что существует

постоянная K1 такая, что для всех n > 2 выполняются неравенства:

K1 >
1

V (|an|)

|an|∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt > 1

V (|an|)

|an|∫
ln

dt

t
=

1

V (|an|)
ln

|an|
ln

.

Отсюда следует, что для любого n выполняется неравенство:

ln
|an|
ln

6 K1V (|an|) . (3.27)
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Правда, мы доказали это неравенство для n > 2. Однако, увеличивая,

если нужно, постоянную K1, можно считать, что (3.27) выполняется и

при n = 1.

Отметим еще неравенство |an−ak| >
1

2
(ln+lk), из которого следует,

что круги C
(
an,

1

2
ln

)
попарно не пересекаются.

Покажем, что существует последователность бесконечно диффе-

ренцируемых функций χn(z), обладающая свойствами: χn(z) ∈ [0, 1],

χn(z) = 1 при z ∈ B

(
an,

1

4
ln

)
, χn(z) = 0 при z /∈ C

(
an,

1

2
ln

)
, для

всех z выполняется неравенство:
∣∣∣∣∂χn(z)

∂z̄

∣∣∣∣ 6 6

ln
.

Действительно, пусть функция φ(x) определяется следующим

образом: φ(x) = 1 при x ∈
[
−1

3
ln,

1

3
ln

]
, φ(x) = 0 при x ∈(

−∞,− 5

12
ln

]
∪
[
5

12
ln,+∞,

)
, φ(x) – линейная функция на каждом

из сегментов
[
− 5

12
ln,−

1

3
ln

]
,
[
1

3
ln,

5

12
ln

]
. Построенная функция φ(x)

является кусочно-линейной и всюду вне угловых точек, выполняется

неравенство:

|φ′(x)| 6 arctg
12

ln
.

Рассмотрим, хорошо известную в теории регуляризации, функцию

ωε(x) =
c

ε

 e
ε2

x2−ε2 , |x| < ε,

0 , |x| ≥ ε ,

где постоянная c выбирается из условия
∞∫

−∞

ωε(x) dx = 1 .

Функция ωε(x) является бесконечно дифференцируемой функцией на

вещественной оси (−∞,+∞), причем suppωε(x) = [−ε, ε].
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Пусть ε =
1

12
ln. Обозначим

ψ(x) =

∞∫
−∞

φ(x− y)ωε(y) dy .

Функция ψ(x) является бесконечно дифференцируемой функцией

на всей вещественной оси, причём для любого x выполняется соотно-

шение: ψ(x) ∈ [0, 1]; ψ(x) = 1 на сегменте
[
−1

4
ln,

1

4
ln

]
и ψ(x) = 0 при

|x| > 1

2
ln,

ψ′(x) =

∞∫
−∞

φ′(x− y)ωε(y) dy, |ψ′(x)| 6 arctg
12

ln
.

Далее положим h(z) = ψ(
√
x2 + y2), z = x+ iy. Функция h(z) яв-

ляется бесконечно дифференцируемой функцией в комплексной плос-

кости C, причём для любого z выполняются соотношения: h(z) ∈ [0, 1];

h(z) = 1 в круге B
(
0,

1

4
ln

)
, h(z) = 0 при |z| > 1

2
ln. Кроме того,

∂h(z)

∂x
= ψ′(|z|) x

|z|
,

∂h(z)

∂y
= ψ′(|z|) y

|z|
,∣∣∣∣∂h(z)∂z̄

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣12 ∂h(z)∂x
+
i

2

∂h(z)

∂y

∣∣∣∣ 6 1

2
arctg

12

ln
6 6

ln
.

В качестве χn(z) можно взять функцию h(z − an).

Обозначим

αn(z) =
∂χn(z)

∂z̄

bn
E(z)

.

Здесь {bn : n = 1, 2, . . . } – произвольная последовательность

комплексных чисел, удовлетворяющая условию (3.15). Считаем, что

αn(an) = 0, αn(z) = 0 при |z − an| >
1

2
ln. Кроме того, обозначим

u(z) = ln

∣∣∣∣ E(z)

E ′(an)(z − an)

∣∣∣∣ , γn = min

{
ln,

1

1 + |an|

}
.
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Функция u(z) является гармонической функцией в круге C(an, γn),

субгармонической в C и u(an) = 0. Мы уже доказали, что E(z) ∈

[ρ(r),∞). Из теоремы 3 следует, что

lim sup
n→∞

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Если учесть еще условия (3.1) и (3.27), то получим, что существует

постоянная K2, такая, что для любого n на границе круга B(an, γn), а

значит и во всем круге B(an, γn), будет выполняться неравенство:

u(z) 6 K2V (|an|) .

Рассмотрим теперь функцию v(z) = K2V (|an|) − u(z). Это поло-

жительная гармоническая функция в круге C(an, γn), причём v(an) =

K2V (|an|). В этом круге справедливо представление:

v(an +Reiθ) =
1

2π

2π∫
0

γ2n −R2

γ2n − 2Rγn cos(φ− θ) +R2
dσ(φ) ,

где σ – конечная положительная мера. Справедливa оценка:

v(an +Reiθ) 6 γn +R

γn −R
v(an) .

Если R ∈
[
1

4
γn,

1

2
γn

]
, то получаем, что v(an+Reiθ) 6 3K2V (|an|) .

Для таких R это приводит к оценке:

ln

∣∣∣∣ E ′(an)R

E(an +Reiθ)

∣∣∣∣ 6 2K2V (|an|) .

Из этого, в свою очередь, следует, что существует такая посто-

янная K3, что для всех натуральных n и для всех R ∈
[
1

4
γn,

1

2
γn

]
выполняется неравенство:

ln
1

|E(an +Reiθ)|
6 K3V (|an|) .
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Из этого, в свою очередь, следует, что существует постоянная K4

такая, что для любого n в кольце
1

4
γn 6 |z − an| 6

1

2
γn будет выпол-

няться неравенство:

ln((1 + |z|4)|αn(z)|) 6 K4V (|an|) .

Из условия 3) теоремы следует, что существует целая функция

g(z) ∈ [ρ(r),∞) такая, что в кругах B

(
an,

1

1 + |an|

)
выполняется

неравенство: ln |g(z)| > K4V (|an|).

Пусть α(z) =
∑∞

n=1 αn(z). Из сказанного следует, что во всей ком-

плексной плоскости C выполняется неравенство

|α(z)| 6 |g(z)|
1 + |z|4

. (3.28)

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение:

∂β(z)

∂z̄
= α(z) .

Одним из решений этого уравнения [6, глава 1, §4] является функ-

ция

β(z) = −g(z)
π

∫∫
C

α(ζ)dξdη

g(ζ)(ζ − z)
, ζ = ξ + iη .

Из оценки (3.28) и теоремы 1.23 из [6] следует, что выполняется нера-

венство: ∣∣∣∣∣∣1π
∫∫
C

α(ζ)dξdη

g(ζ)(ζ − z)

∣∣∣∣∣∣ 6 K5

с некоторой постоянной K5. Таким образом, |β(z)| 6 K5|g(z)|.

Решение интерполяционной задачи (3.14) задаётся функцией:

F (z) =
∞∑
n=1

bnχn(z)− β(z)E(z) .
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Имеем

∂F (z)

∂z̄
=

∞∑
n=1

bn
∂χn(z)

∂z̄
− ∂β(z)

∂z̄
E(z) = E(z)

(
α(z)− ∂β(z)

∂z̄

)
= 0 .

Таким образом, F (z) – целая функция. Очевидно, что F ∈ [ρ(r),∞).

Теорема 3.5 доказана.

3.6. Доказательство теоремы 3.6

Теорема 3.6 является следствием теорем 3.5 и 3.9. Однако, мы при-

ведем непосредственное доказательство достаточности условий этой

теоремы. При этом будет приведено конструктивное решение в виде

обобщенного ряда Лагранжа.

Пусть выполняются условия 1) – 3) теоремы. Будем искать реше-

ние интерполяционной задачи (3.14) в виде

f(z) = E(z)g1(z)
∞∑
n=1

bn
g1(an)E ′(an)(z − an)

, (3.29)

где функцию g1 нужно ещё определить.

Последовательность bn удовлетворяет условию (3.15). Поэтому су-

ществует постоянная M1, такая, что для всех n выполняется неравен-

ство |bn| 6 eM1V (|an|).

Из условия 2) теоремы следует, существует постоянная M2, такая,

что для всех n выполняется неравенство

1

|E ′(an)|
6 eM2V (|an|) .

Теперь мы можем определить функцию g1. В качестве g1 возьмём

целую функцию из класса [ρ(r),∞), такую, что для любого n выпол-
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няется неравенство ln |g1(an)| > (M1 +M2 +1)V (|an|). Существование

такой функции следует из условия 3) теоремы.

Обозначим

cn =
bn

g1(an)E ′(an)
.

Для всех n выполняется неравенство |cn| 6 e−V (|an|). Далее имеем
∞∑
n=1

|cn|(1 + |an|) 6
∞∑
n=1

|(1 + |an|)e−V (|an|) =

∞∫
0

(1 + t)e−V (t) dn(t) =

∞∫
0

n(t)(V ′(t)− 1)e−V (t) dt 6

∞∫
0

n(t)V ′(t)e−V (t) dt .

Из равенства
tV ′(t)

V (t)
= ρ(t) + t ln tρ′(t) ,

теоремы D и условия (3.1) следует, что подынтегральная функция в

последнем интеграле убывает на бесконечности быстрее любой степени

t, и поэтому этот интеграл сходится.

Тем самым доказано, что

A :=
∞∑
n=1

|cn|(1 + |an|) <∞ . (3.30)

Обозначим

ψ(z) =
∞∑
n=1

cn
z − an

.

Из (3.30) следует, что для любого компакта K существует число

n0 = n0(K), такое, что ряд
∞∑

n=n0+1

cn
z − an
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сходится равномерно на компакте K. Поэтому функция ψ(z) явля-

ется мероморфной функцией в комплексной плоскости C. Её полюса

содержатся во множестве {an, n = 1, 2, . . . }, причём каждый полюс

является простым. Поэтому функция f(z), определяемая равенством

(3.29), является целой функцией, решающей интерполяционную зада-

чу f(an) = bn, n = 1, 2, . . . .

Пусть

H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Из (3.30) следует, что при z /∈ H выполняется неравенство |ψ(z)| 6 A.

Заметим также, что сходится ряд

∞∑
n=1

1

1 + |an|
=

∞∫
0

dn(t)

1 + t
=

∞∫
0

n(t)

(1 + t)2
dt .

Из этих двух фактов и из принадлежности функций g1(z) и

E(z) классу [ρ(r),∞) следует, что функция f(z) принадлежит классу

[ρ(r),∞).

Теорема 3.6 доказана.

3.7. Приложения теорем 3.5 и 3.6

Далее мы доказываем шесть теорем, которые можно рассматри-

вать как примеры на приложение теорем 3.5 и 3.6.

Теорема 3.13 Пусть ρ(r) – н.у.п., удовлетворяющий условию (3.1),

и такой, что функция V (r) = rρ(r) является логарифмически выпук-

лой на некоторой полуоси (r0,∞). Пусть an – допустимая последова-
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тельность. Для того, чтобы последовательность an была интерпо-

ляционной в пространстве [ρ(r),∞), необходимо и достаточно, что-

бы выполнялись условия:

1) lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞.

Доказательство. Необходимость условий 1) и 2) следует из тео-

ремы 3.6. Поэтому в доказательстве нуждается только достаточность.

Из условия теоремы следует, что функция rV ′(r) является возраста-

ющей на полуоси (r0,∞). Из равенства (3.1) следует, что это неогра-

ниченная функция. Утверждения теоремы не зависят от поведения

функции V (r) на полуинтервале (0, r0]. Поэтому можно считать, что

функция V (r) является логарифмически выпуклой на полуоси (0,∞)

и, что существуют пределы

lim
r→+0

V ′(r) = 0, lim
r→+0

V (r) > 0 .

Пусть bn – возрастающая последовательность точек роста функ-

ции [rV ′
+(r)]. Точки этой последовательности могут повторяться так,

чтобы считающая функция последовательности bn имела вид n1(r) =

[rV ′
+(r)]. Функция n1(r) эквивалентна функции rV ′

+(r) при r → ∞. По-

этому для неванлинновской считающей функции N1(r) выполняются

равенства

lim
r→∞

N1(r)

V (r)
= 1, lim

r→∞

r(N1)
′
+(r)

N(r)
= lim

r→∞

n1(r)

N1(r)
= 0 .

Поэтому выполняется равенство N1(r) = rρ1(r), где ρ1(r) – н.у.п.

Обозначим

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

bn

)
.
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Имеем

ln f1(r) =
∞∑
n=1

(
1 +

r

bn

)
=

∞∫
0

rN1(t)

(t+ r)2
dt .

Теперь из теоремы A следует равенство

lim
r→∞

ln f1(r)

V (r)
= lim

r→∞

ln f1(r)

N1(r)
=

∞∫
0

dt

(1 + t)2
= 1 .

Пусть отображение T строится с помощью последовательности an

и пусть

H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

Обозначим f2 = Tf1. Из леммы 3.5, применëнной к функции f1, сле-

дует соотношение ln f1(r) ∼ ln f2(r) (r → ∞). Из этого соотношения и

леммы 2 следует, что

lim
z→∞
z∈H

1

V1(r)
(ln |f2(z)| − ln f1(r)) = 0 (z = reiφ) .

Тем самым для всех достаточно больших n в кругеB
(
an,

1

1 + |an|

)
будет выполняться неравенство

ln |f2(z)| >
1

2
V (|an|) .

Тогда если λ и целоеm – достаточно большие числа, g(z) = λfm2 (z),

то для любого n в круге B
(
an,

1

1 + |an|

)
будет выполняться неравен-

ство ln |g(z)| > MV (|an|) с любым наперёд заданным M . Теперь из

теоремы 8 будет следовать, что последовательность an является ин-

терполяционной в пространстве [ρ(r),∞).

Теорема доказана.
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Замечание. С помощью теоремы 3.13 можно убедиться, что тео-

рема C сформулирована неточно. Пусть V (r) = ln2 r при r > e. Тогда

функция V (r) удовлетворяет всем ограничениям, которые наклады-

ваются на эту функцию в теореме C. Рассмотрим последовательность

an = en/2 и функцию

E(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

en/2

)
.

Справедливы соотношения:

N(r) ∼ ln2 r (r → ∞), ln |E ′(an)| ∼ ln2 an (n→ ∞) .

Тогда по теореме 10 последовательность an является интерполяцион-

ной в классе
[
2 ln ln r

ln r
,∞
)

. Между тем как условие 1) из теоремы C

не выполняется, так как

lim
r→∞

n(r)

rV ′(r)
= 1 .

Теорему 3.13 можно считать правильным вариантом теоремы C.

То, что в замечании в качестве функции V (r) взята функция ln2 r

вовсе необязательно. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.14 Пусть ρ(r) – дважды непрерывно дифференцируе-

мый н.у.п., удовлетворяющий условию (3.1), и такой, что функция

r2 ln rρ′′(r) является ограниченной, а функция V (r) – логарифмиче-

ски выпукла. Пусть an – точки роста функции [rV ′(r)]. Тогда an –

интерполяционная последовательность в классе [ρ(r),∞).

Доказательство. Так как V (r) – логарифмически выпуклая

функция, то rV ′(r) – возрастающая функция. Из условия (3.1) следует,
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что rV ′(r) – неограниченная функция. Считающая функция последо-

вательности an имеет вид: n(r) = [rV ′(r)]. Функция n(r) эквивалентна

функции rV ′(r) при r → ∞. Поэтому для неванлинновской считающей

функции последовательности an выполняется равенство

lim
r→∞

N(r)

V (r)
= 1 .

Мы хотим доказать неравенство (3.18) для построенной последо-

вательности an. Имеем

µ(B(an, t)) = n(an + t)− n((an − t)− 0) 6 (an + t)V ′(an + t)−

(an − t)V ′(an − t) + 1 =

an+t∫
an−t

(τV ′(τ))′ dτ + 1 .

Далее находим Имеем

(τV ′(τ))′ = ((ρ(τ) + τ ln τρ′(τ))V (τ))′ =

V (τ)

τ
(2τρ′(τ) + τ ln τρ′(τ) + τ 2 ln τρ′′(τ)+

(ρ(τ) + τ ln τρ′(τ))2) = ε(τ)
V (τ)

τ
,

где ε(t) – ограниченная функция. Поэтому при τ ∈
[
0,

1

2
an

]
выполня-

ется неравенство
an+t∫

an−t

(τV ′(τ))′ dτ 6 εn
V (an)

an
t ,

где εn – некоторая ограниченная последовательность.

Из этого следует, что

lim sup
n∈N

1

V (|an|)

1
2 |an|∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt <∞ .
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Из этого неравенства и равенства lim
r→∞

n(r)

V (r)
= 0 следует неравенство

lim sup
n∈N

1

V (|an|)

|an|∫
0

µ(B(an, t))− 1

t
dt <∞ ,

а вместе с ним и неравенство (3.18). Теперь из теорем 3.9 и 3.6 следует

утверждение теоремы. Теорема доказана.

Сейчас мы докажем усиление теоремы 3.13.

Теорема 3.15 Пусть ρ(r) – н.у.п., удовлетворяющий условию (3.1),

и пусть существует логарифмически выпуклая функция h(r) на

некоторой полуоси (r0,∞) такая, что

0 < lim inf
r→∞

V (r)

h(r)
6 lim sup

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ . (3.31)

Пусть an – допустимая последовательность. Для того, чтобы

последовательность an была интерполяционной в пространстве

[ρ(r),∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1) lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞.

Доказательство. Необходимость условий 1), 2) теоремы следует

из теоремы 3.6.

Достаточность. По условию теоремы функция h(r) является лога-

рифмически выпуклой на полуоси (r0,∞). Если a > 0 – произвольное

число, то справедливость теоремы не зависит от поведения функции

на полуинтервале (0, a]. Поэтому в дальнейшем будем считать, что

функция h(r) является логарифмически выпуклой на полуоси (0,∞)

и выполняются соотношения h(+0) ∈ (0,∞), h′(+0) = 0.
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Так как функция h(r) является логарифмически выпуклой, то

функция rh′+(r) является возрастающей. Из условий (3.1) и (3.31) сле-

дует, что эта функция неограничена.

Обозначим n1(r) = [rh′+(r)]. Пусть bn – точки роста функции n1(r),

причём точка bn берётся с такой кратностью, чтобы функция n1(r)

была считающей функцией последовательности bn. Справедливы со-

отношения

n1(r) ∼ rh′+(r), N1(r) ∼ h(r) (r → ∞) .

Из этого и (3.31) следует, что

0 < lim inf
r→∞

N1(r)

V (r)
6 lim sup

r→∞

N1(r)

V (r)
<∞ . (3.32)

Далее с помощью теоремы 3.3 получаем

lim
r→∞

n1(r)

V (r)
= 0 ,

и, кроме того,

lim sup
r→∞

n1(r)

N1(r)
= lim

r→∞

n1(r)

V (r)
lim sup
r→∞

V (r)

N1(r)
= 0 .

Тем самым доказано, что

lim
r→∞

n1(r)

N1(r)
= 0 ,

Введем функцию ρ1(r) с помощью равенства N1(r) = rρ1(r). Из

(3.32) следует, что ρ1(r) → 0 (r → ∞).

Далее имеем

ρ1(r) + r ln r(ρ1)
′
+(r) =

r(N1)
′
+(r)

N1(r)
=
n1(r)

N1(r)
.
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Отсюда видно, что ρ1(r) – н.у.п.

Обозначим

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

bn

)
.

Имеем

ln f1(r) =

∞∫
0

ln
(
1 +

r

t

)
dn1(t) =

∞∫
0

rn1(t)

t(t+ r)
dt =

∞∫
0

rN1(t)

(t+ r)2
dt .

Из теоремы 3.3 следует, что

lim
r→∞

ln f1(r)

N1(r)
=

∞∫
0

dt

(t+ 1)2
= 1 .

Тем самым доказано, что функция f1 принадлежит классу

[ρ1(r),∞). Из этого и (3.32) следует, что f1 ∈ [ρ(r),∞).

Пусть теперь последовательность an удовлетворяет условиям 1) и

2) теоремы. Пусть T – отображение, построенное с помощью последо-

вательности an. Пусть f2 = Tf1 и пусть

H =
∞∪
n=1

B

(
an,

1

1 + |an|

)
.

По лемме 3.6, применённой к функции f1, выполняется равенство

lim
z→∞
z∈H

1

V (r)
(ln |f2(z)| − ln f1(r)) = 0 .

В частности,

lim
z→∞
z∈H

1

V (|an|)
(ln |f2(z)| − ln f1(|an|)) = 0 .

Из этого равенства, (3.31) и (3.32) следует, что существует число α > 0,

такое, что при всех достаточно больших n будет выполняться неравен-

ство

ln |f2(an)| > αV (|an|) .
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Пусть M > 0 – произвольное число, f3(z) = γfm2 (z). Существуют

γ > 0 и натуральное m, такие, что для всех n > 1 будет выполняться

неравенство

|f3(an)| > eMV (|an|) .

Теперь из теоремы 3.6 следует, что последовательность an является

интерполяционной в классе [ρ(r),∞). Теорема доказана.

Сейчас мы докажем, что ограничение, наложенное на функцию

V (r) в теореме 3.15 близко к оптимальному. При дополнительном огра-

ничении

lim inf
r→∞

V (r)

ln2 r
> 0 , (3.33)

именно это ограничение должно выполняться, чтобы заключение тео-

ремы 3.15 оставалось верным.

Теорема 3.16 Пусть ρ(r) – н.у.п., удовлетворяющий условию (3.33).

Пусть an – допустимая последовательность. Для того, чтобы

утверждения:

i) an – интерполяционная последовательность в пространстве

[ρ(r),∞),

и

ii) выполняются условия:

1) lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
< ∞, 2) sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
< ∞, были

эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы существовала ло-

гарифмически выпуклая функция h(r) на некоторой полуоси (r0,∞),

такая, что

0 < lim inf
r→∞

V (r)

h(r)
6 lim sup

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ . (3.34)
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Доказательство. То, что при выполнении условия (3.34) условия i)

и ii) эквивалентны – это теорема 3.15.

Докажем теорему в сторону необходимости. Вначале заметим, что

из утвеждения i) следует утверждение ii). Это следует из теоремы 3.6.

Поэтому нам осталось доказать, что если из утверждения ii) следует

утверждение i), то выполняется условие (3.34).

Пусть an = en/2 – последовательность из замечания к теореме 3.13.

Выполняются условия:

N(r) ∼ ln2 r (r → ∞), ln
1

|E ′(an)|
∼ − ln2 an (n→ ∞) .

Из условия (3.33) следует, что

lim sup
r→∞

N(r)

V (r)
<∞, sup

n∈N

1

V (|an|)
ln

1

|E ′(an)|
<∞ .

Таким образом, для последовательности an справедливо утверждение

ii). По предположению из этого следует, что последовательность an

является интерполяционной в классе [ρ(r),∞). Поэтому существует

функция f(z) из этого класса, которая решает интерполяционную за-

дачу: f(an) = eV (an), f(0) = 1. Пусть bn – корни функции f(z). Имеем

f(z) =
∞∏
n=1

(
1− z

bn

)
.

Введём ещё функцию

f1(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

z

|bn|

)
.

Функция f1 также принадлежит классу [ρ(r),∞). Поэтому с некото-

рым M1 выполняется неравенство

h(r) := ln
∞∏
n=1

(
1 +

r

|bn|

)
< M1V (r) .
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Кроме того,

V (an) = ln f(an) 6 ln f1(an) = h(an) .

Пусть r ∈ [an, an+1). Имеем

V (r) =
V (r)

V (an)
V (an) 6

V (r)

V (an)
h(an) 6

V (r)

V (an)
h(r) .

Отсюда следует, что

lim sup
r→∞

V (r)

h(r)
6 1 .

Тем самым доказано, что

1

M1
< lim inf

r→∞

V (r)

h(r)
6 lim sup

r→∞

V (r)

h(r)
<∞ .

Так как h(r) – логарифмически выпуклая функция, то тем самым

доказано соотношение (3.34), а вместе с ним и теорема.

3.8. Слабо регулярные множества в

комплексной плоскости

Понятие регулярного множества в комплексной плоскости было

введено Б.Я. Левиным [33]. В нашей работе мы обобщаем понятие регу-

лярного множества в смысле Левина. Мы вводим понятие слабо регу-

лярного множества в комплексной плоскости. Это накладывает более

слабые ограничения на множество A. В частности, не требуется, что-

бы оно было правильно распределенным. Используя критерии интер-

поляционности в терминах меры, порожденной узлами интерполяции,

которые были получены ранее К.Г. Малютиным при ρ > 0 и в главах
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2, 3 при ρ = 0, мы доказываем, что такие множества являются интер-

поляционными в классах аналитических функций конечного порядка.

Это дает возможность строить примеры интерполяционных множеств

в этих классах. Заметим, что аналогичные примеры интерполяцион-

ных множеств в классах ограниченных функций в единичном круге

были приведены в [10]. Для их построения использовалась интерполя-

ционная теорема Карлесона в терминах меры, которая порождается

узлами интерполяции.

Пусть ρ(r) – некоторый уточненный порядок такой, что lim
r→∞

ρ(r) =

ρ > 0, A = {an, n = 1, 2, . . . } – последовательность различных точек в

комплексной плоскости C. Предположим, что точки отделены друг от

друга. Точнее, выполняется одно из следующих условий (C) или (C′):

(C) Точки an расположены в середине углов с общей вершиной

в начале координат, которые не пересекаются, так, что для любых

двух точек последовательности A, расположенных в середине одного

из углов, выполняется условие

|an+1| − |an| > rn = d|an|1−ρ(|an|)

при некотором d > 0.

(C′) Существует число d > 0 такое, что кружки, радиусов

rn = d|an|1−
ρ(|an|)

2

с центрами в точках an, не пересекаются.

Правильное множество A ( [33, Глава II]), которое удовлетворяет

одному из условий (C) или (C′), называется регулярным множеством в
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смысле Левина, или кратко R-множеством, а кружки B(an, rn) назы-

вают исключительными кружками R-множества (CR-кружками).

Множества, которые удовлетворяют условию (C), играют важную

роль в теории целых функций. В частности, они применяются для

построения канонических произведений множеств [39, 18].

Пусть как и ранее через [ρ,∞] обозначается класс целых функций

f порядка ρ > 0.

Введем следующие определения.

Определение 3.6 Последовательность an называется слабо регу-

лярной последовательностью при порядке ρ > 0, или более точ-

но WR(ρ)-множеством, если существует уточнений порядок ρ(r),

lim
r→∞

ρ(r) 6 ρ, такой, что выполняется одно из следующих условий

(C) или (C′) и условие (3.10).

Определение 3.7 Последовательность an называют слабо регуляр-

ной последовательностью при уточненном порядке ρ(r), или более

точно WR(ρ(r))-множеством, если выполняется условие (3.10) и

справедливо одно из условий (C) или (C′).

Прежде всего получим некоторые следствия из условий (C) и (C′).

Лемма 3.7 Если последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . }, удо-

влетворяет условию (C), то существует число d1 > 0 такое, что

кружки радиусов d1|an|/V (|an| с центрами в точках an не пересека-

ются.
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Доказательство. Из леммы 3.1 вытекает, что существует число

K1 > 1 такое, что для любых r1 и r2, удовлетворяющих неравенству

1 6 r1 6 r2 6 2(1 + d)
r1

V (r1)
выполняется условие

r2
V (r2)

6 K2
r1

V (r1)
. (3.35)

Обозначим an = rne
iθn, n ∈ N. Пусть rj > ri. Если rj >

2

(
ri + d

ri
V (ri)

)
, то кружки C

(
ai, d

ri
V (ri)

)
и C

(
aj,

rj
2

)
не пересека-

ются, так как в этом случае для всех точек z ∈ C
(
aj,

rj
2

)
виполняется

неравенство

|z − ai| > |aj − ai| − |z − aj| > rj − ri −
rj
2

=
rj
2
− ri > d

ri
V (ri)

.

Следовательно, z /∈ C

(
ai, d

ri
V (ri)

)
. Поскольку V (rj) > 1, то

кружки C
(
ai, d

ri
V (ri)

)
и C

(
aj, d

rj
2V (rj)

)
не пересекаются.

Если rj 6 2

(
ri + d

ri
V (ri)

)
, то из (3.35) следует неравенство

d
rj

2K2V (rj)
6 d

ri
2V (ri)

. Из условия (C) получаем в этом случае, что

кружки C
(
aj, d

rj
K1V (rj)

)
и C

(
ai, d

ri
2V (ri)

)
не пересекаются, так как

d
rj

2K1V (rj)
+ d

ri
2V (ri)

6 d
ri

V (ri)
.

Определение 3.8 Пусть последовательность {an} является слабо

регулярной относительно уточненного порядка ρ(r). Тогда исключи-

тельные кружки называются CR(ρ(r))-кружками.

Определение 3.9 Пусть последовательность {an} является слабо

регулярной относительно порядка ρ. Тогда исключительные кружки

называются CR(ρ)-кружками.
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Лемма 3.8 Пусть последовательность {an} слабо регулярная отно-

сительно уточненного порядка ρ(r). Если выполняется условие (C),

то выполняется неравенство

Φz(α) 6 Kα , (3.36)

а если выполняется условие (C′) , то выполняется неравенство

Φz(α) 6 Kα2 , (3.37)

при некотором K > 0.

Доказательство. Предположим, что выполняется условие (C), а

точка z не принадлежит ни одному CR(ρ(r))-кружку исключительного

множества. Построим круг C(z, α|z|) с центром в точке z радиуса α|z|.

Если точка an = rne
iθn принадлежит кругу C(z, α|z|), то обозначим

через [αn, βn] круговую проекцию сегмента [an, an+ e
iθnd|an|1−ρ(|an|)] на

луч arg ξ = arg z. Так как, точка z не принадлежит исключительному

кружку, соответствующему точке an, то отрезок [αn, βn] принадлежит

кружку C(z, 2α|z|).

Из условия (C) вытекает, что все такие сегменты не пересекаются.

Таким образом, ∑
an∈C(z,α|z|)

d|an|1−ρ(|an|) 6 4α|z| .

Из последнего неравенства и леммы 3.1 получаем для всех α 6 1/2,

n(C(z, α|z|)) 6 K2αV (|z|) , (3.38)

при некотором K2 > 0. Неравенство (3.38) справедлива для всех то-

чек z, не принадлежащих исключительным кружкам. Если точка z
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принадлежит исключительному кружку, то левая часть неравенства

(3.38) может увеличится не более чем на единицу, поскольку исклю-

чительные кружки не пересекаются. Таким образом, для любой точки

z ∈ C выполняется неравенство

Φz(α) 6 K3α.

Оценка (3.38) может быть получена из условия (C′), сравнением

площадей исключительных кружков методами предложенными в ра-

боте [1].

Для полноты изложения, приведем эти рассуждения. Пусть вы-

полняется условие (C′) и точка z не принадлежит исключительному

множеству, а точка an принадлежит кругу C(z, α|z|). Тогда исклю-

чительный кружок C(an, d|an|1−
ρ(|an|)

2 ) принадлежит кругу C(z, 2α|z|).

Поскольку, исключительные кружки не пересекаются, то сумма пло-

щадей таких кружков, центры которых попали в круг C(z, α|z|) не

больше площади круга C(z, 2α|z|), то есть∑
an∈C(z,α|z|)

d2|an|2−ρ(|an|) 6 4α2|z|2 .

Используя лемму 3.1, отсюда можно получить неравенство

n(C(z, α|z|)) 6 K4α
2V (|z|) . (3.39)

Если точка z принадлежит исключительному множеству, то левая

часть неравенства (3.39) может увеличиться не более чем на единицу.

Таким образом, оценка (3.38) доказана.
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Теорема 3.17 Предположим, что последовательность A = {an, n =

1, 2, . . . } является слабо регулярной при уточненном порядке ρ(r).

Тогда A – интерполяционная последовательность в классе [ρ(r),∞).

Доказательство. Доказательство вытекает из леммы 3.8 и тео-

ремы 3.5.

Теорема 3.18 Предположим, что последовательность A = {an, n =

1, 2, . . . } является слабо регулярной при уточненном порядке ρ > 0.

является слабо регулярной при уточненном порядке ρ(r). Тогда A –

интерполяционная последовательность в классе [ρ,∞].

Доказательство. Эта теорема является следствием теоремы 3.17.

Выводы к разделу 3

Задача интерполяции в классах целых функций конечного поряд-

ка ρ > 0 и нормального типа была решена в работах А. Ф. Леонтьева,

Г. П. Лапина. Позднее А. В. Братищев, А. В. Братищев и Ю. Ф. Коро-

бейник решили задачу кратной интерполяции в классах целых функ-

ций типа не выше чем нормальный при уточненном порядке ρ(r),

lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0. Ими были найдены необходимые и достаточные

условия ее разрешимости в терминах канонического произведения,

определяемого узлами интерполяции. При этом оставались вопросы

в случае нулевого уточненного порядка. Позднее К. Г. Малютин, от-

правляясь от результатов предыдущих авторов, нашел эти критерии в

терминах меры Дирака, порожденной последовательностью {an}∞n=1.
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В третьем разделе диссертации полностью решена интерполяцион-

ная задача в классе целых функций нулевого порядка. В теоремах 3.5

и 3.6 получены критерии ее разрешимости как в духе А. Ф. Леонтье-

ва, так и в терминах меры Дирака, порожденной этими узлами. Кроме

того, показано, что результат А. В. Братищева и Ю. Ф. Коробейника

для случая нулевого порядка сформулирован неточно. Теорема 3.13

является уточненным вариантом их результата.

В этом разделе приведен также ряд теорем, которые можно рас-

сматривать как частные случаи теорем 3.5 и 3.6. В теоремах 3.14 — 3.18

сформулированы критерии интерполяционности последовательностей,

которые в некоторых частных случаях легко проверяемы.

Введены слабо регулярные множества в комплексной плоскости.

Показано, что такие множества являются интерполяционными в клас-

сах [ρ(r),∞) (теорема 3.18).



Глава 4

ЗАДАЧА КРАТНОЙ

ИНТЕРПОЛЯЦИИ В КЛАССАХ

ФУНКЦИЙ НУЛЕВОГО

ПОРЯДКА И НОРМАЛЬНОГО

ТИПА В ВЕРХНЕЙ

ПОЛУПЛОСКОСТИ

4.1. Классы аналитических функций в

полуплоскости

Обозначим через C+ = {z : Im z > 0} верхнюю полуплоскость. Че-

рез Ω+ будем обозначать пересечение множества Ω с полуплоскостью

C+: Ω+=Ω ∩ C+.

Пусть D = {an, qn}∞n=1 — дивизор в полуплоскости, т.е. множество

различных комплексных чисел {an}∞n=1 ⊂ C+ вместе с их кратностя-

107
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ми {qn}∞n=1 ⊂ N. По заданному дивизору D = {an, qn}∞n=1, an = rne
iθn

определим следующие меры: nD(G) =
∑

an∈G
qn, ñ+D(G) =

∑
an∈G

qn Im an,

n+D(G) =
∑

an∈G\B(0,1)

qn sin θn + ñ+D(G ∩ B(0, 1)). Если это не будет вы-

зывать недоразумений, то индекс D будем опускать. Дивизор корней

произвольной функции f будем обозначать через Df . Обозначим че-

рез nf = nDf
, n+f = n+Df

, nf,a(r) = nf(C(a, r)), n+f,a(r) = n+f (C(a, r)),

nD,a(r) = nD(C(a, r)), n+D,a(r) = n+D(C(a, r)). В частности, положим

nf(r) = nf,0(r), n+f (r) = n+f,0(r), nD(r) = nD,0(r), n+D(r) = n+D,0(r). Все

рассматриваемые меры мы будем считать продолженными в комплекс-

ную плоскость, считая их ограничения на C{z : Im < 0}− нулевой

мерой, а если речь идет о внутренних мерах, заданных в C+, то их

ограничение на вещественную ось — есть нулевая мера.

Говоря о дивизоре Df = {an, qn}∞n=1 корней некоторой функции f ,

мы иногда будем обозначать его через {zn}∞n=1, где в последовательно-

сти {zn}∞n=1 точка an встречается ровно qn раз.

Пусть ρ(r), lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0, – заданный уточнённый порядок.

Следуя А. Ф. Гришину [20], введем следующие определения.

Определение 4.1 Уточне́нный порядок ρ(r) называется формаль-

ным порядком функции f , если существует такая константа Mf ,

зависящая только от f , что для всех z ∈ C+ выполняется неравен-

ство

ln |f(z)| 6MfV (|z|) . (4.1)

Символом [ρ(r),∞)+ мы будем обозначать класс аналитических в

C+ функций f формального порядка ρ(r).
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Определение 4.2 Уточнённый порядок ρ(r) называется полуфор-

мальным порядком аналитической в C+ функции f, если ρ(r) – фор-

мальный порядок функции f и выполняется следующее условие Ле-

вина [33, стр. 128]: существуют числа q ∈ (0, 1), δ ∈ (0, π/2), такие,

что в каждой области

D(R, q, δ) = {z : qr 6 |z| 6 1

q
R, δ < arg z < π − δ}

найдется точка z, в которой выполняется неравенство:

ln |f(z)| > −MfV (r) . (4.2)

Класс аналитических в C+ функций, для которых ρ(r) является по-

луформальным порядком, обозначим через [ρ(r),∞)h+. Этой термино-

логии мы обязаны А.Ф. Гришину . Ясно, что [ρ(r),∞)h+ ⊂ [ρ(r),∞)+.

Если ρ = lim
r→∞

ρ(r) > 1 и ρ(r) является формальным порядком

функции f в C+, то ρ(r) будет и полуформальным порядком этой

функции [61]. С другой стороны, для функции eiz ρ(r) ≡ 0 является

формальным порядком, а ρ(r) ≡ 1 – полуформальным порядком этой

функции. Действительно, функция eiz ограничена в полуплоскости и

для любого z ∈ C+ выполняется неравенство |eiz| > e−|z|.

Таким образом, различие между формальным и полуформальным

порядком обнаруживается в полуплоскости только при ρ 6 1 (и, в

частности, при ρ = 0).

Функции f из класса [ρ(r),∞)+ обладают следующими свойства-

ми [20]:

a) ln |f(z)| имеет некасательный предел ln |f(t)|, t ∈ R, почти всюду

на вещественной оси, ln |f(t)| ∈ L1
loc(−∞,∞);
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b) на вещественной оси существует знакопеpеменная меpа (заряд) ν,

такая, что

lim
y→+0

b∫
a

ln |f(t+ iy)| dt = ν([a, b])− 1

2
(ν({a}) + ν({b})) .

Мера ν называется граничной мерой функции f ;

c) dν(t) = ln |f(t)| dt+dσ(t), где σ — сингулярная мера относительно

меры Лебега.

Для функции f ∈ [ρ(r),∞)+ определим, следуя [20], полную меру

λ как

λ(G) = 2π

∫
C+∩G

Im ζ dµ(ζ)− ν(G) ,

где µ — риссовская мера субгармонической в верхней полуплоскости

функции ln |f |. Мера λ обладает следующими свойствами:

1) λ — конечная мера на каждом компакте G ⊂ C,

2) λ — неотрицательная мера вне R,

3) λ равна нулю в полуплоскости C− = {z : Im z < 0}.

Мы будем использовать следующую лемму [20].

Лемма 4.1 Пусть λf – полная мера функции f ∈ [ρ(r),∞)+. Тогда

выполняется неравенство∫∫
B+(0,R)

d|λf |(ξ)
1 + |ξ|2

6Mf

 R∫
0

V (t)

1 + t2
dt+

V (R)

R

 . (4.3)

с некоторой постоянной Mf > 0 не зависящей от R.
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4.2. Постановка интерполяционной за-

дачи в классе [ρ(r),∞)+ (в классе

[ρ(r),∞)h+)

Обозначим через Λz = min{1; Im z}, Λn = Λan. Пусть f(z) ∈

[ρ(r),∞)+ (f(z) ∈ [ρ(r),∞)h+). Из формулы Коши для производных

нетрудно получить следующее неравенство

|f (k−1)(z)| 6 (k − 1)!

Λk−1
z

exp[MV (|z|)], k ∈ N .

Это неравенство приводит к разумности введения следующего

определения.

Определение 4.3 Дивизор D = {an, qn}∞n=1 называется интерполя-

ционным в классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+), если для любой

последовательности комплексных чисел bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N,

удовлетворяющих условию

sup
n

1

V (|an|)
sup

16k6qn

ln+
|bn,k|Λk−1

n

(k − 1)!
<∞ , (4.4)

существует функция F ∈ [ρ(r),∞)+ (F ∈ [ρ(r),∞)h+) со свойством

F (an)
(k−1) = bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N . (4.5)

По заданному дивизору D определим семейства функций

Φ+
D(z, α) =

n+D(C(z, α|z|) \ {an})
V (|z|)

,

где an — точка носителя дивизора D, ближайшая к точке z (если таких
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точек несколько, то выбираем любую из них). Положим

I+D(z, δ) = sin θ

δ∫
0

Φ+
D(C(z, α) dα

α(α+ sin θ)2
.

Сформулируем основную теорему этого раздела.

Теорема 4.1 Пусть ρ(r) – нулевой уточнённый порядок. Тогда сле-

дующие три утверждения эквивалентны.

1) Дивизор D является интерполяционным в классе [ρ(r),∞)+ (в

классе [ρ(r),∞)h+).

2) Выполняются условия:

2.1)
∞∑
n=1

qn Im an
1 + |an|2

<∞ , (4.6)

2.2) каноническое произведение дивизораD удовлетворяет условию:

sup
n

1

V (|an|)
ln

|γn,1|
Λqn
n

<∞ , (4.7)

где

γn,k =
1

(k − 1)!

(
d

dz

)k−1
(z − an)

qn

E(z)

∣∣∣∣
z=an

, k = 1, . . . , qn, n ∈ N .

3) Выполняются условия (4.6) и

3.1) при любом δ > 0

sup
z∈C+

I+D(z, δ) <∞ ; (4.8)

3.2)

sup
n∈N

qn
V (|an|)

ln
2 Im an
Λn

<∞ . (4.9)
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4.3. Необходимые условия разрешимо-

сти интерполяционной задачи

Теорема 4.2 Пусть D = {an, qn}∞n=1 — интерполяционный дивизор

в классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+). Тогда выполняется усло-

вие (4.6).

Доказательство. Пусть F – функция класса [ρ(r),∞)+, решаю-

щая интерполяционную задачу F (a1) = 1, F (k−1)(a1) = 0, k = 2, . . . , q1,

F (k−1)(an) = 0, k = 1, . . . , qn, при n ≥ 2. По предположению теоремы

такая функция существует. Так как дивизор D, за исключением точ-

ки a1, является частью корней функции F , то из неравенства (4.3)

леммы 4.1 следует, что

∑
|an|6R

qn Im an
1 + |an|2

6MF

 R∫
0

V (t)

1 + t2
dt+

V (R)

R

 . (4.10)

с некоторой постоянной MF > 0, не зависящей от R.

Поскольку ρ(r) — нулевой уточнённый порядок, то V (R) 6M1R
1/2

с некоторой постоянной M1 > 0, не зависящей от R. Поэтому

lim
R→∞

V (R)

R
= 0, и интеграл

∞∫
0

V (t)

1 + t2
dt сходится. Тогда отсюда и

из (4.10) следует (4.6). Теорема доказана.

Теорема 4.3 Пусть D = {an, qn}∞n=1 — интерполяционный дивизор в

классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+) и ρ(r) — нулевой уточнённый

порядок. Тогда выполняется утверждение 2) теоремы 4.1.
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Доказательство. Условие 2.1) следует из теоремы 4.2. Доказа-

тельство условия 2.2) дословно повторяет доказательство аналогично-

го условия в работе [42].

Теорема 4.4 Пусть D = {an, qn}∞n=1 — интерполяционный дивизор в

классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+) и ρ(r) — нулевой уточнённый

порядок. Тогда выполняется утверждение 3) теоремы 4.1.

Доказательство условий 3.1) и 3.2) проведено в работе [42] при

ρ > 1. Анализ этих рассуждений показывает, что эти утверждения

справедливы и при 0 6 ρ 6 1.

Теорема 4.5 Пусть D = {an, qn}∞n=1 — такой дивизор, что выпол-

няется условие (4.6) и ρ(r) — нулевой уточнённый порядок. Тогда

утверждения 2) и 3) теоремы 4.1 эквивалентны.

В работе [42] эквивалентность этих условий доказана для ρ > 1.

Снова анализ этого доказательства показывает, что это справедливо

для 0 6 ρ 6 1.

Нам понадобится следующая лемма из [42].

Лемма 4.2 Пусть дивизор D = {an, qn}∞n=1 является интерполя-

ционным в классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+) и ρ(r) — нулевой

уточнённый порядок. Тогда

sup
n∈N

∞∑
k=1

qk Im ak Im an

|an − āk|2(1 + r2k)
3
2

<∞ . (4.11)

Заметим [42], что если дивизор D удовлетворяет условию (4.7), то

выполняется условие (4.9). Кроме того, справедлива следующая лем-

ма.
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Лемма 4.3 Пусть дивизор D удовлетворяет условию (4.7), тогда

sup
n∈N

1

V (rn)
max
16k6qn

|γn,k|
Λqn−k+1
n

<∞ . (4.12)

Доказательство. Для доказательства нам понадобится следую-

щая лемма из работы [49].

Лемма 4.4 Пусть функция G(ζ) аналитична в круге C(0, r),

|G(ζ)| 6 M , и пусть G(ζ) имеет нуль кратности m в точке ζ = 0

и нуль кратности q в точке ζ = a. Тогда

|a|q > G(m)(0)

m!
· r

m+q

M
. (4.13)

Обозначим через ln величину

ln = min {Λn/2, dist ({ai}∞i=1 \ {an}; {an})} , n ∈ N ,

где dist означает расстояние между множествами. Пусть, например,

ln = |ak − an|. Положим G(ζ) = E(ak + ζ), r = Λk. Замечая, что в

этом случае Λk > Λn/2 > ln = |ak − an|, применим неравенство (4.13)

к функции G(ζ). Имеем

lqnn > E(qk)(ak)

qk!
·

Λqk+qn
k

max
|ζ−ak|6Λk

|E(ζ)|
.

Из последнего неравенства, ограниченности функцииE(ζ) (|E(ζ)| 6

1, ζ ∈ C+), из условий (4.7), (4.9) и свойств уточнённого порядка (3.2)

следует, что

lqnn > Λqn
n exp(−M1V (|an|)), n ∈ N , (4.14)

при некотором M1 > 0. Это неравенство, в силу условия (4.9), спра-

ведливо и когда ln = Λn/2, n ∈ N.
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Определим аналитическую в круге C(0, 1) функцию ψ(t) равен-

ством ψ(t)tqn = E(an + lnt). Применяя правило Лопиталя, а также

неравенства (4.7) и (4.14), получим:

|ψ(0)| = lqnn
|E(qn)(an)|

qn!
> exp(−M2V (|an|))

при некотором M2 > 0. Кроме того, при |t| 6 1 функция ψ(t) ограни-

чена, так как

|ψ(t)| 6 max
|t|=1

|ψ(t)| = max
|t|=1

|ψ(t)tqn| = max
|t|=1

|E(an + lnt)| 6 1 .

Далее воспользуемся следующей теоремой [33, Теорема 9, Глава I, § 6].

Теорема. Пусть голоморфная в круге C(0, R) функция f(z) не

имеет нулей. Тогда в круге C(0, r), r < R, справедливо неравенство

log |f(z)| > −2r

R− r
max
|ζ|6R

log |f(ζ)| (4.15)

Положим g(ζ) = ψ(ζ)ψ−1(0). Поскольку функция g(ζ) не имеет

нулей в круге C(0, 1/2) и g(0) = 1, к ней применимо неравенство (4.15),

которое при |ζ| 6 r = 1/4 и R = 1/2 дает g(ζ) > exp(−2M2V (|an|)) .

Откуда

|E(an + τ)| > |τ |qn
|ln|qn

exp(−M3V (|an|)), |τ | 6 ln
4
, (4.16)

при некотором M3 > 0.

Далее по определению имеем

γn,k =
1

2πi

∫
|ζ−an|=ln/4

(ζ − an)
qn−k

E(ζ)
dζ, k ∈ 1, qn, n ∈ N .

Неравенство (4.12) следует теперь из этого соотношения, опреде-

ления ln, (4.16) и (4.9). Лемма доказана.
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4.4. Доказательство импликации 2) ⇒ 1)

теоремы 4.1

Обозначим через

αn,m =
(−1)m−1

(m− 1)!

qn−m∑
i=o

1

i!
γn,qn+1−m−ibn,i+1, m ∈ 1, qn, n ∈ N . (4.17)

Перенумеровав, если есть необходимость, точки дивизора D, мож-

но считать, что
Im an+1

1 + r2n+1

6 Im an
1 + r2n

, n ∈ N . (4.18)

Положим

βn(z) =
∞∑
k=n

1 + āk(z + iΛn)

i(āk − z − iΛn)

Im ak

(1 + r2k)
3
2

, n ∈ N . (4.19)

Ряд, определяющий функции βn(z) в (4.19), сходится равномерно

в каждой области

Dn
r,δ = {z : |z| 6 r, Im z > −Λn + δ, δ > 0} ,

т.к. при z ∈ Dn
r,δ, r > 2∣∣∣∣1 + āk(z + iΛn)

i(āk − z − iΛn)

∣∣∣∣ Im ak

(1 + r2k)
3
2

6
√

(1 + r)(1 + rk)

δ

Im ak

(1 + r2k)
3
2

,

и ряд (4.6) сходится.

Оценим Re βn(z). Имеем Re βn(z) =

∞∑
k=n

(Im ak + Im z + Λn + r2k(Im z + Λn) + |z + iΛn|2 Im ak)

|āk − z − iΛn|2
×

Im ak

(1 + r2k)
3
2

.

(4.20)
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Т.к. Im an > 0, Im āk < 0, то |āk − an − iΛn| > |āk − an|. Отсюда, из

леммы 4.2, неравенства (4.3) и (4.5) получаем, в частности, что

Re βn(an) 6
∞∑
k=n

Im ak(Im ak(1 + |an + iΛn|2) + 2 Im an(1 + r2k))

|āk − an|2(1 + r2k)
3
2

6
∞∑
k=n

(
Im ak
1 + r2k

+
2 Im an
1 + 4r2n

)
Im ak(1 + r2k)(1 + 4r2n)

|āk − an|2(1 + r2k)
3
2

6

6 5
1 + 4r2n
1 + r2n

∞∑
k=n

Im an
|āk − an|2

Im ak

(1 + r2k)
1
2

≤ K1 <∞ .

(4.21)

А также

Re βn(z) >
∞∑
k=n

(Im ak)
2

(1 + r2k)
3
2

1

|āk − z − iΛn|2
. (4.22)

Положим далее

Pn(z) =

qn∑
m=1

αn,m

[
φn(z)

z − an

](m−1)

, (4.23)

где

φn(z) =

(
1 + zān
1 + r2n

)3
g(z)

g(an)

(
2 Im an
z − ān

)2

exp[βn(an)− βn(z)] ,

g(z) — целая функция класса [ρ(r),∞)+ (класса [ρ(r),∞)h+), которая

будет определена ниже.

Заметим, что

φn(an) = 1, n ∈ N . (4.24)

Кроме того, воспользовавшись элементарным неравенством 1+x 6√
2(1 + x2), получим при |z| > 1:∣∣∣∣1 + zān

1 + r2n

∣∣∣∣ 6 |z|(1 + rn)

1 + r2n
6

√
2|z|√
1 + r2n

.
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Отсюда следует, что

|φn(z)| 6 4

( √
2|z|√
1 + r2n

)3
|g(z)|
|g(an)|

(Im an)
2

|z − ān|2
×

× exp{Re[βn(an)− βn(z)]}, n ∈ N .

(4.25)

Формальный ряд

F (z) = E(z)
∞∑
n=1

Pn(z) (4.26)

решает интерполяционную задачу (4.5) [42] .

Покажем, что при надлежащем выборе функции g(z) функция

F (z) принадлежит классу [ρ(r),∞)+ ([ρ(r),∞)h+). Из условия (4.4) ,

неравенства (4.12) и равенства (4.17) получаем для всех m = 1, . . . , qn,

n ∈ N,

|αn,m| 6
qn −m+ 1

(m− 1)!
Λm
n exp[K2V (rn)] . (4.27)

Обозначим

un,m(z) =

[
φn(z)

z − an

](m−1)

, m = 1, . . . , qn, n ∈ N .

Оценим un,m(z) при z ∈ C+, z /∈ C(an,Λn/2). Заметим, что если

|t− z| = Λn/4, то, во-первых,

|t− an| > Λn/4, n ∈ N , (4.28)

во-вторых, |t − ān| > Im an − Λn/4 ≥ 3 Im an/4 (n ∈ N), |z − ān| ≤

|z − t| + |t − ān| = Λn/4 + |t − ān| 6 Im an/4 + |t − ān| 6 7|t − ān|/3,

и |t− ān| 6 |z − t| + |z − ān| = Λn/4 + |z − ān| 6 Im an/4 + |z − ān| 6

5|z − ān|/4, т.е.

3|z − ān|/7 6 |t− ān| ≤ 5|z − ān|/4 . (4.29)



120

Кроме того, если |z − t| = Λn/4, то

|t+ iΛn − ān| > 3Λn/4 + Im z + Im an . (4.30)

Воспользовавшись интегральной формулой Коши для производных по

окружности Cz,n = {t : |t− z| = Λn/4}, из (4.25), (4.28), (4.29) и (4.30),

получим

|un,m(z)| =
(m− 1)!

2π

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Cz,n

φn(t) dt

(t− an)(t− z)m

∣∣∣∣∣∣∣
6 4m(m− 1)!

Λm
n

max
t∈Cz,n

|φn(t)| 66 4m49(m− 1)!(Im an)
2

9Λm
n |z − ān|2

×(√
2(|z|+ 1/4)√

1 + r2n

)3
|g(

√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

max
t∈Cz,n

exp[Re(βn(an)− βn(t))] .

Отсюда получим окончательно, с учетом (4.21), (4.22) и (4.30):

|un,m(z)| 6
4m49(m− 1)!eK1(

√
2(|z|+ 1/4))3

9Λm
n |z − ān|2

×

(Im an)
2

(1 + r2n)
3
2

|g(
√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

×

exp

[
−

∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + Im z + Im ak)2(1 + r2k)
3
2

]
,

(4.31)

m = 1, . . . , qn, n ∈ N.

Далее из (4.23), (4.27) и (4.31) получаем, что при z ∈ C+, z /∈
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C(an,Λn/2) справедливо неравенство:

|Pn(z)| 6
qn∑

m=1

|αnm||unm(z)| 6
49

9
exp[K3V (rn)]×

(
√
2(|z|+ 1/4))3(Im an)

2

(1 + r2n)
3
2 |z − ān|2

|g(
√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

qn∑
m=1

4m(qn −m+ 1)

× exp

[
−

∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + Im z + Im ak)2(1 + r2k)
3
2

]
6

|g(
√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

(Im an)
2

|z − ān|2(1 + r2n)
3
2

49

18
qn(qn + 1)

× exp[K3V (rn) + qn ln 4](
√
2(|z|+ 1/4))3×

exp

[
−

∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + Im z + Im ak)2(1 + r2k)
3
2

]
, n ∈ N .

(4.32)

Используя (4.7), получим из (4.32) при z ∈ C+, z /∈ C(an,Λn/2):

|Pn(z)| 6 exp[K4V (rn)](
√
2(|z|+ 1/4))3×

|g(
√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

(Im an)
2

|z − ān|2(1 + r2n)
3
2

×

× exp

[
−

∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + Im z + Im ak)2(1 + r2k)
3
2

]
, n ∈ N .

(4.33)

Далее заметим, что если |t− an| 6 Λn/2, и |z − an| = Λn/2, то

|z| 6 |t|+ 1 (4.34)

и

3|t− ān|/5 6 |z − ān| 6 5|t− ān|/3 . (4.35)

Применяя принцип максимума модуля к аналитической в C+

функции Φn(z) = E(z)Pn(z), используя неравенства (4.33), (4.34), (4.35)
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и лемму 3.1 получим при t ∈ C(an,Λn/2), учитывая, что Im t > Im z/4,

|Φn(t)| 6 max
|z−an|=Λn/2

|E(z)||Pn(z)| 6 exp[K5(V (rn) + V (|z|))]×

×|g(
√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

25(Im an)
2

9|t− ān|2(1 + r2n)
3
2

×

× exp

[
−

∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + 4 Im t+ Im ak)2(1 + r2k)
3
2

]
.

(4.36)

В силу (4.33) неравенство (4.36) справедливо при всех t ∈ C+. Обозна-

чим

λn(z) =
∞∑
k=n

(Im ak)
2

(3Λn/4 + 4 Im z + Im ak)2(1 + r2k)
3
2

,

так, что

λn(z)− λn+1(z) =
(Im an)

2

(3Λn/4 + 4 Im z + Im an)2(1 + r2n)
3
2

, n ∈ N .

Ясно, что λn(z) ↓ 0 при n → ∞, z ∈ C+. Замечая, что при z ∈ C+

выполняется неравенство

3Λn/4+4 Im z+Im an 6 4 Im z+7 Im an/4 6 4(Im z+Im an) 6 4|z−ān| ,

получим из (4.36):

|Φn(z)| 6 16 exp[−λn(z)][λn(z)− λn+1(z)]×

×exp[MV (rn) +MV (|z|)]|g(
√
2(|z|+ 1/4))|

|g(an)|
.

Воспользовавшись элементарным неравенством t 6 et − 1, t > 0,

при t = λn(z)− λn+1(z), получим далее

|Φn(z)| 6 exp[K5(V (rn) + V (|z|))][exp[−λn+1(z)]−

− exp[−λn(z)]]
|g(

√
2(|z|+ 1/4))|
|g(an)|

.
(4.37)
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Выберем теперь целую функцию g(z) вполне регулярного роста

при порядке ρ(r), индикатор которой равен K5+1 и нули которой рас-

положены на отрицательной мнимой полуоси iR− = {z : Im z ≤ −1}

так, чтобы функция F (z), определяемая рядом (4.26), принадлежала

классу [ρ(r),∞)+.

Вне C 0-множества выполняется асимптотическое равенство [15]:

ln |g(z)| ≈ (K5 + 1)V (|z|) .

Поскольку нули функции g(z) расположены на полуоси iR−,

то можно считать, что исключительные круги, образующие C 0-

множество расположены в нижней полуплоскости. Тогда неравенство

ln |g(an)| > K5V (rn)

выполняется для всех достаточно больших n. Умножая, если есть необ-

ходимость, функцию g(z) на достаточно большое положительное чис-

ло, можно считать, что это неравенство выполняется для всех нату-

ральных n.

Из (4.37) тогда получаем для любого натурального N > 1:

|E(z)
N∑
n=1

Pn(z)| ≤
N∑
n=1

|E(z)Pn(z)| 6

exp[K6V (|z|)]{exp[−λN+1(z)]− exp[−λ1(z)]} 6 exp[K6V (|z|)] .

Отсюда следует сходимость ряда (4.26) на компактах в C+ и

принадлежность функции F классу [ρ(r),∞)+. Для принадлежности

функции F классу [ρ(r),∞)h+ необходимо еще выполнение условия

Б.Я. Левина. Заметим, что каноническая функция E принадлежит
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классу [ρ(r),∞)h+. Из результатов работы [15] следует, что вне мно-

жества Cη со сколь угодно малой верхней плотностью η > 0 всюду в

полуплоскости C+ выполняется неравенство:

log |E(z)| > −MηV (|z|) .

Пусть g1(z) – целая функция вполне регулярного роста при поряд-

ке ρ(r), индикатор которой равен 2K5+Mη+1. Тогда вне C 0-множества

выполняется неравенство:

log |g1(z)| > (2K5 +Mη)V (|z|) .

Множество C̃η = Cη∪C 0 имеет верхнюю плотность не больше, чем

η. Вне C̃η справедливо неравенство:

log |g1(z)E(z)| > 2K5V (|z|) ,

всюду в C+.

Функция

F1(z) = F (z) + g1(z)E(z)

обладает свойством (3.2) и вне C̃η-множества справедлива оценка:

log |F1(z)| = log |g1(z)E(z)|+ log

∣∣∣∣1 + F (z)

g1(z)E(z)

∣∣∣∣ >
2K5V (|z|) + log(1− 1/e) .

Следовательно, функция F1 принадлежит классу [ρ(r),∞)h+. Импли-

кация 2) ⇒ 1) теоремы 4.1 доказана.
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4.5. Слабо регулярные множества в по-

луплоскости

В рaботах [43, 44] рассматривались множества A = {an} в верхней

полуплоскости C+ = {z : Im z > 0}, удовлетворяющие условию:

(C+) Для точек множества A выполняется неравенство:

|an+1| − |an| > rn = d sin arg(an)|an|1−ρ(|an|)

при некотором d > 0.

Такие множества также используются для построения канониче-

ских произведений в верхней полуплоскости C+.

Введем следующее определение.

Определение 4.4 последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . }, A ∈

C+, называется слабо регулярной последовательностью в C+ при

уточненном порядке ρ(r), или точнее WR+(ρ(r))-множеством, если

выполняются следующие условия (C+
′) или (C+).

(C′
+) 1)существует число d > 0 такое, что круги радиусов

rn = d(sin(arg an))
1/2|an|1−

ρ(|an|)
2

с центрами в точках an не пересекаются;

2) выполняется условие (4.6)

(C+) 1) Среди точек множества A нет кратных и нет точек с

одинаковыми модулями; 2) A ∩ C(0, 2) = ∅;

3) выполняется условие (4.6)
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4) существует число d > 0 такое, что для всех точек an и ak,

принадлежащих A, из неравенства |an| > |ak| следует, что

|an| > |ak|+ d Im ak/V (|ak|) . (4.38)

Получим некоторые следствия из условий (C+
′) и (C+).

Лемма 4.5 Если последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . }, A ∈

C+, удовлетворяет условию (C+), тогда существует число d1 > 0

такое, что круги радиусов d1 Im an/V (|an| с центрами в точках an

не пересекоются.

Доказательство. Существует число M1 > 1 такое, что для всех

r1 и r2, 1 6 r1 6 r2 6 2r1(1 + d), выполняется неравенство

r2/V (r2) 6M1r1/V (r1) . (4.39)

Обозначим, как и ранее, an = rne
iθn, n ∈ N. Пусть rj > ri и sin θj 6

4 sin θi. Если rj > 2(ri + d Im ai/V (ri)), то круги C(ai, d Im ai/V (ri)) и

C(aj, rj/2 не пересекаются, так как в этом случае для любых точек

z ∈ C(aj, rj/2 справедливо неравенство |z − ai| > |aj − ai| − |z −

aj| > rj − ri − rj/2 = rj/2 − ri > d Im ai/V (ri). Следовательно, z /∈

C(ai, d Im ai/V (ri)). Так как V (rj) > 1, то круги C(ai, d Im ai/V (ri))

and C(aj, d Im aj/(2V (rj))) не пересекаются.

Если rj < 2(ri + d Im ai/V (ri)) и sin θj 6 4 sin θi, то rj < 2ri(1 +

d). Из (3.5) следует, что d Im aj/(8M1V (rj)) 6 d sin θj ri/(8V (ri)) 6

d Im ai/(2V (ri)). Из (3.4) мы получаем, в этом случае, что круги

C(aj, d Im aj/(8M1V (rj)) и C(ai, d Im ai/(2V (ri)) не пересекаются.
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Пусть sin θj > 4 sin θi. Тогда круги C(aj, Im aj/2) и C(ai, Im ai/2)

не пересекаются.

Для завершения доказательства, осталось обозначить

d1 = min{1/2; d/(8M1)}.

Определение 4.5 Пусть последовательность A = {an, n =

1, 2, . . . }, A ∈ C+, является слабо регулярной последовательностью

C+ при уточненном порядке ρ(r). Тогда исключительные круги на-

зываются C+
R (ρ(r))-кругами.

Лемма 4.6 Пусть последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . } явля-

ется слабо регулярной последовательностью в C+ при уточненном

порядке ρ(r), и выполняется условие (C+
′). Тогда

Φz(α) 6 Kα2 . (4.40)

Если выполняется условие (C+), тогда

Φz(α) 6 Kα (4.41)

для некоторого K > 0.

Доказательство. Предположим, что выполняется условие (C′
+)

и точка z не принадлежит ни к одному C+
R ([ρ(r),∞))-кругу исклю-

чительного множества. Рассмотрим круг C(z, α|z|) с центром в точке

z радиуса α|z|. Так как центр этого круга не принадлежит ни одно-

му из C+
R ([ρ(r),∞))-кругов исключительного множества, то радиусы

исключительных кругов с центрами, попавшими в этот круг, меньше
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чем α|z|. Так как исключительные круги не пересекаются, то сумма

их площадей меньше чем площадь круга C(z, 2α|z|, то есть∑
an∈C(z,2α|z|

d2 sin(arg an)|an|2−ρ(|an|) 6 4α2|z|2 . (4.42)

Если точка an = rne
iθn ∈ C(z, α|z|), то

(1− α)|z| 6 |an| 6 (1 + α)|z|.

Из этого неравенства и (4.42), получаем (4.40).

Предположим теперь, что выполняется условие (C+) и точка z не

принадлежит ни к одному C+
R ([ρ(r),∞))-кругу исключительного мно-

жества. Опишем из z круг C(z, α|z|). Если точка an ∈ C(z, α|z|),

то обозначим через [αn, βn] круговую проекцию отрезка [an, an +

eiθd Im an/V (rn)] на луч arg ξ = arg z. Т.к. точка z не принадлежит

исключительному кружку, соответствующему точке an, то сегмент

[αn, βn] принадлежит кругу C(z, 2α|z|). В силу условия (C+) все та-

кие сегменты не пересекаются и поэтому∑
an∈C(z,α|z|)

d Im an
V (rn)

≤ 4α|z| .

Отсюда получаем при α ≤ 1/2:

n+D(C(z, α|z|)) ≤Mα|z| .

Последнее неравенство выполняется для всех точек z, не принадлежа-

щих исключительным кружкам. Если точка z принадлежит исклю-

чительному кружку, то правая часть этого неравенства может уве-

личиться не более, чем на единицу. Следовательно для всех z ∈ C+
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выполняется неравенство: Φ+
D(zα) ≤ Mα, α ≤ 1/2. Если α > 1/2, то

неравенство (4.41) очевидно.

Теорема 4.6 Пусть последовательность A = {an, n = 1, 2, . . . } яв-

ляется слабо регулярной последовательностью при уточненном по-

рядке ρ(r). Тогда A является интерполяционной последовательно-

стью в классе [ρ(r),∞)+ (в классе [ρ(r),∞)h+).

Доказательство. Доказательство следует из леммы 4.5 и (4.8).

Выводы к разделу 4

Интерполяционная задача в классе H∞ аналитических и ограни-

ченных функций в верхней полуплоскости была решена Л. Карлесоном

в 1958 г. Карлесон сформулировал необходимые и достаточные усло-

вия для ее разрешимости в терминах произведения Бляшке, определя-

емого узлами интерполяции и в терминах меры, определяемой этими

узлами, которую позднее стали называть карлесоновской мерой. Рабо-

та Карлесона стала классической и дала толчок для многочисленных

исследований в классах H∞ и Hp (p > 0). В 80-е годы прошлого сто-

летия Шамоян рассмотрел и решил задачу кратной интерполяции в

классе H∞.

В 1975 г. Б. Я. Левин и Нгуен Тхыонг Уен рассмотрели интерполя-

ционную задачу в классе функций порядка не большего чем ρ (ρ > 1)

в верхней полуплоскости C+. Ими были найдены условия необходи-

мые и условия достаточные для ее разрешимости в терминах кано-

нических произведений определяемых узлами интерполяции. Причем
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между этими условиями был разрыв, что позволяло авторам строить

решение интерполяционной задачи в виде ряда Лагранжа.

Исследования Б. Я. Левина и Нгуен Тхыонг Уена были продолже-

ны Нгуен Тхыонг Уеном [50]. Им была рассмотрена кратная интерпо-

ляционная задача в классе функций типа не выше чем нормальный

при заданном порядке ρ (ρ > 1). Нгуен Тхыонг Уеном были снова

найдены условия необходимые и условия достаточные для ее разреши-

мости в терминах канонических произведений определяемых узлами

интерполяции, между которыми был разрыв, позволяющий строить

решение в виде обобщенного ряда Лагранжа.

Задача интерполяции в классах аналитических функций конечно-

го порядка ρ > 0 и нормального типа в верхней полуплоскости бы-

ла полностью решена в работах К. Г. Малютина. Им были найдены

необходимые и достаточные условия ее разрешимости в терминах ка-

нонического произведения, определяемого узлами интерполяции и в

терминах неванлинновской меры, определяемой этими узлами. При

этом оставались вопросы для функций нулевого уточненного порядка.

В четвёртом разделе диссертации полностью решена задача крат-

ной интерполяции в классе аналитических функций нулевого порядка

и нормального типа в верхней полуплоскости. В теореме 4.1 получе-

ны критерии её разрешимости как в терминах произведения Бляшке,

определяемого узлами интерполяции, так и в терминах неванлиннов-

ской меры, порожденной этими узлами.

В этом разделе введены слабо регулярные множества в верхней по-

луплоскости. Показано, что такие множества являются интерполяци-
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онными в классах [ρ(r),∞)+ и [ρ(r),∞)h+ (теоремa 4.6). Аналогичные

множества играют важную роль при построении функций с заданны-

ми свойствами: с заданным индикатором, заданной отделимостью кор-

ней, принадлежностью канонического произведения заданному классу

аналитических функций.



Глава 5

ВЫВОДЫ

В диссертационной работе решён ряд актуальных задач теории интер-

поляции в пространствах целых и аналитических в верхней полуплос-

кости функций нулевого порядка и типа не выше чем нормальный.

Содержание основных результатов работы заключается в следующем:

- полностью решена интерполяционная задача в классе целых

функций нулевого порядка. Получены критерии её разрешимо-

сти как в терминах канонического произведения, определяемого

узлами интерполяции, так и в терминах меры Дирака, порожден-

ной этими узлами;

- полностью решена интерполяционная задача в классе целых

функций нулевого порядка и нормального типа. Получены кри-

терии её разрешимости как в терминах канонического произведе-

ния, определяемого узлами интерполяции, так и в терминах меры

Дирака, порожденной этими узлами;

- кроме того, показано, что результат А. В. Братищева и Ю. Ф. Ко-

132
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робейника для случая нулевого порядка сформулирован неточно.

Доказана теорема, которая является уточнённым вариантом их

результата;

- приведен также ряд теорем, которые можно рассматривать как

частные случаи общих теорем. Сформулированы критерии интер-

поляционности последовательностей, которые в некоторых част-

ных случаях легко проверяемы;

- введены слабо регулярные множества в комплексной плоскости.

Показано, что такие множества являются интерполяционными в

соответствующих классах целых функций;

- полностью решена задача кратной интерполяции в классе анали-

тических функций нулевого порядка и нормального типа в верх-

ней полуплоскости. Получены критерии её разрешимости как в

терминах произведения Бляшке, определяемого узлами интерпо-

ляции, так и в терминах неванлинновской меры, порожденной

этими узлами.

- введены слабо регулярные множества в верхней полуплоскости.

Показано, что такие множества являются интерполяционными в

классах аналитических функций нулевого порядка.

Результаты диссертации имеют теоретический характер. Они мо-

гут быть использованы в дальнейших исследованиях в теории целых

функций, в вопросах полноты систем аналитических функций в ком-

плексной области, представления целых функций, в теории дифферен-
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циальных уравнений, уравнений в свертках, краевых задачах, задачах

оптимального управления и других областях математики, а также в

научных исследованиях, которые проводятся в Сумском государствен-

ном университете, Харьковском В. Н. Каразина, Львовском нацио-

нальном университете имени Ивана Франка, Киевском национальном

университете имени Тараса Шевченка, Дрогобыческом государствен-

ном педагогическом университете имени Ивана Франка, в Институте

математики НАН Украины.

Все результаты диссертации имеют завершённый вид и критери-

альный характер. Они усиливают и дополняют ранее известные ре-

зультаты. Для их доказательства использовались: метод обобщённых

рядов Лагранжа, метод интерполяционных рядов типа Джонса, метод

∂̄-Хермандера, методы теории субгармонических функций, методы ма-

тематического анализа и некоторые приёмы из работ А. Ф. Гришина,

А. Ф. Леонтьева и К. Г. Малютина.
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W.U. Squires // Transactions of the AMC. – 1983. – Vol. 280, No 1.

– Pp. 401–413.

[71] Malyutin K. G. Weakly regular sets / K. G. Malyutin, O. A. Bozhenko

// Istanb. Univ. Fen Fak. Mat. Fiz. Astron. Derg. (N.S.). – 2012-2013.

– Vol. 4. – P. 1–8.

[72] Боженко О. А. Задача кратной интерполяции в классе ана-

литических функций нулевого порядка в полуплоскости /

О. А. Боженко, К. Г. Малютин // Уфимский математический

журнал.– 2014.– Т. 6, №1. – С. 18–29. Translate: O. A. Bozhenko.

Problem of Multiple Interpolation in Class of Analytical Functions of

Zero Order in Half-Plane / O. A. Bozhenko, K. G. Malyutin // Ufa

Mathematical Journal.– 2014.– Vol. 6, №1.– P. 18–28.



145

[73] Боженко О. А. Интерполяционная задача в классе целых функ-

ций нулевого порядка / О. А. Боженко, А. Ф. Гришин, К. Г. Ма-

лютин // Изв. РАН. Сер. матем.– 2015.– Т. 79, Вып. 2.– С. 21–44.

Translate: O. A. Bozhenko. An interpolation problem in the class of

entire functions of zero order / O. A. Bozhenko, A. F. Grishin and

K. G. Malyutin // Izvestiya: Mathematics, Volume 79, No 2 (2015).

Pp. 233-256.

[74] Малютин К. Г. Интерполяционная задача в классе аналитических

функций нулевого порядка в полуплоскости / К. Г. Малютин,

О. А. Боженко // Збiрник праць Iн-ту математики НАН Укрӓıни.
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